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Notice  des  ouvrages  publiés  par  S.  F.  Lacroix,  et  qui  se  trouvent 
cht[  le  même  Libraire . i,  r 

$ ” 

Cour»  de  Mathématiques , à l’usage  de  l’Ecole  centrale  de»  Quatre-Nations , en  quitte  partie» , 
MYoir  ; 

I.  Traité  élémentaire  d’Arithmétique , s __  _ _ ^ ^ a fr. 

il.  Elémens  d’Algébré  , ^ jï  *7  **!  ^ 1 ( * 4 

III.  Elémens  de  Géométrie , précédés  ae  réflexions  sur  l’ordre  & suivre  dans  ces  Elé- 

ment , sur  la  manière  de  les  écrire  et  sur  la  méthode  en  Mathématiques , 4 

IV.  Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique,  et  d’application  de 

l’Algèbre  i la  Géométrie , 4 

Essais  de  Géométrie  sur  les  .plans  et  les  surface»  courbes , ou  Elémens  de  Géométrie 
descriptive,  . , , i j ..  .*.»  •"  C '■  1 ï <**c* 

Complément  de»  Elémens  d* Algèbre ,'  4 fr. 

Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral , avec  un  Appendice , contenant  un  traité 
des  Différences  «t  de»  Séries,  J roi.  r'n-4*.  48  fr. 
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Faisant  suite  au  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral , 

PAR  S.  F.  LACROIX. 


Tantum  séries  juncturaquc  pollet. 

H O R A T. 


Chez  J.  B.  M.  DU  PR  AT,  Libraire  pour  les  Mathématiques, 
quai  des  Augustins. 

■ . , ,,  .\mt 


AN  V 1 l 1.  = 1800. 

% 


Digitized  by  Google 


- 


TABLE. 

• • ) . 
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CH  AP.  I.  Du  Calcul  des  Différences  , 

Met  ho  Jus  dijferentialis  ( Newtoni  opuscula  ). 

Met  ho  Jus  incrementorum  ( Taylor  ). 

Philosophical  transactions  ( n*.  353  , ann.  1717,  pag.  676). 

Mém.  A.jJ,  des  Sciences  de  Paru  , années  1717,  1723  , 1724  ( Nicole  ). 
Met  ho  Jus  dijfertntLUis  , sive  Tractatus  de  summadone  et  inter polatione  serierum 
(Stirling). 

Essays  on  Seteral  curious  anJ’useful  suhjccts  , pag.  87  ( Th.  Simpson  ). 
Jnstitutiones  Calcul . dtffi  Pars  I , cap.  I et  II  ( Euler  ). 

The  Mcthod  of  incréments  ( Emerson  ). u 

Théorie  générale  des  équations  , introduction  ( Bézout  ). 

Mithode  directe  et  inverse  des  différences  , ou  leçons  <f Analyse  données  AC  Ecole 
Polytechnique  ( Prony  ). 

Du  Calcul  direct  des  différences , ''  **  * pag.  s 

Pour  Tanalogie  des  puissances  avec  les  différences , voyei  les  Mém.  de  C Académie 
de  Berlin , année  177a  ( Lagrange  ).  n V . ..  ", 

L:s  Mémoires  présentés  à C Académie  des  • Sciences  dt'  Paris  , T.1  VII,’ 
pag.  534  ( Laplace  ). 

h'.i  Mim.  dt  l’Académie  dts  Scitncti , ann.  1777  et  1779  ( Laplace  )• 

Lts  Mém.  dt  1 Académie  dt  Turin , ann.  1786-87  ( Lorgna  ).  ' 

Application  du  Calcul  de<  différences  à f interpolation  des  suites , pag.  16 

Voyez  les  ouvrages  mentionnés  ci-dessus,  et  les  suivant  : . 

Mémoirca  dt  T Académie  dt  Berlin,  ann.  1758  ( WalmesleyJ. 

Journal  dti  Siantts  dt  f Etait  Monnaie  j.  T.  IV  , page  417  ( Lagrange  ). 

Lion  hardi  Euleri  opuscula  analytica,  T.  1,  page  157. 

Encyclopédie  méthodique , Dut.  de  Math.  ait.  Intfjwolat/on  { Charles  ). 
Mtm.  dt  rAcadémit  des  Sciencà , ann.  1788,  page  58a  ( Charles  ). 

Mtm.  dt  T Académie  de  Turin,  1790-91 , page  143  ( Delambre  ). 

Ohtrvationci  diametrorum  solia  et  luriit  appartntium  cap.  dt  nonnullia  numtrorum 
propriaatilus*  ( Mouton  . I"  *1  . V/  v.i 

Çommentarii  Acad,  Petrop . T.  IU  ( Goldhach  ). 

Du  Calcul  inverse  des  différences , par  rapport  aux  fonctions  Explicites,  pag.  65 
, stl.  fé,  . ..  1 h.  s s\» 

t*.  Tous  les  auteurs  cites'  sous  le  premier  titre. 
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a*.  Pour  le*  puissances  du  deuxième  ordre.  les  Mém.  de  PA:ad.  des  Sciences  9 
ann.  1 77 1 t première  partie,  page  459  ( Vander  monde  ). 

Analyse  des  réfractions  astronomiques  , Chap.  J 1 1.  Dis  facultés  numériques 
Ç Kramp  ), 

3*.  Encyclopédie  méthodique , Diction,  de  Mathémas.  art.  SINUS  ( Dell gnTe  y 
4*.  Pour  l'intégration  par  parties,  Philosophtcal  Transactions , n*.  333  ^ 
anr.  1717  ( Taylor  ). 

Mém.  de  F Acad,  des  Sciences , première  partie,  ann.  177a  (.Condorcet  ) , 
anr.  1778  ( Laplace  ). 

Etsai  sur  la  probabilité  des  decisions  rendues  i U pluralité  des  vois$  r 
page  163  ( Condorcet  ). 

j°.  Pour  l'analogie  des  intégrales  avec  les  puissances  négatives , . les  écrit»  - 
cités  plus  haut  sous  ce  titre. 

6*.  Pour  la  détermination  des  coefficient  numériques  de  2 u , et  les  nombres  • 

de  Bernoulli: 

s •••  « 

Art  conjtcundi  , page  97  ( Jac.  Bernoulli  ). 

M'a  cillant  a analytica , supplemcntum , page  6 ( Moirre  }*- 
Instirucianes  Calculé  d:f.  Pars  H , cap.  V. 

Novi  Cvmm.  Acad.  Petrop.  T XIV  ( Euler  ). 

Mém.  de  T Académie  des  Sciences , ann.  1777  , page  IOJ  (Laplace). 
Application  [da  Calcul  des  différences  à 1a  fommatioii  des  suiees.  page  1 ta 
Tractants  de  seriebus  infinités  ( Jac.  Bernoulli  )t 
De  interpolations  et  sommations  serierum  , part  prima  ( Stirling  ). 

Analyse  des  jeux  de  hasard  ( Montmaur  ). 

De  Aritbus  infirmes  tracta.ua  Philosophtcal , Transactions , 1717  ( Mentmaur  ). 
Appendlx  ad  tract,  de  seriebus  infinités , Ibid . {.Taylor  ). 

Mémoires  de  l’Académie  du  Sciences  9 iyv/(  Nvcole  ). 

Trac  talus  de  mensura  sortis , 

Misctllanta  analytica , 

DoBrine  of  Chances  , 

Essays  on  sCvctal ...  , .subjects  , Math-  matieal  Essays  ( Th.  Simpson  ). 

Price  on  annuities , üdrd  additions!  Essay , notes. 

Commehtarii  Academies  Pervpotitana , T.VI,V1I,V11^  XII , 

Novi  Commentent  Acad.  PtK T.  V , IX , Xlll , XIV , XX, 

Nova  actm , T.  H % ) 

Institut  Lunes  Cal.  diff.  Pars  post.  cap.  VI,  VII, 

Mimolrts  de  P Académie  de  Berlin  , année  1 76  * ^ 

Opu feula  analytica , 

Mémoires  de  P Académie  du  Sciences , années  1717,  1 yvj  ( Nicole  ). 

Mémoires  de  P Académie  de  Berlin  , année  1 758  ( Walmesley  ). 

Mémoires  de  P Académie  de  Marine , T.  1 ( Margucrie  ). 


( Euler  }, 


| ( Moivre  ). 
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totmoru  delL  Société  TtaCana , T.  1 ( Lorgna  ),  T.  II , part.  I ( F'ontaai  ). 
Mémoires  de  P Académie  des  Sciences  de  Turin , T.  1 ( Gianella  ). 

Trassatto  delle  strie  di  M.  A.  Lorgna. 

Mathemattcal  Lucubrations  by  Lenden , part.  IX. 

Mathanatical  Mtmoin  by  Landen , T.  I , Mem.  5. 

Disquisitionu  analytica  , etc.  volnmen  1 ( Pfaff  ). 

Pfùl^sophic- 1 Transactions , l 78s  , Part,  l ( Vince  ) , 1 784  deuxième  Partie  , 

1 786  première  ( Waring  ). 

Pour  la  fommation  de*  séries  de  sinus  et  cosinus  , voyex  Novi  Commentant 
Acad . Petrop.  f . XVII , T.  XVIII  ( Daniel  Bernoulli , Euler  et  LeûU  ). 
Application  de  U fommatioci  des  séries  à l’interpolation  , page  15 1 

Inst.  Cal.  dlff.  pars  post.  cap.  XVI  tt  XVII  ( Euler  ). 

Pour  les  fonctions  nommées  par  Euler,  Fu notants  intxplicMts , voyez  Acta 
Acad.  Pi  topo  Usina  rann.  1777.  pars  1 ( Condorcet  ). 

Suppltmentum  ad  institutions  s Cale,  difftr.  ad  calcem  voluminis  IL  Ticinl , 1787. 
Digression  sur  l’élimination  dans  les  équations  algébriques  v page  17  J 

Théorie  du  équations  algébriques  ( Béxout  ). 

De  l’intégration  des  équations  aux  différences  à deux  variables  , page  i&f 

Mélanges  de  la  Société  Royale  de  Turin  , T.  I ( Lagrange  ) , T.  V ( Laplace  ). 
Savons  étrangers , T.  VI,  VU  , IX  ( Laplace , Monge  ). 

Mémoires  de  P Académie  du  ScUncudt  Pasis , 1770 , 1771 , 177a  ( Condorcet  ), 
Mémoires  de  T Académie  de  Berlin , année  1775  ( Lagrange  ). 

Pétri  Paoli  Libumtns’u  Opuscula  analydca  , Opusc  L 

Memorie  délia  Société  ItaUana , T.  1 { Lorgna  T.  XV  ( Paoli  ). 

Opuscolo  analydca  del  Dou.  Vmctnqo  Brunaccl 

Traité  des  différences  et  kpseu  <f  Analyse  données  à P Ecole  Poéftecémique  ( Prooy  ). 
Calcolo  in  te  pale  délit  tqsuiqivnt  Union  ( Brunacci  ). 

Pour  la  détermination  des  fonctio»  arbitraires,  dans  les  intégrâtes  des  équa- 
tions différentielles  partielles,  royea 

Mémoires  de  P Académie  de  Berlin , année  1753  , page  irj  (Euler  ). 

Novi  Commentant  Acad.  Petrop.  T.  XI , ( Euler  ). 

Mém.  de  P Acad,  du  Sciences , année  1771  ( Condorcet  ). 

Savant  étrangers  , T.  VU  ( Laplace  ).  Même  volume  ( Monge  ). 

Mémoi'ts  de  P Académie  du  Sciences , année  1779  ( Laplace  ), 

Le  pièce  qui  a remporté  le  prix  de  P Acad,  de  Pcttrsboug  en  17 90  ( Àrbogast  ). 

M langes  de  la  Société  de  Turin  , T.  1 ( Lagrange  ), 

Opuscules  de  Dalemberi , T.  L 

De  la  nature  des  arbitraire»  introduites  pat  Immigration  det  équations  aux  ÆfR- 
rences , et  de  la  constiuction  de  ces  quantités , pige  a)  1 

Novt  Commcnurii  A;. J.  Pirwpahurut . III  ( Euler  ). 


vj  TABLE. 

Savons  étrangers  % T.  VII  ) Laplace  ) , T.  IX  ( Mange  ).’  # 

De  la  multiplicité  des  intégrales  dont  les  équations  aux  différences  sont  suscep- 
tibles, - page  137 

Savant  étrangers , T.  X ( Charles  ) . 

Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences , année  1783  ( Monge  ).  • 

Leçons  (T  Analyse  a Traité  des  différences  ( Prony  ). 

De  l'intégration  des  équations  aux  différences  à trois  et  à un  plus  grand  nombre  de 
variables , page  147 

S ivans  étrangers , T.  VI , VII  ( Laplace  ). 

Mémoires  de  C Académie  de  B y lin , année  1775  ( Lagrange  ). 

Memoie  délia  Société  hall  an  a , T.  Il , part.  II  ( Paoli  ) , T.  III  ( Malfatti  ). 
Oputcolo  Analytica  dsl  Dote.  Vinctn\o  B r un  a c ci. 

Calcolo  intégrale  itlle  equa^ione  lineari  ( Brunacci  ). 

Des  équations  de  condition  relatives  à l'intégrabiliré  des  fonctions  aux  diffé- 
rences , page  289 

Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences , année  1770  ( Condorcet  ). 

Pour  les  maxima  et  minima  des  intégrales  définies  aux  différences  , voyez  Mélanges  de 
la  Société  de  Turin  , T.  II  ( Lagrange  ). 

CH  AP.  II.  Théorie  des  suites  tirée  dt  la  considération  des  fonctions 
génératrices , page  30 X 

Mémoires  de  r Académie  des  Sciences , année  1 779  ( Laplace  ). 

Des  fonctions  d'une  seule  variable,  ibid, 

Voyez  pour  le  développement  des  fractions  rationnelles, 

Mémoires  de  T Académie  de  Berlin , année  1738  ( Walmesley). 

Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques^  Lagrange  ). 

Jnfinitinomu  dig  ùtatum . . . .kistoria  ac  le  gts  ( Hindinburg  (. 

U su  s logarithmontm  infinitinomii  in  theoria  cequationum  ( Maurice  de  Prisse  ) 
Disquisitionti  analytica , volumen  / , sectio  II  ( Pfaff  ). 

Voyez  pour  la  transformation  algébrique  des  suites  , 

Commentant  Acad.  Petropolitana , T.  Il  ( Goldbach  ). 
lnttinitiones  Calcule  dijf.  Pars  post.  cap.  I ( Euler  ). 

Des  fonctions  de  deux  variables,  page  338 

C H AP.  I I I.  Application  du  Calcul  intimai  à la  Théorie  des 
iuites , ( page  356 

De  U sommation  des  séries;  * ibid. 

. j Commentarii  A Petropolitana  , T.  V , VI  ( Euler  ). 

JblùctUanta  analytica,  pag.  11 0 ( Mpivre  ).  , ■ 
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“ Mémoires  Je  V Académie  de  Turin  , T.  III  , J C L°Tg™ 

Novi  Commentant  Acad.  Petropolitana  , T.  V ( Euler  ). 

Théorie  des  fonctions  analytiques  , n°*.  47-53  » 77  ( L*gr*nge  )« 

De  interpolation  des  séries,  page  385 

Commentant  Acad.  Petropolttan et , T.  V ( Euler  )• 

Pour  les  séries  hyptrgéométriques , voyez  Novi  Commentant  Acad.  Pttrop.  T.  XIII. 
Nova  Acta  Acad.  Pttrop.  T.  VII , VIII. 

R ^cherche  des  râleur»  des  intégrales  définies , page  39 a 

Mélanges  de  la  Société  de  Turin , T.  III  ( Euler  ). 

Institutions  Calculé  integra  lis,  vol.  I , sect.  I,  cap.  VII,  IX  ( Euler  ). 

Nova  Acta  Acad.  Petropolttan  a , T.  V ( Euler  ). 

Acta  Acad.  Petropolitana , T.  1 ( Euler  ). 

Mémoires  de  t Académie  du  Sciences , année  1781,  pag.  13  ( Laplace  ) , 
année  1786,  page  676  ( Legendre  ). 

Mémoire  sur  les  Transcendants  elliptiques , pag.  91  ( Legendre  ). 

Voyez  aussi  Leonhardi  Eulcri  instituùonum  Calculé  inttgroTts , volumen  quartum 
contintns  supplémenta. 

Digression  sur  les  expressions  du  sinus  et  du  cosinus , en  produits  indéfinis , p.  418 
lntroductio  in  Analysin  infinitorum  , T.  I , cap.  IX  , XI  ( Euler  ). 

Mém.  de  /* Académie  de  Berlin  , année  1 787-88 , ) 

Principiorum  Calculé  different ialis  et  intégrales  /■  ( L’Huillier  ). 

Expositio  démentons  y J 

Voyez  pour  la  partition  des  nombres  , 

lntroductio  in  Analysin  infinitorum , T.  I , cap.  XV  , XVI  ( Euler 
Pétri  Paoli  Lihumensis  Opusculum  II. 

Mcmorie  délia  Società  I taliana , T.  1 , part.  II  ( Paoli  ). 

Continuation  de  la  recherche  des  valeurs  des  intégrales  définies;  page  44  j 

Novi  Commentant  Acad.  Petropolitana , T.  XVI , XIX  ( Euler  ), 

Analyse  des  réfactions  autonomiques , chap.  III  ( Kramp  ). 

Des  séries  propres  à évaluer  les  intégrales  qui  sont  des  fonctions  de  grands  nombres , 

page  46 1 

Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  , années  1 778 , 1 781  ( La  place  ). 

Analyse  des  réfactions  astronomiques , page  37  ( Kramp  ). 

Examen  de  la  transcendante J'  — -,  page  475 

Adnotationes  ad  Calculum  integraltm  Eultri  ( Maschcroni  ). 


/ 


iriij 


TABLE. 


Usage  d:s  intégrales  définies  pour  eiprimer  Les  fonctions  doanées  pu  des  équations 
diffétentielles , page  ^gj 

Commentant  Acad.  Pttropolùan a ,T,V1  ( Euler  ). 

Iniùtut'unu  Calculé  iaiegralit , vol.  11 , cap.  X et  XL  ( Euler  ). 

M:m.  dt  r Academie  du  Science!  , année  1779  (i  Laplace  ). 

Mickanique  philosophique , page  J44  ( Prony  ). 

Application  des  fdrm.  f<-n*viu,  fipv du , etc.  à l’intégration  des  équations  ut 
différences  et  différentielles , page  j , J 

Mémoiru  dt  t Académie  du  Science! , année  178a  ( Laplace  ) 

CH  A P.  IV.  Des  {quittions  aux  Difftrtnus  mi Lits  , page  jj9 

Théorie  analytique  des  équations  aux  différences  mêlées , ihy. 

Min.  di  rAcad.  du  Scàncu , ann.  1771  ( Condorcet),  1770  et  i7gi 
( Laplace  ). 


Application  des  équarions  aux  différences  mêlées  à des  questions  géométriques, 
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Jo  honnit  Bernoulli  opéra,  Trajectoriarum  reciprocarum  Problema , T.  U. 
Euleri  OfutcuU  varié  argumenté , T.  III. 

Commtntaril  Academia  Ptiropolitana , T.  II  , ) 

Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  T.  X , XI , XVI  , > ( Euler  ). 

Acta  eruditomm,  I 

«74J  . P»g*  J*J- 

l746,  page  a jo,  17*8,  page  #7,  61  , 169  (Euler). 

1746,  page  617,  1747,  page  665  ( Kœstner  ). 

*747.  page  aaj , 601,  1749,  page  aj6  { Oechlidus  ). 

*748,  page  as;  ( Baermann  ). 

Encyclopédie  méthodique  { Charles  ). 


S. JB.  Depuis  l'impression  du  premier  volume  de  cet  Ouvrage  , M.  Murhard 
f11  ,ir  une  Æri&o/À***  Maràcmaticd , fort  utile  à ceux  qui  veulent 

acquénr  de  1 érudition  en  Mathématique;  les  limas  des  Livres  «X  des  Mémoires 
y »ont  classés  par  ordre  dt  matièrea. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Du  Calcul  des  Différences. 

» r 

D A N S le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral , nous 
n'avons  envisagé  les  séries  que  comme  un  moyen  de  développer 
les  fonctions  algébriques  ou  transcendantes , de  manière  à faire 
connoitre  quelques-unes  des  propriétés  de  ces  fonctions,  que  la 
forme  sous  laquelle  elles  se  présentoient  ne  rendoit  pas  assez  évi- 
dentes , ou  bien  pour  en  obtenir , dans  certains  cas  , des  valeurs  ap- 
prochées. Sous  ces  différens  points  de  vue,  nous  avons  toujours 
connu  l'origine  des  séties  dont  nous  avons  fait  usage,  et  nous  ne  nous 
sommes  occupés  de  leurs  propriétés  que  par  rapport  aux  fonctions 
dont  elles  dérivoient;  maintenant  nous  allons  les  considérer  en  elles- 
mêmes  et  indépendamment  d’aucune  fonction  particulière. 

Appendice.  A 
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2 Ch.  I.  Du  Calcul 

Calcul  direct  859.  Supposons  qu’on  ait  une  série  de  la  forme 
de»  différences.  Aa  + A ,x+  A,x'  + A^x'' + etc. 

dans  laquelle  les  chiffres  inférieurs  affectés  aux  coefficicns  des  puis» 
sances  de  x , et  que  je  nommerai  indices,  font  connoître  le  rang  qu’oc- 
cupe chaque  terme  : ce  qui  distingue  cette  série  de  toute  autre , c’est 
la  loi  que  suivent  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  x\  or, 
quelle  que  soit  cette  loi , il  est  évident  que  la  valeur  de  chaque 
coefficient  en  particulier  dépend  du  rang  qu’il  occupe  dans  la  série  , 
en  sorte  que  si  l’on  avoit  l’expression  du  terme  général  Anx",  qui 
répond  à un  indice  quelconque , on  en  déduiroit  tous  les  autres , en 
donnant  à n différentes  valeurs;  car  A„,  A, , A, , Ai , etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ce  que  devient  An  lorsqu’on  y fait  successivement 
n — o , n = 1 , n 1 , etc. 

Faisons  donc  abstraction  de  ou  , ce  qui  revient  au  même , 
faisons  x = 1 , et  considérons  seulement  la  série  des  coefliciens 
o » A,  , A, , A ^ , etc. 

comme  représentant  la  suite  des  divers  états  par  lesquels  passe  la 
fonction  A „ , en  vertu  des  accroissemens  que  reçoit  l’indice  n. 

Soit  fait  • Ax — A,—  Ba 

A,-A,=  B, 

At-A.=  B , 
etc. 

les  quantités  B0,  B,,  B, , etc.  qui  sont  les  différences  qui  régnent 
entre  les  termes  de  la  suite  précédente  , formeront  elles-mêmes  une 
nouvelle  suite  dont  la  nature  dépendra  de  celle  de  la  première 

Si  l’on  avoit , par  exemple  , An  — 3 -f  1 n ; en  posant  successi- 
vement n — o , n=  1,  n — 1 , n=  3,  etc.  on  obtiendroit 
pour  les  A la  suite  des  nombres  3 , ç , 7,  9,  etc.  et  les  B seroient 
tous  égaux  à 1 ; en  effet , la  suite  proposée  ne  seroit  autre  chose 
que  la  progression  par  différences  (*). 

Dans  le  cas  où  les  quantités  Ba,  B,,  ■ B . , , etc.  ne  sont  pas 


(•)  C est  ainsi  que  t'appellerai  désormais  la  progression  arithmétique , et  je  don- 
nerai a la  progression  géométrique  le  nom  de  progression  par  quotiens.  Voyez  la 
cinquième  édition  des  EUmiru  SAlgèb'tde  Clairaut , Tome  1 , page  chtxrtvij , 
et  Tome  11,  p.  531.  * 
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toutes  égales  entr’elles,  on  en  peut  déduire  une  nouvelle  suite,  en 
prenant  leurs  différences,  et  faisant 

B,-B,  = C. 

— B,  — C, 

etc. 

on  aura  à considérer  la  série 

, é'o  j C, , C, , Cj , etc. 

Soit  pour  exemple  An  ==  5 + 3 n'  ; il  résultera  de  cette  fonction 
3,  8,  >7»  3i>etc. 

pour  les  nombres  A ; 

3,  9,  13,  etc. 

pour  les  nombres  B ; 

enfin  6,  6,  6,  etc. 

pour  les  nombres  C,  qui,  comme  on  voit,  sont  constans.  Ces 
exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  a pu  remarquer  les 
différens  ordres  de  séries , en  comparant  entr’eux  les  termes  successifs 
d’une  même  série. 

Les  quantités  B, , B,  , B,. . .,  se  nomment  les  différences  premières , 
ou  simplement  les  différences  des  quantités  Aay  A,  , A,,  etc. 

Les  quantités  C„ , C,  , C, , etc.  qui  sont  les  différences  premières 
de  Bc , ou  les  différences  des  différences  de  A, , A, , A,,  Aiy  etc. 
se  nomment  les  différences  secondes  de  celles-ci. 

Il  y a entre  les  quantités  A , B , C,  etc.  des  relations  qu’il  est  im- 
portant de  connoître , et  au  moyen  desquelles  on  détermine  les  unes 
par  les  autres  ; ce  sont  ces  relations  qui  constituent  le  Calcul  direct 
des  différences. 

860.  Soit  u, , u, , t/,.. ..,  une  suite  de  quantités  qu’on  suppose 
être  des  valeurs  consécutives  que  reçoit  la  fonction  tr,  soit  en 
vertu  des  variations  qu’elle  éprouve  par  elle-même  .«soit  par  l’effet  de 
celles  qui  arrivent  à des  quantités  dont  elle  dépend  ; nous  ferons 

U,  — U = A B 

U, u,  —AU, 

■ K,  U,  = A U, 


CO 
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en  nous  servant  de  la  caractéristique  a , pour  désigner  la  différence 
qui  existe  entre  les  deux  états  consécutifs  d’une  même  quantité. 
Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux , les  différences 
A « , A , a u, , etc.  sont  toutes  égales  ; mais  si  le  contraire  a lieu , 
on  fera  par  analogie 


au, —au  = A.  A U “A’U 
AU, AU,  = A.AU,  =A*U, 


CO» 


etc. 

A*U, A*U  = A.  A’u  = a’u 

A*U, — A ’u,  = A.A’u,  = A’u, 

aX— a,u„-.=  a.a'u._1=ajub_, 

etc. 

Cela  posé,  on  aura-,  en  vertu  des  équations  (i)  , (î)  , (3)  , 


•(3). 


U,  ~U  4- AH 

u,=u,  4- AH, 

AU,  =A U 4-  A*U 

• 

U,=U.  4- AU, 

AU,  = AU,  4- A’U, 

a’u,  = a’u  4-a’“ 

«*=«„_,  + AU„_, 

+ AX-. 

Par  le  moyen  de  ces  valeurs  , on  peut  arriver  à des  expressions 
de  u,,  u,,  u,....uB,  qui  ne  dépendent  que  de  la  quantité  pri- 
mordiale u,  et  de  ses  différences  successives  au,  a’u,  a’u,  etc. 
en  faisant  les  substitutions  nécessaires  on  obtiendra 
u,  = u + A u 
U,  =u  + 1AU  + ASU 
«J  =U  + J AU  4-  3 a’u  + a’u 


d’oii  on  conclura  par  analogie 

n nln — i)  n(n  — i )(n  — i)  , 

um—  u + - a u d . — A’u  4 etc. 

I I.X  1.2.3 

puisque  les  coefficicns  numériques  des  expressions  précédentes  sont 
les  mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  : la  démonstration 
suivante  justifiera  pleinement  cette  conclusion.  • 
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Il  est  évident  que  l’expression  de  un  ne  peut  être  que  de  la 
forme 

»„=  a + A' au  + A" s' u + A"'s,u  4-  etc.  • 
dans  laquelle  A\  A\  A‘\  etc.  désignent  des  coefficiens  numériques, 
indépendant  de  a et  de  ses  différences , et  il  doit  y avoir  entre  u„+, 
et  a,  les  memes  relations  qu’entre  u„  et  a ; car  dans  le  second  cas  , 
le  nombre  des  termes  est  le  même  que  dans  le  premier , et  tout  le 
changement  dans  l’hypothèse  se  réduit  à partir  d’un  terme  plus 
avancé  : on  aura  donc 

»„+,=  “,+A’s  a,  + A"s‘u,  + A"a3u,  + etc. 

Si  l’on  met , au  lieu  de  a a, , a “a, , a 3b,  , etc.  leurs  valeurs  en  a, 
A a , A*a  , etc.  il  viendra 

®»+.==“+(I  +A1)  a a + (A'+A'’)  a’u+  (A'  -\-A")a,u+  etc. 
mais  en  représentant  par 

i + B'x  + B 'x’  + J?"V+  etc. 
le  développement  de  (i  + *)*,  on  trouvera 

( i fr)*=  i + ( , + B')x  f (fl'+  B")x'  + (B  +B ")*’+  etc. 
on  voit  ici  que  dans  le  passage  de  l’exposant  n à l’exposant  n-j- 1 , 
les  coefficiens  du  développement  du  binôme  éprouvent  les  mêmes 
changemens  que  ceux  de  l’expression  de  »„  ; et  comme  les  uns  et  les 
autres  prennent  les  mêmes  accroissement , il  s’ensuit  que  dès  qu’ils  ont 
été  identiques  dans  un  cas , ils  doivent  l’être  toujours  : nous  pourrons 
donc  écrire 

n n(n—  t)  n(n — t)(n — i)  , 

» = a + - A a H 1 A a 4 1 — » A 3a+  etc. 

i i.i  1.1.3 

On  peut  également  exprimer  la  différence  d’un  ordre  quelcon- 
que , A "a,  par  le  moyen  des  valeurs  consecutives  a,  a, , a,. . . .etc. 
on  tire  d’abord  des  équations  (t)  , (i)  , (3)  , 

A B = B, B 

A’a  = a, — i a,  + « 

A ’a  = a, — 3 »,  + 3 », — « 

et  l’analogie  indique  l’expression  générale 

n n(n — 1)  n(n — 1 )(n — 1) 

A"u—un — - »B  » : j l,n  1+  etc. 

1 1 • 1 l • 1 • y 
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qui  se  vérifie  comme  la  précédente.  En  effet , en  posant 
A 'u=un  + A'un_,  +//X.,+/#,.1+ttc. 
on  doit  avoir 

A"u,=»,,+,  +A'un  + 4'  “n-,  eK. 

mais  en  substituant  pour  a"//,  sa  valeur  a"u+ a"+,u  , et  mettant  à 
la  place  de  A ”«  son  développement , il  viendra 
T A’+’«=ffn+,  + [A'—\)un  + (A"—A')uh_,  + (A'"— ^'>„_,  + etç. 
Or  le  développement  de  ( .r  — t )*  étant  représenté  par 
a:'  + B'x—  ’ + 5V-  + B"x'~3 + etc. 

on  aura 

(.v_, + (5'_i)v,  + (5'— 5')  x?-' +(B"—B")  *— +ete, 
et  l’on  conclura  comme  ci-dessus  que  les  coefficiens  du  développe- 
ment de  a ’u,  recevant  les  mêmes  accroissemens  que  ceux  du  déve- 
loppement de  (r — i)’,  et  commençant  par  avoir  les  mêmes  valeurs, 
doivent  demeurer  identiques  avec  ces  derniers. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  l’on  peut  écrire  les  équations 
"»=(*  + •*“)’,  A"u  = (u  — t y, 
pourvu  que  l’on  se  rappelle  de  changer  dans  le  développement  de  la 
première,  les  exposans  des  puissances  de  a a en  exposans  de  la 
caractéristique  a , et  que  dans  celui  de  la  seconde , on  transforme 
les  exposans  de  u en  indices. 

861.  Lorsqu’une  fonction  est  donnée,  rien  n’est  plus  facile  que 
d’en  obtenir  les  différences  successives  ; nous  prendrons  d’aboid  pour 
exemple  la  fonction  xm.  Faisons  u = a.-",  et  supposons  que  x aug- 
mente de  la  quantité/;,  nous  aurons  «,=(*• -M)m,  et  par  conséquent 

Au=(  x+  h y—xm=mx"-'h  A*-| — i V-’A’+etc. 

' 1.»  X.l.J 

Pour  passer  aux  différences  ultérieures  a’u,  a’u,  etc.  il  faut  faire 
varier  x de  nouveau  , ce  qui  présente  deux  hypothèses  , l’une  con- 
siste à supposer  que  la  quantité  .v  prenne  toujours  des  accroissemens 
égaux  , et  l’autre  que  ces  accroissemens  soient  eux-mêmes  variables  ; 
nous  nous  occuperons  d’abord  de  la  première.  En  substituant  .v -)•  A 
au  lieu  de  x dans  Au  , on  aura 

Au,=  mh(x+  A)—' + h'(x+  À)”-  + etc. 

1.1  ' 

Il  est  visible  que  si  l’on  développe  l’expression  de  Au,  ,et  que  l’on  en 
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retranche  celle  de  au  , le  résultat  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
de  A sera  de  la  forme 

A’u=  m(m  — i ) xm~'h‘  + + Mixm~*h>  -f  etc. 

il/, , il/4,  etc.  désignant  des  coefficiens  dcpendans  de  l’exposant  m. 

Par  une  nouvelle  substitution  de.t-  + A dans  cette  dernière  équa- 
tion , on  parviendroit  à a , et , en  observant  que  a’u=a,«1 — a’u  , 
on  obtiendroit 

A3u  — m ( m — I ) (m — 1 ) a:"-5 A5  -f  M\x"~*hi  + etc.  • 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  développemens  est  évi- 
dente , et  l’on  voit  que  l’expression  de  a "u  doit  commencer  par 
m(m  — i ) ( /n — 1 ). . . ( m — n + i)  a”-’ A*  ; 
mais  pour  parvenir  au  terme  général  de  cette  expression  , il  sera  plus 
commode  de  former  immédiatement  a"«  , par  le  moyen  des  valeurs 
de  «, , »„ , k,  , etc.  sans  passer  par  celles  de  au  , a ’u  , a ’u , etc.  Il 
est  évident  que  dans  l’hypothèse  présente  les  valeurs 

“s. u„  • 

répondent  il 

x + h,  x+xh,  x+  3 A x + n A, 

et  que  l’on  a par  conséquent 

",=  (*  + A )”,  u,=  (.v  + î A )’ ( a + h A )"; 

on  tirera  de  là 

■Or 


a'«  = [*  + bA]"— ”[*+(«  — ^ 


_ H* +(«-»)*]* 

n(n — i ) (/z — i)P  , x 

— ^ [*+(«—  3)*]“+  «c. 

Si  l’on  désigne  par  * l’exposant  de  A dans  le  terme  général  du  déve- 
loppement de  l’équation  ci-dessus , l’expression  de  ce  terme  sera 

Q('n— O O—'  +'  i x 

î.i.j....../ 


{»'--(«- 0'+ 


n(n—  i ) 


( n — î )• — etc.  } 


mais  comme  nous  avons  observé  que  le  développement  de  A ’u  ne 
pouvoit  contenir  des  puissances  de  A dont  l’exposant  fût  moindre 
que  u,  il  s’ensuit  que  la  fonction 


, n , 

ri ( n ■ 


, n (n — i à 

• I )'+  («  — i )’ — etc. 
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est  nulle  tant  que  «'</«,  ce  qu’il  est  aisé  de  vérifier  : d’un  autre 
m(m—  — i)......(m  — i+i) 

cote  le  coefficient  . 

1.1.3 1 

s’évanouissant  lorsque  i—m  + 1 , il  en  résulte  que  la  plus  haute 
puissance  de  h , dans  le  développement  de  a”b  , ne  peut  être  que  A" 
et  que  par  conséquent  a’b  se  réduit  à son  premier  terme 
ni  J m — ] ^ m l^.««.....l.l./i 
dans  le  cas  où  l’on  a m = n.  Il  est  évident  qu’alors  les  différences 
ultérieures  &"+'u,  ac+8w  , etc.  sont  nulles. 

Il  est  facile  de  conclure  de-lil  que  toute  fonction  rationnelle  et 
entière  de  x a toujours  des  différences  constantes , savoir  : celles  dont 
l’ordre  est  marqué  par  l’exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  x , 
qui  soit  dans  la  fonction  proposée.  En  effet , cette  fonction  étant 
de  la  forme  Ax‘-\~Bx'+  C'.r* 4-  etc.  on  aura  nécessairement 
£."(Jx*  + Bxc+Cx?'+ttc.)  =y/A*  .x‘  + Bx\xc+  CV . + etc.  (*); 
et  six  désigne  le  plus  haut  exposant  de*,  il  viendra  pourlecasoù  n—i, 

A*.A*=I.l xk“,  A*.AC=0,  A*.A*=0,  etc. 

en  sorte  que  a*(Ax*  + B x(+  etc.)=  1.1.3 aAk*. 

Il  n’est  pas  nécessaire  d’avertir  que  chaque  fois  qu’on  prend  la  diffé- 
rence de  deux  fonctions , cette  opération  peut  faire  disparoître  une 
constante  ; car  les  calculs  précédens  ne  diffèrent  de  ceux  du  n°.  10 , 
qu’en  ce  que  nous  avons  considéré  en  même  tems  tous  les  termes  du 
développement  de  la  différence  , au  lieu  de  nous  borner  au  premier , 
comme  pour  le  Calcul  différentiel. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède  on  développeroit  sans  difficulté  les 
différences  d’une  fonction  composée  de  puissances  quelconques  de  x. 
Avant  de  pousser  plus  loin,  il  convient  de  montrer  comment  les 
mêmes  dcveloppemens , et  en  général  ceux  des  différences  des 
fonctions  quelconques , peuvent  s’obtenir  par  le  moyen  du  CaliSfl 
différentiel. 

861.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences,  quoiqu’étant 
bien  distincts , comme  on  le  verra  dans  la  suite , ont  néanmoins  de 
grands  rapports  entr’eux  et  peuvent  s’appliquer  l’un  à l’autre. 

(•)  Il  ne  Lut  pas  confondre  A".*"  avec  A“x";  car  la  première  d:  ces  expressions 

est  la  différence  de  l’oidre  n de  la  fonction  tandis  que  A***=(A**)*. 

Lorsque 
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Lorsque  l'on  considère  le  premier  sous  le  point  de  vue  oh  l’a  pré- 
sente Leibnitz , ou  par  la  théorie  des  limites , il  devient  un  cas 
particulier  du  second , ainsi  que  nous  l’avons  montré  dans  les 
n°'  91  et  185.  Nous  ne  répéterons  pas  ici  ce  qui  a été  dit  dans- 
ces  articles , mais  nous  déduirons  la  série  de  Taylor  de  l’cquation 


. n n(n—i)  n(n  — 1)(» — z)  , 

b.=b  + -i«+- -e‘uA — - — -a5b  + etc. 

I I.Z  1.Z.3 


En  lui  donnant  la  forme 


"»=«+—  — + 


na  an  na[n — i)a  A ’u  na(n — i)»(b — z)*  A 'u 


i.a 


— r + 


i.z.  3 


+ etc. 


et  supposant  que  a soit  l’accroissement  que  reçoit  x lorsque  la 

fonction  u devient  u + eu  , la  valeur  r/„  sera  celle  que  prend  u , 

quand  x se  change  en  x+na.  Faisant  ensuite  na—h,  et  regardant 

l’accroissement  « comme  évanouissant  ou  infiniment  petit , il  faudra 

considérer  le  nombre  n comme  infiniment  grand  ; en  vertu  de  cette 

supposition  les  quantités  na,  ( n — t)*,  ( n — z)*....etc. 

deviendront  toutes  égales  entr’elles , tandis  que  les  quantités 

au  A*a  a’b  . ... 

— , , — -,  etc.  coïncideront  avec  les  coefficiens  différentiels 

a a a 

du  d“u  tPu 

lï'  dï’  77'  etc* 


on  aura  donc 


du  , d‘u  A*  d?u  A1 

U + Th+T~.  — +T~i + etc* 

dx  dx‘  i.z  d x3  i.z. 3 


pour  le  développement  de  la  fonction  u , quand  x est  devenu  x + h. 
C’est  à peu  près  ainsi  que  Taylor  est  parvenu  au  théorème  qui  porte 
son  nom.  On  peut  substituer  sans  peine  la  considération  des  liipites 
aux  raisonnemens  ci-dessus  , en  observant  que 


B*(« — l)«t=/z*«*^i  — - ^ , b«(b — i)*(b — z)«=»’«^l — — n)'  e*C’ 

et  que  par  conséquent  leurs  limites , relativement  à l’accroissement 
de  b,  sont  n'a‘,  n'a1,  etc.  ou  A*,  A’,  etc. 

Lorsqu’une  fois  on  est  parvenu  au  théorème  de  Taylor  , la 
théorie  analytique  du  Calcul  différentiel  n’offre  plus  aucune  difficulté; 
y ippinâicc . B 
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ainsi  ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  dit 

Calcul  des  différences  (*). 


(’)  Otre  manière  de  le  présenter  peut  avoir  ses  avantages,  mais  elle  est  moins 
simple  et  moins  élégante  que  celle  dont  nous  avons  fait  usage  dans  les  n®*.  4-10  , et 
que  l'on  peut  abréger  encore  en  employant  la  théorie  des  limites;  au  reste,  j’ai 
lieu  de  croire  que  tout  bon  esprit , qui  aura  rapproché  les  divers  points  de  vue  sous 
lesquels  ce  calcul  est  traité  dans  le  premier  volume  , reconnoitra  que  pour  le  fond  ce 
sont  les  mêmes  idées  , et  qu'en  leur  donnant  les  développement  nécessaires  on 
parvient  toujours  à des  conséquences  également  évidentes.  Je  ferai  principalement 
remarquer  que  de  quelque  source  que  l'on  tire  le  Calcul  différentiel , la  notation 
ne  doit  pas  changer  et  qu’elle  réunit  tous  les  avantages  que  l’on  peut  désirer  dans  les 
signes  algébriques.  Je  ne  crois  pas  que  ceux  qui  auront  bien  saisi  l'origine  de  cette 
notation  dans  le  n°.  9 , puissent  révoquer  en  doute  son  analogie  avec  les  principes  de 
Lagrange  ; elle  est  meme  plus  propre  que  toute  autre  à en  rappeler  le  souvenir.  Quelles 
que  soient  les  notions  préliminaires,  le  coefficient  différentiel,  ou  Lt  fonction  prime  (d’après 
Lagrange)  , sera  toujours  la  fonction  qui  multiplie  la  première  puissance  de  l'ac- 
croissement dans  le  développement  de  la  différence  de  la  fonction  primitive  ; en 
prenant  le  premier  terme  seul  on  aura  une  différence  tronquée  ou  une  différentielle , et 
cela  , sans  rien  prononcer  sur  sa  grandeur  absolut , sans  rappeler  en  aucune  mjniire  Vidée 
d'infiniment  petit . Le  changement  de  métaphysique  ne  sauroitdonc  conduire  à un 
changement  de  notation,  si , comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  la  notation  an- 
cienne a des  avantages  marqués  sur  celles  qu’on  voudrait  lui  substituer.  Il  faut 
d’abord  observer  qu’elle  doit  être  débarrassée  des  parenthèses  qu’Euler  employoit. 

En  effet  » et  ^ i0nt  a“ssi  c|jir»  que  (~~)  > (7^)  J car  Ic  »cn»  de  U 
question  indique  toujours  si  les  variables  x et  y sont  indépendantes  ou  non,  et  em- 


, r^+Ÿ^r 

pêche  qu’on  ne  confonde  l'expression  -p-  avec  — — — — — — , qui  ne  signifie 

quelque  chose  qu'autant  qu’on  regarde  ( au  moins  implicitement  ) y comme 
une  fonction  de  x.  Legendre,  dans  scs  écrits,  avoir  déjà  supprimé  les  paren- 
thèses ; en  l'imitant  sur  ce  point,  jlai  cru  devoir  les  consacrer  au  cas  qui  se 

présente  le  plus  rarement , et  écrire  , pour  indiquer  que  dans  { , y varie  en 

même  tems  que  x dont  il  est  supposé  dépendre  ( n°.  70).  Fontaine,  qui  le 
pwm  rr  fit  usage  de  la  notation  reçue  pour  exprimer  les  coefficient  différentiels, 


proposa  de  désigner  par  -y  rffi  le  rapport  de  J x à la  différentielle  complète  de  /a. 


afin  de  le  distinguer  du  coefficient  de  ix  dans  cette  différentielle,  ce  qui  est  aussi 
fut  simple  (vaytp  la  table  des  Mémoires  de  Fontaine  ). 
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863,  A l’aide  du  thcorCme  de  Taylor,  le  développement  des 
différences  d’un  ordre  quelconque  pour  une  fonction  quelconque 


Les  notations  employées  dans  la  Théorie  des  Fondions  ne  me  paraissent  pas  offrir  les 
mêmes  avantages.  Les  accens  ne  peuvent  guères  servir  seuls,  que  lorsqu'on  considère 
des  fonctions  dont  le  nombre  des  variables  ne  s’élève  pas  au-delà  de  deux  , en  affec- 
tant les  accens  supérieurs  aux  variations  de  l'une  et  les  accens  inférieurs  à celles  de 
1 autre.  Pour  aller  au-delà,  l'illustre  auteur  de  cet  ouvrage  écrit  entre  parenthèses 
la  quantité  ou  les  quantités  qu'il  regarde  comme  variables , et  désigne  par 

*'(*>.  ''(y), 

*"(*)>  /"(y).  f"U).  t"(x,y),  ny.i) 

les  coetRciens  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  pour  la  fonction  f (je,  y y ç ) 
( Théorie  des  fonctions , page  191  ).  Il  a modifié  depuis  sa  notation  dans  le  Traité 
qu'il  vient  de  publier  sur  la  résolution  des  équations  numériques , où  il  représente  les 
mêmes  coctikiens  comme  il  suir , 


&>•  (7)-  (7) 

©)•  (7)'  (7)'  (£)■  (£)■  (£)• 


fZ'  y 


Z étant  la  fonction  primitive  proposée. 

En  partageant  avec  toute  l'Europe  le  respect  attaché  au  nom  et  aux  travaux  de 
Lagrange , j'oserai  néanmoins  n'êrre  pas  de  l'avis  de  cet  homme  si  justement  célèbre , 
sur  les  motifs  qui  paroissent  le  porter  à introduire  cette  nouvelle  manière  d’écrire 
les  résultats  du  Calcul  différentiel;  car  je  crois  aveir  prouvé  dans  ce  qui  précède  que 
l’ancienne  n'a  point  en  elle-même  l'inconvénient  de  rappeler  continuellement  Vidée 
fausse  des  infiniment  petits , et  je  demanderai  si  la  multitude  de  parenthèses  très- 
resserrées  , qui  résulteroit  des  signes  qu'il  propose , ne  rendroit  pas  les  formules  au>si 
longues  et  aussi  chargées  , que  l’emploi  de  la  caractciistique  d.  J'avouerai  même  que 
sa  seconde  notation  ne  comportant  point  de  dénominateurs  qui , dans  l'impression  , 
exigent  une  double  ligne,  me  paroi t préférable  à sa  dernière  , semblable  au  fond  à 
celles  d'Euler  et  de  Waring,  dont  elle  ne  diffère  que  par  les  accens  qui  tiennent  la 
place  des  d%  dont  le  premier  se  servoit  avec  tous  les  Géomètres  sortis  de  l'école  de 
Leibnitz,  et  des  points  dont  le  second  a fait  usage,  ainsi  que  tous  les  Géomètres 
Anglois.  Voici  un  exemple  de  chacune  de  ces  notations  : . 


(77)-  (5> 


C’est , je  pense , un  principe  avoué  de  tout  le  inonde , qu’il  ne  faut  changer  les 
signes  reçus  que  lorsqu’ils  sont  en  contradiction  manifeste  avec  les  idées  qu’ils 
doivent  représenter,  ou  .lorsqu’on  peut  les  abréger,  ou  enfin  lorsqu’en  les  modifiant 
on  les  tend  propres  à dévetopptr  de  nouveau*  rapports  qu’on  n’auro;t  pas  apperçus 


B î 


/ 
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s’obtient  sans  difficulté  : on  a premièrement 

du  h d'u  h * cTu  h 3 

a « = - — 4-  — - 4-  - — h etc. 

dx  I dx%  1.1  dx  I.I.3  • 

et  comme  a ux  est  ce  que  devient  a u , lorsque  x se  change  en  x + h , 

il  s’ensuit 

d au  h d*AU  h%  d?AU  h} 

Atf=Aj/4 — - — _4 — 1 \-  etc. 

dx  I dx * 1.2  dx3  I.2.3 

d’oil 

. d AU  h d*AU  h B ^Att  A3 

a*«=  1 1 h etc. 

dx  1 Jx1  1.1  </x3  1.1.3 

on  trouvera  de  meme 

, dA*u  h d*& %u  h * 

+ etc. 


A 

etc. 


</*•  1 . 1 

</a3«  A 

1 


4-  etc. 


sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  différentiel  ne  sont  dans  aucun  de  ces  cas:  tout  ce 
dont  Lagrange  a enrichi  l'Analyse , dans  sa  Théorie  des  Fonctions  et  dans  son  traité 
De  U R:  solution  dis  Equations  numériques , peut  ctre  exprimé  avec  autant  de  sim- 
plicité que  d'élégance  par  les  caractères  usités.  Les  deux  premiers  volumes  de  l'ou- 
vrage  que  j'offre  au  public , en  fourniroient  la  preuve  s’il  étoit  nécessaire , et  on 
la  trouvera  encore  dans  ce  dernier,  pour  lequel  j’ai  profité  avec  empressement  de 
plusieurs  remarques  importantes  insérées  dans  les  excellent  écrits  que  je  viens  de 
citer.  Il  y a plus , j'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne  sauroit  atteindre 
à rien  que  le  grand  Géomètre , qui  en  est  l'inventeur , ne  puisse  déduire  du  Calcul 
différentiel , ci  j'ajouterai , en  invoquant  ici  le  témoignage  de  tous  ceux  qui , con— 
noissant  ce  dernier  Calcul , ont  lu  la  Théorie  des  Fonctions , qu'ils  n'ont  pu  s'em- 
pêcher de  traduire  ( au  moins  mentalement  ) , dans  les  signes  généralement  adoptés, 
les  résultats  qu'il  contient , pour  s'en  faire  une  idée  vraiment  nette.  On  ne  sauroit 
d’ailleurs  contester  que  le  passage  de  l'Algèbre  au  Calcul  différentiel , ce  dernier  étant 
présenté , comme  l’a  fait  Lagiange  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin , pour 
l'annce  1772,  ou , comme  je  l’ai  fait  d'après  lui , ne  soit  aussi  simple  que  le  passage 
de  l'Algèbre  au  Calcul  des  fonctions.  Enfin , je  crois  qu'avant  d’adopter  de  nouveaux 
signes , il  faut  penser  à l’embarras  qu’éprouveroient  ceux  qui  étudient  les  mathé- 
matiques , d’avoir  à rapprocher  sans  cesse  des  formules  et  des  opérations  analogues 
rendues  par  des  caractères  différens;  et  c’est  la  crainte  de  voir  ouviir  cette  nouvelle 
source  de  difficultés , qui  m’a  engagé  à entrer  dans  des  détails  dont  la  longueur  sera 
justifiée  par  l’influence  que  ne  peut  manquer  d’exercer  l’homme  célèbre  qui  pro- 
jette une  révolution  à cet  égard. 
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En  effectuant  les  développemens  successifs  indiqués  ci-dessus,  il 
viendra 


a'u 


d'à  A * 
dx'  I 


:+ 


+ 


<Pu  AS 

dx 3 X 

<Pu  h' 
dx 3 X 


+ 


dku 

77* 


A< 

h etc. 

*•3 


h* 

x-x 

h* 

177 


+ etc. 
+ etc. 


Il  seroit  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes  de  cette  ex- 
pression , mais  nous  y parviendrons  d’une  manière  plus  générale, 
au  moyen  de  l’analogie  qui  existe  entre  la  différentiation  des  quan- 
tités et  leur  élévation  aux  puissances , analogie  dont  nous  avons 
déjà  fait  remarquer  quelques  traits  dans  les  n°'.  31-39. 


864.  On  a vu  ( Int.  n°.  xj  ) que 


x x x ’ 

t = i + — I + 

1 i.i  1.1.3 


+ etc. 


et  il  suit  de  cette  formule  que 


— h 

dx  du  h du'  h'  du 3 

« =>+x:+^r— +■ 


A5 


du 

li  1 


dx  i dx * I . 


du  h du * A*  du * 

~ 1 = -T-+-7-T— ~+- 


■ + etc. 


+ etc. 


dx  1 dx'  1. 1 dx 3 1.3 

Si  maintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances  de  du 
à la  caractéristique  d,  le  second  membre  de  l’équation  précédente 
deviendra 

du  A d'u  A*  d3u  AJ 

dx  1 d x'  1 . x d x3  1.1.3 

et  sera  la  même  chose  que  au;  on  aura  donc 

du 

Txh 


pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  on  transporte 
à la  caractéristique  d les  exposans  des  puissances  de  du. 
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D’après  ce  résultat  Lagrange  a remarque  le  premier  qu’on  avoit 

du 

/ — h \* 

...  ( dx  ) 

en  general  a*b  = \ t — i / , 

en  observant  toujours  de  transporter  à la  caractéristique  d les  ex- 
posant des  puissances  de  d u j et  voici  comment  Laplace  a démontré 
cette  proposition. 


11  est  évident  par  ce  qui  a été  dit  dans  les  n°\  860  et  863  , que, 

quelle  que  soit  l’expression  de  a"//  , on  doit  avoir 

(tu  d *" 1 U d'+'u 

A "«  — —h' + A'-—--  A’+'  + A"  — — Ar+*  + etc. 
dx*  ■ dx"*‘  T dx"+‘  ^ 


'A',  A",  etc.  désignant  des  coefficiens  qui  ne  dépendent  que  de  n. 
Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les  formes  que  peut 
prendre  la  fonction  u , conviendra  nécessairement  au  cas  oit  u—tr  ; 
mais  alors 


du 

dx 


d*u 

dx* 


d'u 

7x ' 


= etc.  = d 


A ’«  = <'(  <* — 1 )’ A ’«=  «*(  e* — I )“. 

Substituant  cette  valeur  de  a "u  , dans  le  premier  membre  de  l’équation 
d u d'u  . , 

posée  plus  haut , et  celles  de  — , - ,etc.  dans  le  second,  il  viendra 

dx  dx * 


( tA_  I y=hn+ A’ h" +*  + A'h'*'  + etc. 
d’où  il  suit  que  les  coefficiens  A\  A",  etc.  doivent  être  les  mêmes  que 
ceux  du  développement  de  ( t * — 1 )" , puisque  l’accroissement  A doit 
demeurer  indéterminé  ; il  ne  peut  d’ailleurs  exister  aucune  difficulté  à 
l’égard  des  coefficiens  différentiels  de  u , qui  se  déduisent  tous  des 
puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans  les  exposans. 


865.  La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  différences  se 
retrouve  dans  les  fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  variables , 
et  pour  la  mettre  hors  de  doute',  il  suffira  de  considérer  le  cas  où  u 
dépendroit  en  même  tems  de  x et  de  y.  Si  l’on  conçoit  que  ces 
deux  variables  deviennent  respectivement  x + h et^  -t  k , la  fonc- 
tion u se  changera  en 
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-£-*} 

•£hu+  -£-*} 

l f <fa  «fa  , , ifa  , , i/’a 

+7Xj{z?A  +3JiyPM+32^u,+27M 

+ etc. 

et  si  de  cette  formule  on  retranche  a , le  reste  sera  le  développement 
de  la  différence  de  a , ou  de  a a , et  se  formera  de  celui  de  l'ex- 


Z> 

E S 

i 

r du 

I 

[77 

I 

r d'u 

1.2 

I 

7.1.3 

pression 


du  , du  . 
Txh+Tyk 


en  observant  de  transporter  à la  caractéristique  d , les  exposans  de  du, 

, . , , , , . du?  du’’  tF+'u 

c est-à-dire,  de  changer  le  produit- — — — en  , . , - . Avec  cette 


dxr  dy 1 dxrdy< 


attention  , on  aura  non-seulement 
du  . du  . 

T^  + Ty1 

A u = e J — I y 

mais  encore 

du  du  » 

, (TXh+Tyk  ) 

En  effet , on  verra  par  les  développement  successifs  que  produisent 
les  substitutions  réitérées  de  x + h et  y k , dans  ceux  de  Aa , Aa, , 
a’«,  A*a, , etc.  que 

• f d'il  d'u  d'u  1 

“'*={  TF*  +AS^^l+^FWk'''k'+a‘} 

( d"*‘u  /+'a  d"+'u  1 

+ »+  *-«■+» c} 

+ etc. 

et  si  l’on  prend  a = e,f+r,  on  trouvera 
du  du  d'n  d'u  d'u 

dx  dy  dx‘  dxdy  dy * 6*C"  **"*" 

A a = <»+'+r+t_  e *+?(  <*+*_ , ) j 

A*a  =«*•♦?(<*+*—  t )*. A’a  ==  £*+.v( eJl+* — , y. 
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valeurs  qui  changeront  l’expression  générale  de  a"«  en 

(«*+*_!  y—  h * + A'h'-'k  + A"h'-'k‘  + A'"h'~,k'l+  etc. 

+ 5A,+'  + B'k'  k+B"h’~,k‘+B"'h’-‘i,+  etc. 

+ etc. 

les  accroissemens  A et  il  devant  rester  indéterminés , il  en  résulte  que 

les  coefficiens  numériques  A\  A". ...»  B , B'....,  etc.  du  second 

membre  seront  identiques  avec  ceux  du  développement  du  premier. 

Il  doit  être  évident,  sans  qu’il  soit  besoin  d’entrer  dans  de  nouveaux 

détails,  que  si  u dépend,  de  x,  y , i,  etc.  et  que  h,  k,  l , etc. 

soient  les  accroissemens  respectifs  de  ces  variables , 

du . du . du 

— A + — — / + etc, 

*■«  = (/*  **  dl  _,)% 

, du*  du* 

en  observant  toutefois  de  changer  ■ — . . . . x k'k'I 

dxf  dy  d j 

JP+r*"*- „ 

en  - — - — - X h'k'f. . . ; car  en  opérant  comme  ci-dessus , on 

dxtdy,d i . ... 

rameneroit  la  détermination  des  coefficiens  numériques  à celle  du 
développement  de  ( «M-J+t+ctc.  — f 

866.  Pour  développer  la  quantité  («*+*+*+•« — 1)“,  il  suffit 
d’obtenir  les  coefficiens  numériques  des  puissances  de  a.  dans  le  déve- 
loppement de  ( r* — i )■*,  parce  que  ces  puissances  seront  des  Poly- 
nômes dont  on  connoît  le  terme  général  ( Int.  n".  19  ).  Or  on  a 

,«(*— ie«*~  >) 1 ” i.<*(*-5)+etc. 


I I.  1 

et  comme  par  le  n°.i^  de  l’Introduction  , 


1.1.3 


= 1 + 


Bct 

I 


+ — 


•+  — 


+ etc. 


1.1.3 

, ( n — I )*  ( n — 1 )*«*  ( n — 1 ) V 

*■<— ‘>=i+i— ; i-+- 1-- (-  etc. 

1 1.1  1.1.3 

(n  — ï)a  ( n — 1 )’**  ( n — 1 V*5 

«<— >=1  + - — +- - — +- - — + etc, 

1 1.1  1.1.3 

etc. 

le  coefficient  de  a‘  sera 

. n,  ..  n{n — 1)  n(n — — 1)  . 

.{»■- Tc»-*y+' -Yr  (*-»)*■ — ■ - , f-— (n-3)‘+  etc-); 

cette 
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cette  série  s’arrête  d’elle- même,  mais  il  faut  observer  qu'elle  ne  com- 
mence, ainsi  que  celle  du  n\  861,  que  lorsque  i = n. 

Si  on  développe  ( «* — 1 )*,  d’après  le  procédé  du  n°.  98,  en  faisant 

( 4*—  1 )■= ( - + — + -- — + etc.  ^ =»’ + A’*"*'  + A" + etc. 
\i  i.z  1.2.3  y 

et  prenant  ensuite  les  différentielles  logarithmiques,  on  trouvera 
A'  = -n 

1 

1  A"  = -(«  + 1 )A' — n 

2 1.  j 

3  À"  = - ( n + 1 )A‘ — (n  + 1 ÏA1  -1 - — n 

2'  2.3  2.3.4 

4 A""=  l- (n  + 3 )A”- -i-  (*  + t)An  + 0 A—  —L—  1 

2 I.3  2.3.4  2.3.4.^ 

etc. 

à l’aide  de  ces  équations  on  déduira  successivement  les  uns  des  autres  f 
les  coefficiens  A\  A\  A'\  etc. 

du  d, u 

-7-  h —h 

dx  dx  ^ % 

867.  L’équation  àu  = e — 1 donne  e = 1 + Au,  et  si 

on  prend  les  logarithmes  de  part  et  d’autre , il  viendra 
— A = l(i  + A«), 

équation  qui  sera  vraie,  si  dans  le  développement  de  l(r+A«), 
on  transporte  à la  caractéristique  a les  exposans  des  puissances 
de  a u ; on  aura  par  ce  moyen 

^ A = a u — j A *u  + -j  a ,u  — j A4u+  etc.  ( Int.  n".  26  ). 
dx 

Au  lieu  de  nous  arrêter  à démontrer  ce  cas  particulier  , nous  prou- 
verons qu’en  général 

£>={1(,+a«)}% 

en  changeant  au’,  au’  , etc.  en  a*«,  a’u  , etc.  Il  est  visible 
que  la  question  revient  à déterminer  les  coefficiens  différentiels 

.etc.  en  fonction  des  différences  successives  de  u 


du 

dx 


d'à 


’ dx * ’ 
Appendice. 
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t que  pour  cela  on  a des  équations  de  la  forme 


d*u  , , d’+' 'u  , 

a'  a =-—  h'+A'  -rr^.h" 


dx“ 


dx"*' 


tf+’li 


**'*»+.  , A>  A- 

dP+'H  +A'd^‘h 


+ etc. 
+ etc. 


dx" 


h"+‘+  etc. 


etc. 


dans  lesquelles  les  coefflciens  différentiels  ne  montent  qu’au  premier 
degré  ; on  peut  donc  faire 

— h"=  A’a  + B'y+'u  + Bù.'+'u  + B'"ar“u  + etc. 
dx' 

On  obtiendroit  facilement  la  valeur  des  coefliciens  inconnus 
B',  B",  B ",  etc.  par  l'élimination  successive  de 


d"+,u 


d"*‘u 


A"+%  etc. 


dx*+‘  * dx"*" 

mais  puisque  l’équation  hypothétique  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  a , 

elle  subsistera  encore  lorsqu’on  y fera  a = t1,  ce  qui  donnera 

du  . 

—j  — c*  et  a*«  = c*  ( <* — i )*, 
dx1 

quelque  valeur  qu’ait  le  nombre  entier/,  et  on  trouvera  par  conséquent 
A'=  ( <*—  i )’+  B'(  eA—  i )”+,+  B"(  e*—  1 )n+,+  etc. 

Pour  mettre  en  évidence  l’identité  des  deux  membres  de  cette  équation, 
il  suffit  d’observer  que  A"r={!(i  + /< — •)}">  parce  que  le  développe- 
ment de  I(  i -f  r* — i ),  ordonné  suivant  les  puissances  de  c* — i , et  qui  est 
<*—  i— t(«*—  i)*+  ÿ ( e* — 1 )’-ï(«-  i )'+  etc. 
étant  élevé  à la  puissance  n , deviendra  comparable  à la  série 
( d—  i )’+  B\  r*—  i ),+'  + B'X  th—  i )n+,+  etc. 
dont  les  coefficiens  numériques  B't  B",  etc.  seront  par  conséquent 

déterminés  ; et  si  l’on  écrit  Aa , à la  place  de  ck — i , et  A"  à celle 

dx' 

d'il 

de  A" , on  aura  l’équation  A”={!(i+Aa)}",poséeprécédemment. 

d X 

En  faisant  pour  abréger  d — i ,=  a , et  développant 
( * — f *’  + j *5 — j + etc.  suivant  les  puissances  de  a , par  la 
méthode  du  n°.  98 , on  obtiendra  les  valeurs  de  B1,  B ",  etc. 
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d'il 

868.  L’équation  — h'—  { 1(i  + au)}"  peut  être  écrite  ainsi: 

a x* 


(z:h)~  O (> +*»))'* 

en  observant  d’appliquer,  après  le  développement,  l’exposant  de  du  à 
la  caractéristique  d , et  sous  cette  forme  elle  s’étend  à un  nombre 
quelconque  de  variables  , en  sorte  que 


{du  du  du  1"  , . . , , 

^A+^M-^/+etC-}={,(l+Û“)î- 
Cette  dernière  équation  se  déduit , comme  celle  du  n”.  précédent  ; 
des  expressions  de  a"«,  a"+,«,  etc.  en  observant  que  le  développe- 
ment de  A‘«  peut  être  mis  sous  cette  forme 


+ 5 


{du  , du . du  . y 

;s‘+<y-V+'K-} 

, f du  , du  du , 1 ‘ 

UA  + ^‘+^/+etC-l 


„r du . du  du  y 

+B{Txh  + dïh+Tll+*c] 


+ etc. 


quel  que  soit  le  nombre  entier  i , pourvu  qu’on  change 

(Pu  d’u  d'u  drhrt',....u 

dx'  dy * d£  dx'dy'd^ 

869.  Si  l’on  désigne  par  a,«,  a*,b  , a’,  a , etc.  les  différences  qui 
résultent  des  valeurs  que  reçoit  la  fonction  u , lorsqu’on  n’y  fait  varier 
que  x , par  &/i , a’, a , A^a,  etc.  les  différences  relatives  à la  va- 
riable y seulement , on  aura 


0A"={l(i  + a.b)  }■, 


d'u 


dy 


-*•={!(.+ A ,a)}‘. 


Si  l’on  fait  n = t , il  viendra 

■ h = 1 ( 1 + a„b  ) , — k = 1 ( 1 + a7b  ) , 


dx 

Tk 

t»  » °X 

dou  e = 1 + àugf 


dy 
du 

« —1  + bjU  ; 

C x 


1 


20 


Ch.  I.  Du  Calcul 


du  . du  . 

5îA  J-* 

et  comme  ab  = « — i , on  en  conclura  d’abord 

a « = ( i + a,b  ) ( i + A,u  ) — i : 
puis  suivant  le  fil  de  l’analogie  qui  règne  entre  les  différences  et  les 
puissances,  on  obtiendra 

a"«  = { ( i + a,b  ) ( i + a7b  ) — i } ", 
en  observant  de  changer  dans  le  développement  du  second  membre 

les  termes  de  la  forme  ( a^b)^  a,«)'  en  & h'u  (*). 

Cette  dernière  équation  se  démontre  à peu  près  de  même  que 
celle  du  n°.  867.  Puisqu’on  a 

<Pu  <F+'u  dr"  U 

*-u  = 27',,r+  A’  h~'+A"^'  h + etc’ 

et  qu’en  faisant , pour  abréger , a p,u  = u , il  vient 

r+i  dhl  d'+'u  dl+*U 

A^„  = A>'=-^+  etc. 


il  est  évident  que 


■ *+» 

A U : 
*•> 


<P*'u  cT+'+'u 

— W-f-  C h>*'k<+  etc. 

dx^'dy' 

dr*"+'u 

+ «c- 


dxrJy 


’ dxfdy 


+ etc. 


En  prenant  successivement  pour  p et  pour  7 tous  les  nombres  entiers 
possibles  en  y comprenant  o , on  formeroit  des  équations  en  nombre 
suffisant  pour  déterminer  les  coefficiens  différentiels  par  le  moyen  des 
différences  partielles  , et  dans  lesquelles  ces  coefficiens  ne  passeroient 
pas  le  premier  degré.  Sans  qu’il  soit  nécessaire  d’effectuer  l’élimi- 
nation , on  peut  donc  affirmer  que  la  valeur  de  chacun  d’eux  ne 
contient  que  les  premières  puissances  des  différences  partielles  de  a , 
et  que  par  conséquent  le  développement  général  de  a”b  , qui  est  de 
la  forme 


(*)  On  reconnoit  sans  peine  que  A u n’est  que  l’abbréviation  de  A Ps{ A*  yj  ), 
et  que  l’on  doit  avoir  àP,A  , ou  A^  a = u. 

••  - f . « 
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d"u  d1  u 

h'  -\-D'  ■ _ J h-'k  + D" 


d'u 


-h'—k'+  etc. 


dx'  dx'-'dy  dx'-'dy' 

J'+'u  d'+'u  cF+'u 

+D‘d^hm+'+D'—. 7*  * + 


•dx"dy 


'dx'-'dy' 


+ etc. 

deviendra  nécessairement  de  celle-ci 


a"«  = £ a",  B -f-  £'  A 
, r ln+,)  . r> 

, + •£>  _ « + £ ,a 

+ etc. 


(*—»}+«  (*— *>-+“» 

« + £ a a + etc. 
* . y »>  r 

n+i  («-O -H 

« +•  £ ' a u+etc. 

*.3-  ' »./ 


Les  coefficiens  £ , £' El , £'/(. . . .etc.  étant indépendans  deu, 

doivent  demeurer  les  mêmes  , quelle  que  soit  cette  fonction  ; mais 
dans  le  cas  où  u = < ***,  on  trouve 

a"b  = c*+'(  i )*,  a'+,b  = e^(  c1—  i )'(  e*—  i )*, 

ce  qui  donne 

(«_,)*  +£'  (e* — i )—'(«* — I ) -f- £"  (**—!)— (**—*)*+  etc 

+ £,(**— 1),+1 +£'/<*— 0*  («*— !)+£*(«*— t)— («»—i)*+  etc 
+ etc. 

équation  qui  ne  sauroit  être  identique  à moins  que  le  premier 
membre  ne  puisse  se  développer  comme  le  second  , suivant  les 
puissances  de  ( e1 — i ) et  de  ( «* — i ) ; or  c’est  ce  qui  a lieu  , 
car  il  est  visible  que 

(«*+*-.)•=  {[,+(«»-!)][, 
c’est  donc  dans  le  développement  du  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  qu’on  trouvera  les  coefficiens  cherchés  ; et  si  l’on 
y substitue  a ”b,  a ,u,  e,u,  au  lieu  de  (r*+* — 1)“,  (e* — t) , (e* — i), 
on  retombera  sur  l’équation 


a’b  = { ( 1 + a,b)  ( i + Aj,b)  — i }*. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs , d’après  lesquels  on 
voit  évidemment  que , quel  que  soit  le  nombre  de  variables  compris 
dans  la  fonction  u , 

a "b=  { ( i + A,a)  ( i + a7b)  ( i + A,u )....—  t }*. 

Le  développement  de  cette  formule  n’offre  aucune  difficulté.  On 
connoît  la  forme  générale  du  produit  (t+^)(t+y)(t  + {)-*«  ; 
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en  se  bornant  à trois  lettres , par  exemple  , on  a 

i+*  + r + î + *.y  + *{+.)'î  + xy{, 

d’où  retranchant  l’unité  et  élevant  le  reste , 

x + y+l+  *y  + *{+  + *•>'{, 

ù la  puissance  n,  on  formera  l’expression  de  à"u,  en  changeant  les 

termes  de  la  forme  x'vY  en  Ar+,+'II 


870.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  que  chacune 
des  variables  indépendantes  x,  y,  etc» ne  recevoit  que  des  ac- 
croissemens  égaux  ; mais  pour  donner  aux  résultats  du  Calcul  des 
différences  toute  la  généralité  dont  ils  sont  susceptibles , il  faut 
concevoir  que  ces  variables  éprouvent  des  changemens  successifs 
quelconques  et  indépendans  les  uns  des  autres.  Pour  mettre  de  la 
symétrie  dans  les  expressions  analytiques , nous  représenterons  les 
accroissemcns  des  variables  indépendantes  comme  ceux  de  la  fonction 
proposée.  Dans  le  cas  où  u ne  contiendra  que  la  variable  x , nous 
établirons  que  les  valeurs 

«.  » 

correspondent  à ces  quantités  : 

xn  x\  » *»» 

qui  désignent  les  divers  états  par  lesquels  passe  x , et  nous  ferons 


x, — x = Ax,  x, — rpir,,  ar, — x,  = Ax,  , etc. 

Ax,—  Ax  = a*x  , Ax. — ûx,=  A'*,,  etc. 

A1*, — A*x  = A3*  , etc. 

etc. 

nous  aurons  par  conséquent 


*,=x  + Ax,  xy=.r+lA*+A*x  , x,=x+  jAr+3A*x+ A3*  , etc. 
et  pour  déterminer  les  expressions  de  «, , a,',  etc.  il  faudra  chercher 
ce  que  devient  la  fonction  proposée  u , lorsqu’on  y met  successi- 
vement x, , x, , x, , etc.  au  lieu  de  x , en  sorte  que  si  l’on  écrit 
B = f(x),  il  viendra 

f (*,)  =f[*+-Ax+— a*x+  etc.]. 

* I.I.3. 
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Si  l’on  substitue  à un  la  série  du  n\  860  , on  obtiendra  l’équation 

n n(n — 1)  n(n — — 1)  , 

«„  + -A»H — i -A'u  + — — ' A3«  + etc. 

1 l.l  1.1.3 

rr  n n(n — î)  nin — l )(n — i)  „ 

= f [*  4-  - Ax  A*x  -j - — — - aV  + etc.  ] , 

I 1.1  I.1.J 

qui  doit  se  vérifier  indépendamment  d’aucune  valeur  particulière  de  n. 
Si  donc  les  deux  membres  étoient  développés  suivant  les  puissances 
de  n , on  pourroit  égaler  entr’eux  les  coefficiens  d’une  même  puis- 
sance 1 et  les  équations  qu’on  obtiendroit  par  ce  moyen  serviroient 
à déterminer  les  différences  de  la  fonction  u par  celles  de  1a  variable  x. 
Ce  procédé  est  analogue  à celui  du  n°.  34  , et  s’étend  de  même  aux 
fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  variables  ; dans  le  cas  oit 
l’on  auroit  uz={(x,  y , {),  il  viendroit 

n n(n — 1)  n(n — i)(n — 1)  , 

u + - A u H 1 A'u  + — — a’k  + etc.  = 

t 1.1  1.1.3 

n n(n  — 1)  n[n — i)(n — 1)  , 

f T x H — A x -f-  — -A’x  -f  — — - a’x  -f  etc.  , 

I 1.1  1.1.3 

n n(n — 1)  . n(n — i)(n — 1)  , 

y + - *y  + — ' ±'y  + -i -à y + etc. , 

I 1.1  1.1.3 

n n(n — 1)  n(n — i)(n — 1)  „ 

î + - A { + — a*{  + V -V- A5{  + etc.  ]. 

1 1.1  v 1.1.3 

En  comparant  les  termes  affectés  d’une  même  puissance  de  n dans  le 
développement  de  cette  équation , on  s’en  procurera  un  nombre 
suffisant  de  nouvelles  pour  déterminer  a u,  a 'u  , A’a  , etc. 

871.  Les  calculs  qu’entraîne  cette  méthode  peuvent  la  rendre  encore 
fort  laborieuse , et  souvent  on  préférera  déduire  les  unes  des 
autres  les  différences  successives , ce  qui , lorsque  u ne  dépend  que 
de  x , s’effectue  ainsi  : on  passe  d’abord  de  a«  à a«,  , en  écrivant  x,  et 
a*,  , ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  x+Ax  et  Ax-f  a*x,  au  lieu  dex 
et  de  a*,  et  on  a A*«  = Aa, — Au;  on  obtient  ensuite  a’«,  , en 
mettant  -r, , a*,  , a'*,  , ou  *+  a*,  ax+a*x,  a'x+a5x,  à la 
place  de*,  a*,  a**,  ce  qui  donne  a’*=a’»1--A,k.  Sans  pousser 
plus  loin , on  voit  que  pour  passer  d’une  différence  à celle  qui  vient 
après , il  faut  regarder  en  meme  tems  comme  variables  * et  ses 
différences;  et  que  par  conséquent  à chaque  différentiation  le  nombre 
des  variables  s’accroît  de  l’unité. 
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Les  différences  de  u se  développeront  aussi  par  la  série  de  Taylor, 
généralisée  pour  un  nombre  quelconque  de  variables.  En  regardant  Au 
comme  une  fonction  de  x et  ar  , on  aura 


A*«  = 


Ar  + 


</A  U 

d&x 

d'Su 


A1  JT 


d'Au 


A.v'4-1  - — ; Aa:A*a:+- 

dxd&X  dAX 


\'x'  | 


+ etc. 

. du  Ax  d'u  Ai* 

et  puisque  a«=  p — 4-  etc.  on  aura 

dx  i dx'  i.i 


d'u  du  . 

A ‘u  = A .V*  4-  — Ai 

dx'  dx 

f tPu  , > 

+ni7’*x+'tc-} 

+ etc. 


en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  des  différences  Ai , A’i , etc. 
Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  s’y  prendre 
dans  tous  les  cas , quel  que  soit  le  nombre  de  variables  indépen- 
dantes , puisqu’il  est  aisé  de  faire  , par  rapport  à chacune  d'elles , 
ce  qu’on  a fait  ci-dessus  à l’égard  de  x,  et  que  d’ailleurs  la  mé- 
thode que  nous  indiquons  ici  revient  au  fond  à celle  qu’on  em- 
ployé pour  obtenir  les  différentielles  successives , lorsqu’on  ne 
prend  pour  constante  aucune  des  différentielles  des  variables  in- 
dépendantes. Nous  nous  bornerons  à observer  que  si  dans  l’ex- 
pression de  a "« , on  écrit  en  première  ligne  les  termes  qui  con- 
tiennent la  puissance  la  moins  élevée  de  chacune  des  différences 
des  variables  indépendantes  , l’ensemble  de  ces  termes  deviendra 
identique  avec  la  différentielle  d'u,  lorsqu’on  y changera  a a-  , 
A*x- , etc.  a y , A'y , etc.  en  dx , d'x , etc.  dy , d'y , etc,  et  que  chacun 
d’eux  sera  de  la  forme 

AJ  Aa'AV’  A3*'  -. . . .Ay'A'y’^y1" . , . , Aj'A'j'  A3^  , etc. 

M désignant  une  fonction  des  variables  x , y , etc.  les  expo- 
sans  satisfaisant  à l’équation 

p + ip  + IP  '....  + q + 3?'+  3 î*.  • , . + r + if  +J  Z1. . , , = a. 

87». 
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871.  L’application  du  théorème  de  Taylor , fournit  une  expression 
très  élégante  du  développement  de  A "u , lorsque  a ne  renferme 
que  la  seule  variable  x.  Pour  y parvenir  soit 

x, — x— h,  , x , — x—h,,  x{ — .v=A,  xn—x=hni 

nous  obtiendrons 


“ + 7-  “ 

dx  I 

— + -T- 3 

1 . 1 dx 3 

1.2.3 

du 

d'u 

Av 

**. 

•T  j H 

dx  I 

dx% 

1.1  dx3 

H 

du  A, 

d'u 

<T« 

“ T . J 

dx  I 

V dx' 

1.1  ' 

1.1.3 

du  h 

« + - 

d'u 
i -TT 

+ etc. 
-p  etc. 


+ etc. 


et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

n(n— 1)  (n — i) 
1.1.3 


n n (n — i ) 

A Un  - Un 

1 . 1 


*»-l  + etC« 


nous  aurons 
a "«  = 


a{,_- 


«(«—  0 


1 .1 


1 du  t . n . . *(* ')  L 

I dx  t 


1.1 


1.1.3 

n(a— i)(a— l) 

.1.3 


A- 


+ ,+  ^LV^,-"*—1 )(— »L-.. 

T * jH-n  J , 2 1.1.3 


1.1  ifx* 
1 (Pu 


"7“3\"a — 7"  »-»+  t A *-» 


«("— »)(«— 1) 
1.1.3 


A\ 


+ etc. 


Le  coefficient  de  a est  identiquement  nul  ; car  ce  n’est  que  le  déve- 
loppement de  (1 — 1)";  de  plus,  si  l’on  changeoit  en  exposans  les 

, , du  d'il  (Pu 

indices  de  la  lettre  A , les  séries  qui  multiplient  — , e,c* 


deviendroient  respectivement  égales  aux  développemcns  de  (A — 1)*, 
(A*—!)",  (JP — 1)",  etc.  privés  de  leur  dernier  terme , qui  est  =pi , 
suivant  que  n est  impair  ou  pair  : on  peut  donc  remplacer  ces 
séries  par  les  quantités 

(A—  i)’d=i,  (A*— i)"=fct,  (A3— ij-ii , etc. 

Appendice,  D 


+etc.} 

» +etc-} 

-)+«*«•} 
.,  + etc.} 
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en  observant,  lorsqu’on  développera  , de  convertir  en  indices  tous 
les  expcsans  n , n — i , n — z,  et  de  ne  laisser  à la  lettre  A que  les 
exposans , i , 2 , } , etc.  dont  elle  est  affectée  dans  les  parenthèses 
ci-dessus  : c’est  ainsi  que  Prony  a présenté  la  formule  suivante , 


*u=-  — [(A  — 
I Jx  L 


I),±,3+'TTrSt(A''“,)’=b,] 


1.1.3  ^-v 


;[(A' — 1)’— 1]  + etc. 


873.  L’un  des  principaux  usages  du  Calcul  des  différences  a pour 
rcr.cci  à l'imcipo-  objet  1' "interpolation  des  suites  ; cette  opération  consiste  à insérer  entre 
lauon  des  suites.  jes  termes  d’une  suite  donnée  de  nouveaux  termes  assujettis  à la  même 
loi  que  les  premiers.  Soient  », , », , », , etc.  les  valeurs  particulières 
que  reçoit  une  fonction  quelconque  » , dépendante  de  la  variable  x , 
lorsqu’on  y change  successivement  x en  .r+A  , ar+zA,  .Y+3A , etc. 
on  aura  ces  deux  suites  correspondantes 

x , x + A , *q-zA,  jc+3A,  etc. 

»,  »,  , », , », , etc. 

mais  outre  les  valeurs  ci-dessus , la  fonction  » en  a une  infinité  d’autres 
résultantes  des  valeurs  de  a: , intermédiaires  entre  celles  qui  répondent 
à la  suite  proposée;  déterminer  ces  nouvelles  valeurs  de  « sans 
connoître  l’expression  du  terme  général  de  la  suite , ou  , la  manière 
dont  la  fonction  a est  composée  en  x,  et  seulement  par  le  secours 
des  valeurs  numériques  des  quantités  «,«,,»„,», , etc.  c’est-Ià  ce 
qu’on  appelle  interpoler  la  suite  »,  «,,».,  », , etc. 

La  question  que  nous  nous  proposons  ici  revient  donc  à trouver  la 
valeur  de  « lorsque  .v  se  change  en  ar+A',  A'  désignant  une  quantité 
quelconque,  en  n’employant  dans  le  résultat  que  les  différences  de 
la  fonction  « , calculées  dans  l’hypothcse  oit  a-  varie  de  la  quantité  A ; 
or  on  a par  le  n°.  867., 

(f'a  ...  , 

j-j  A*=  is'u  + A’ü+'u  + A'is'+'u  + A"a‘+,u  + etc. 
d’oit  il  suit 

~l  A*=  ( A‘«  + A'ùt+'u  +A"±i+'u  -f  etc.  ). 
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Si  on  tiroit  successivement  de  cette  équation  les  valeurs  de 
du  d‘u  tPu 

-5-,  - — -,  t-?  >'  etc.  pour  les  substituer  dans  la  série 
dx  d x dx 


du  h!  d'u  h"  * d'n  h '> 

11  + j H j“7 h 7—; 

dx  1 dx'  1.1  ~.dx  1.2.  j 


•+■  etc. 


qui  exprime  ce  que  devient  u lorsque  x devient  *4- A',  on  auroit 
un  résultat  de  la  forme 


h!  / • h1 

«+  — a«  + ^ fi'— + fi " 


//* 

F 

h’3 

¥ 


) A*« 

) <*’«  4- 


etc. 


fi',  fi",  fi', , B", , fi"', , etc.  étant  ainsi  que  A1,  A ",  etc.  des  coefficiens 
numériques  indépendans  de  h ; et  désignant  par  a'w  l’accroissement 
que  reçoit  la  fonction  u dans  le  passage  de  a:  à x+li',  il  vier.droit 


,-|-a„=,+-a«+(b  +B -Y 


Cette  équation  devant  avoir  lien  quel  que  soit  u,  subsistera  encore 
dans  le  cas  oit  u—c‘ , et  se  changera  alors  en 

c*'=  1 + ^ ( «*—  1 ) + (5'  y + B"^-  ) (d—  r )’+  etc. 

équation  dont  on  ramène  , par  le  développement , le  premier 
membre  à la  môme  forme  que  le  second , en  observant  que 

a. 

«*'=  [ 1 + (d — 1 )]  k -,  et  comme  en  remettant  dans  le  second  A «, 
a ‘u , etc.  à la  place  des  quantités  d — 1,  (d — 1)*,  etc.  on  re- 
tombe sur  le  développement  de  i+a'b,  on  doit  en  conclure  que 

£ 

1 + a'h  = ( t + a « ) h , 

pourvu  qu’on  se  rappelle  de  transporter  à la  caractéristique  A,  dans 
le  second  membre , les  exposans  des  puissances  de  a u. 

Ce  résultat,  aussi  simple  qu’élégant,  a été  présenté  par  Lagrange 
comme  une  conséquence  de  l’analogie  que  les  différences  ont  avec  les 

puissances.  En  effet,  il  suit  de  l’équation  tix  =t  + A« , ( n\  864  ), 

D 2 
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h‘ 


-h' 

que  tx  =(i  + 4a)*,  ce  qui  donne  sur  le  champ, 

JL  —h' 

i + A « = (i  + i«)*,  puisque  edx  = i + a'b. 

En  développant  le  second  membre  de  l’équation  que  nous  venons 
d’obtenir,  ainsi  qu’il  a été  prescrit,  on  trouvera 

, A'  A'(A'— A)  A Y h'—h)(h' — i A)  , , 

A A . 2 A A . 1 A . 3/1 

Si  l’on  fait  A = 1 , on  aura 

, A'  AYA'—  1)  m'— i)(A'— 1)  , 

a'«  = — A » + -i -i  A’a  + — i ^ a’b  + etc. 

1 i.i  1.2. j 

série  qui  n’est  autre  que  celle  du  n“.  860 , dans  laquelle  on  auroit 

rois  A'  à la  place  de  n. 

874.  Venons  maintenant  à des  applications.  Si  l’on  désigne  par  «' 
ce  que  devient  a,  lorsque  x se  change  en  x + k',  on  aura  k'=b  + a'«, 
et  il  est  visible  que  pour  tirer  parti  de  l’expression  de  A 'a  , il  faut, 
ou  qu’elle  se  termine,  ou  du  moins  qu’elle  forme  une  série  conver- 
gente. Le  premier  cas  a lieu  toutes  les  fois  que  la  suite  des  diffé- 
rences A a,  A’a,  A’a,  etc.  se  termine  elle- même,  c’est-à-dire, 
lorsque  l’on  parvient  à un  ordre  dont  les  différences  sont  constantes , 
ce  qui  rend  nulles  celles  du  suivant. 

Soit  d’abord  la  suite 


3»  7,  *9  > 

39. 

67 , etc. 

correspondante  aux  indices 

0 , 1 , 1 , 

î» 

4 , etc. 

on  a pour  ce  cas , 

a=  3,  x=o,  A=i , a«=4  , 

A’a 

=8,  a’«— 0 , 

l’expression  de  A'a  se  réduit  à ses  deux  premiers  termes , et  l’on 
obtient  par  son  moyen  A 'a  = 4 A'+  4 A'  ( A' — 1 ) = 4 A'*  : 

ainsi  pour  l’indice  A',  il  viendra  a' = 3 +4A'*.  En  prenant  A'=  A , par 
exemple , on  trouvera  que  le  terme  correspondant  à cet  indice  est  18. 

Proposons-nous  encore  la  suite 

1 , 4 , i , 3 , 9 , 16 , etc. 

en  prenant  les  indices  comme  à l’ordinaire , savoir  : 

°>  « > 3 > 4»  5 > etc. 
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et  formant  les  différences , on  trouvera 
h—  i , u—i  , Au—  3,  A *«= — 5,  a '«=8,  a'«=: — 6,  a5k=o  , 
d’ofi  on  tirera 

, ' A'  AYA'—  i)  A'(A' — i)  (A' — i) 

«/'=i  + 3 -+8-- - 

i i.i  1.1.3  >.1.3.4 

en  réduisant  cette  expression,  et  l’oidonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances de  A',  on  aura 

, 11+116A' — > 1 1 A'*+  3 4 A'" — 3A'4 


A'(A' — ,)(A' — 1)  (A' — 3) 


Il  est  important  de  remarquer  que  l’expression  de  «',  dans  cet 
exemple  et  dans  le  précédent , étant  rigoureuse , et  convenant  à 
toutes  les  valeurs  de  A',  offre  le  terme  général  de  la  suite  proposée , 
puisqu’elle  en  donne  tous  les  termes  particuliers  en  y faisant  suc- 
cessivement A'=  o , A'=  1 , A'=  i , etc.  et  quoique  nous  n’ayons 
rapporté  que  les  premiers  termes  de, cette  suite,  on  peut  la 
continuer  aussi  loin  qu’on  voudra  , suivant  la  loi  observée  dans  ces 
termes.  Il  en  sera  toujours  de  même  quand  la  série  proposée  aura 
des  différences  constantes , parce  qu’elle  ne  peut  résulter  alors  que 
des  valeurs  successives  d’une  fonction  algébrique  rationnelle  et 
entière. 

875.  Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquemmenfla  formule 
A'  AYA'— A)  AYA'— A) (A—  1A)  , 

A’U  = — AU+  AU'+  — ■ A1!!  etc. 

A A.iA  A.1A.3A 

sont  ceux  dans  lesquels  les  différences  Au,  a'u,  a3«  , etc.  vont 
en  décroissant,  parce  qu’alors  elle  est  convergente.  En  voici  un 
exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes.  Je  suppose  qu’on  veuille  obtenir 
le  logarithme  ordinaire  de  3,1413916536  , par  le  moyen  d’une  table 
contenant  les  logarithmes  depuis  1 jusqu’à  1000,  avec  dix  décimales; 
on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans  la  table  comme  des 
valeurs  particulières  de  la  fonction  « , les  nombres  comme  les  indices 
auxquels  répondent  ces  valeurs,  et  on  formera  le  tableau  suivant 

« =0,4969196481  , 3809057 

“,=0’49^ >1765188 

«,=0,4996870816  >'  ] 6 

«,= 0,50>059i6ii  g'^g 

Z/À  = 0,502417I100  J '' 


—43769 

—43491 

—43118 


+ 177 
+ 274 


— 3 
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dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 


3>'4»  3.'5>  3»«6,  3 » 1 7 > 3»*8  î 

la  seconde,  leurs  différences  premières;  la  troisième,  leurs  diffé- 
rences secondes  ; la  quatrième , leurs  différences  troisièmes , et  la 
cinquième  leurs  différences  quatrièmes  qui  se  réduisent  à trois  unités 
du  dernier  ordre  : on  aura  par  ce  moyen 
4n=  + 0,0013809057,  A’if  = — 0,0000043769, 
a'u=  4-  0,0000000177 , a4«=  — 0,0000000003  ; 

et  comme  A=o,oi  , A'=  0,001 5916536,00  obtiendra 


y = 0,15916536, 
= — 0,61357811 , 


A'— A 
1 A 

A'— 3 A 

4A 


A' 

= — = — 0,41036731 

= — — ’ = — 0,71018366: 
4A 


A«4- 


avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres  la  formule 
| A'(A'-A)(A'-zA)  aSbJ_  A'(A'-A)(A'-iA)(A'-3A)  ^ 


A3«4- 


A.1A.3A.4A 


A.  1 A 1 A.  1 A. 3 A 
qui  donnera  «'=0,4971498716. 

11  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les  logarithmes  des 
nombres  exprimés  par  beaucoup  de  chiffres,  mais  le  précédent  est 
très-propre  à servir  d’exemple  pour  la  méthode  d’interpolation. 
On  doit  reconnoître  déjà  que  cette  méthode  s’étend  à beaucoup 
d’autres  cas , elle  est  sur-tout  d’un  très-grand  usage  dans  les  calculs 
astronomiques. 

876.  Si  on  développe  l’expression  générale  de  «,  suivant  les 
puissances  de  A,  le  résultat  sera  de  la  forme 

«'=  a + A A'+  B A'*  + CA'!-(-  etc. 
et  le  dernier  exposant  de  A',  marquera  l’ordre  de  la  plus  haute  dif- 
férence à laquelle  on  ait  eu  égard.  Il  est  visible  qu’en  considérant  A' 
comme  une  abscisse , et  «'  comme  l’ordonnée  correspondante  , 
l’équation  ci-dessus  appartiendra  à une  courbe  du  genre  parabo- 
lique ; et  puisqu’on  doit  avoir  successivement 

«'=«,  «'=«,,  «'=:/,,  «'=«,,  etc. 

lorsqu’on  fait  A'  = o,  A'=A,  A'=  i A , A'=  3 A , etc. 

il  s’ensuit  que  cette  courbe  doit  passer  par  autant  de  points  donnés  , 
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qu’on  a de  valeurs  particulières  de  u.  La  méthode  d’interpolation  que 
nous  venons  d’exposer  revient  donc  à faire  passer  par  un  nombre  dé- 
terminé de  points  donnés , une  courbe  parabolique  sur  laquelle  on 
suppose  ensuite  que  sont  placés  les  points  qui  correspondent  aux 
valeurs  intermédiaires  que  l’on  cherche.  C’est  Newton  qui  le  premier 
a résolu  cette  question , et  voici  comment  : 

Pour  une  valeur  quelconque  .v'  de  la  variable  a , il  fait 
u = ot  -j-  v3  y x * q- 1 x ° ~f-  etc. 

ce  qui  donne  pour  la  suite  de  valeurs  particulières  .v  , .v, , xi , a,,  etc. 
ces  équations 

u = a.  -f  fi  x + j-P  + S x3  4-  etc. 

«,=  * + fi  a-,  + y a*,  + «Tx1,  + etc. 

«,-«  + fi  x,  + y .v’,  + /a-’,  + etc. 

»»  = * + .8  ■v3,  + etc. 

etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à celui  des  coefficiens  indéterminés 
«,  ü , y,  etc.  En  retranchant  successivement  la  première  de  la  se- 
conde , celle-ci  de  la  troisième,  etc.  on  parvient  à des  résultats  res- 
pectivement divisibles  par  a, — a,  a, — x„  a, — x„  etc.  et  d’où  l’on  tire 

U'~—  = fi  + y(x,+  a ) + ^(a'.h-  a, a + a*  ) + etc. 

AT, X 

+ >(A„+  A.  ) + <r(A\-|-  A.A,+  X%)  + etc. 

A,— A, 

— — — =j8  + + + * C x.  + •*’,)  + etc. 

A,— A, 

etc. 

posant  pour  abroger  = U , = Ux  , etc.  on  aura 

AT  | OC  g *** m OC  j 

les  équations 

tr=,»+j,(xl-|-x)+/(xV+xIx  +a*)  + etc. 

•*;*,+.**■)+  etc. 

U,— fi + y ( + a.)  + f ( *•  5 + a, a, + x\)  -h  etc. 

etc. 

•retranchant  encore  U de  U, , l/t  de  V , et  ainsi  de  suite , et  désignant 
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V —U  V — V. 

par  U',  V\  , etc.  les  quantités  — , — - , etc.  on  trouvera 

U'  — yJf  /(a.+  a.+  a ) + etc. 

V\=y  + J'(x,+  r,+  *1)  + etc. 
d’oii  on  tirera  U\ — £/'=/(  a- s — x ) 4-  etc. 

V' V 

Maintenant  si  l’on  fait  — '■ = V",  on  aura  V = r ■+•  etc. 

A,— v 

et  si.  pour  fixer  les  idées  on  ne  suppose  que  quatre  termes  à l’ex- 
pression de  u , l’opération  sera  terminée  à l’équation  ci-dessus  ; 
prenant  la  valeur  qu’elle  donne  pour  f et  remontant  à celles  de  y,  .8 , «, 
par  le  moyen  des  expressions  de  V , U et  u , il  viendra 
1=  V" 


7 = V — V‘\  x,+  X,  + a) 

je  = V — U\  x,  + A-  ) + U ( A-.  v,  + a.a  + a,a  ) 

a — u — V x + V a-,a- — V"x,x,x. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  on  aura 
«'=«+  V{  x'—x)  + £/'[  a'*— ( x,  + x ) a' + x,  a]  ] 

+ V [a”—(  X.+X,  + A )x'’  + ( a.  A,  + X.X  + X.x)*'— *XtX,]  J * 
Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  U,  U'  et  U"t  sont  décompo- 
sâmes en  facteurs  simples,  et  que  l’on  peut  mettre  u sous  cette  forme 
»'=H+C/(x'—x)+  £/'(>'— a)( a'— a,)+  V\x‘— x)( x'—  x,)  (x—  x,). 
En  poursuivant  d’après  cette  méthode , on  obtiendroit  une  formule 
analogue  à la  précédente;  et  quelque  fût  le  nombre  des  valeurs  pri- 
mordiales a:,  a:,,  a, de  l’abscisse , on  auroit  en  général 

u'~u+  C(x}—x)  + V (x'— x)(x'— x,)  + U"{x'—. x)(x’—. *,)(x'— a.) 

+ V‘\x  — x)(x'— a,)(a'— x,)(x'— a,)+  etc. 

en  faisant 


“ _T1 

U% K, 

.—  u . 

a,— «. 

= é/. 

v y 

K, X 

A. A, 

— t t 

A j A a 

u-v  _TT, 

V.-V, 

=u\. 

U, -U. 

■=é7', 

— 9 

A, V 

A, A, 

**  t 9 

a4— Aa 

u\-v_TJ„ 

v\-u\ 

etc. 

— cy  , 

AT, -* 

etc. 

etc. 

etc. 


etc. 


Quand 


i 
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Quand  les  ordonnées  u , u, , //, , «, , etc.  sont  équidistantes  , oi.  a 


■t=x,— x,=x, 

■~V»  » 

eic. 

d’où 

il  suit 

évidem  ment 

x,=x4-A 

» ». 

=AT 

+ iA , 

x,= 

=x4-  3A  , etc. 

V 

"T*-* 

1 

~~T 

A //, 

, vt 

1 

— T 

, V<=\Clu 

V 

= — a*«,  V 

1 

:±*U 

,,  V, 

1 

a*//,,  etc. 

1A*  * 

1 "lA* 

ïÂ* 

V"'=  -L At#  etc. 

4a 

etc. 

faisant  x'=x4-A',  il  en  résultera 

x' — xr=h' , x' — x,=A'— A , x' — r,— A’— îA  , x' — Xÿ=h' — 3A  , etc. 
et  l’on  voit  ainsi  que  l'expression  précédente  de  u',  qui  devient  alors 
A'  . h'(h'-h)  h'(Ji — A)  (A' — lA) 


:«+ ji«  + 


■ A»«  + -v-  - ' 


- 4-  etc. 


A.aA  A.iA.jA 

rentre  dans  celle  que  nous  avons  trouvée , n°.  873  , par  une  voie 
bien  différente. 

877.  Lagrange  a présenté  l’expression  de  u'  soits  une  forme  nou- 
velle, en  observant  que  puisque  les  équations 

« = « 4-  jSx  + >x*  + fx*  + etc. 

u,—  *.  + px,+  t-x*,+  <fx-’,+  etc. 

«,=  * + £■*»+>•'%  4-  fx\+  etc. 


etc. 

sont  du  premier  degré  seulement , par  rapport  à chacune  des  quan  • 
tités  a , fi  , y , etc.  u,  u,  t , etc.  et  que  u'  doit  être  exprimé  en  x', 
de  manière  qu’en  y faisant  successivement  x'— x,  x'=xt,  *'=x,,  etc. 
il  vienne  «'=« , uz=u, , «'=«, , etc.  on  peut  écrire 
*/=  X u 4-  X tu,  4-  X.u^  4“  etc. 

pourvu  que  X , X, , X. , etc.  soient  des  fonctions  telles  que  par  la 
supposition  de  x,=x,  on  ait  en  même  tems 


X—i , X,—o, 

jr,=o. 

etc. 

que  par  celle  de  x'=x,  , on  ait 

b- 

II 

0 

w 

* 

]! 

*.=o, 

etc. 

que  par  celle  de  x'=x, , on  ait 

* 

II 

O 

X 

II 

O 

etc. 

Xppen.Hct.  E 
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et  ainsi  de  suite , conditions  qui  seront  remplies  si  1 on  prend 

*,)(*  — *.)(*  — *l) 

_ (x'—x  ) (.v'—r,  ) ( v'—  ) 

' " ( V,—  * ) ( -ï.—  *,  ) (AT,—  A-,  ) 

Y — ( x ) ( *.  ) ( *1) 

( X,— X ) (* X.)  ( .V.—  X, ) . . . . 

etc. 


La  loi  qu’il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces  quantités  est  on 
ne  peut  pas  plus  simple;  leur  numérateur  contient,  ainsi  que  leur 
dénominateur,  autant  de  facteurs  qu’il  y a de  quantités  x,  x,,  x,  , etc. 
moins  une  ; et  si  l’on  y fait  les  hypothèses  indiquées  ci-dessus  , 
non-seulement  on  se  convaincra  qu’elles  satisfont  à la  question 
proposée,  mais  on  verra  de  plus  comment  il  a été  possible  de 
prévoir  qu’elles  y satisferoient.  On  a donc  cette  nouvelle  formule 
d’interpolation 


+ 


(x' — • 

(■*■"  -1'  ■ ) (a  -v»)  (v  -vi)  • • • 

y,). . . 

O''.—  ' X*.— X'X*—xi)  • - • 


u + lv'— *)  • • 

"r  ( v,— .v)(.v,— A.)(ar,— ar,). . . 

«.+  etc. 


très-commode  dans  la  pratique,  parce  qu’on  en  peut  calculer  chaque 
terme  par  le  moyen  des  logarithmes.  Il  ne  seroit  pas  difficile  de  la 
ramener  à celle  du  n\  précédent , et  même  à celle  du  n°.  873  ; c’est 
pourquoi  nous  ne  nous  y arrêterons  pas. 


878.  D’après  ce  qu’on  a vu  dans  le  n*.  876 , on  conclura  sans 
doute  qu’il  existe  pour  l’interpolation  une  infinité  de  formules  dif- 
férentes , dont  chacune  doit  être  propre  à un  genre  particulier  de 
suites.  En  effet , celles  que  nous  avons  obtenues  jusqu’ici  ne  con- 
viennent qu’aux  suites  dont  le  terme  général  est  rigoureusement  de 
la  forme 

« + 0 * + y x*  + <Tx3  + etc. 

ou  peut  y être  ramené  par  le  développement , lorsque  x est  assez  petit. 
Dans  ce  dernier  cas  on  ne  parvient  qu’à  un  résultat  approché,  et  seu- 


- J- 


j âpnglg  j 


x- 


m a*-. 
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lement  lorsque  les  valeurs  données  et  celle  que  l’on  cherche  sont  ren- 
fermées dans  untrès-petit  espace  ; c’est  ce  que  l’application  géométri- 
que rendra  sensible.  En  déterminant  les  coefficiens  a , fi  , y , J' , etc. 
comme  dans  le  n\  cité  , on  forme , ainsi  qu’il  a déjà  été  dit , l’équa- 
tion de  la  courbe  parabolique  passant  par  les  points  dont  les  abscisses 
sont  x , x, , a.-,  , et  les  ordonnées  « , u, , u, , etc.  Si  les  abscisses  sont 
très-inégales , la  courbe  obtenue  pourra  avoir  la  forme  FGH , fig.  i , FIG.  i. 
tandis  que  le  terme  général  de  la  suite  proposée  donneroit  une  courbe 
de  la  forme  CDE  , qui  n’auroit  de  commun  avec  la  première  que  les 
points  donnés  M , M, , Alt , iW,  , etc.  et  qui  en  différeroit  d’ailleurs 
beaucoup  dans  l’intervalle  de  l’un  de  ces  points  au  suivant , ainsi  que  le 
montre  la  figure.  Si  au  contraire  les  points  donnés  sont  fort  resserrés, 
et  qu’entr’eux  la  parabole  calculée  n’ait  aucune  inflexion , elle  pourra 
se  confondre,  au  moins  dans  un  espace  peu  étendu  , avec  la  courbe 
qui  résulteroit  du  terme  général  de  la  série  proposée.  Il  suit  de  ce  qui 
- précède  qu’en  variant  la  forme  de  l’équation  de  la  courbe  par  laquelle 
on  suppose  que  les  termes  de  la  suite  proposée  sont  liés  avec  leurs 
indi^s , on  en  pourra  trouver  une  qui  approche  plus  que  toutes  les 
autres  de  la  courbe  donnée  par  le  terme  général. 

Sans  sortir  du  genre  parabolique , on  peut  à l’équation 
«'=  a + fi  x’  + yx”  + JV3+  etc. 
substituer  l’une  des  suivantes 

«'=  «.r'  + fix’3+  yx’5+  fxh+  etc. 

»'=«*'*+  fix'*+  yx”'+  J'x'*+  etc. 
dont  les  coefficiens  a,  fi,  y,  etc.  se  détermineroient  aussi  par 
les  équations  particulières  qu’on  formeroit , en  changeant  succeffi- 
vement  u'  et  x',  en  u et  x , en  u,  et  x , , etc.  mais  on  abrégera 
beaucoup  le  calcul , en  donnant  à ces  expressions  les  formes 

u'=Ax'  + Bx'  (x'1— .r’)  + Cx' 

+ Vx\x"— *’)(*'•— *•,)(*'•— x*.)+  etc.  J 

u'=Ax”  + *•)(*'*— *•,) 

+ Dx'‘(xl'-xi)(x“-x\Xx,‘-x\)  + etc.  j . 
lesquelles  étant  développées  rentrent  évidemment  dans  celles  qu’on 
leur  a supposées  d’abord.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la 

E i 
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première  de  ces  expressions,  qui  donne 
u —Jx 

u,—Ax,  + Fx,(- r\ — ■*') 

u,=Ax,  + B. x£x\—x')  4-  Cx,{x\— x')(x\—. **,) 

u,—Ax , f Bx]{x'i — .r’)  + t\r,(:r;, — *’)(*’, — x',)  | 

+ — *■)(•**,— **.}(*'>“•  *’•)  J 

etc. 

lorsqu’on  y kit  les  substitutions  indiquées  plus  haut.  On  titc 
d’abord  de  ces  équations 

U 

X 


ü±=-A+B{x\—x') 

", 

x 


~=A+B(  x\-x')+  C{  x\-x‘)  ( x\-x\) 


-±=A+B(x',—x')+  C(x\-x'){x\—x\) 


+ etc. 


+D(  *>,—*•)  ( x\-x\){  *‘j— -v*,)  \ 


retranchant  ensuite  la  première  de  celles-ci  de  chacune  des  autres  , 
et  divisant  les  résultats  par  la  quantité  qui  multiplie  B , on  obtient 


= 5 


u,x  — ux, 
xx,(  x\—x') 

■“‘'-"“r  =B  + C(x\-X\) 

X Xt(X  , X ) 
ll,X « X 


— -7-T^Vv  = B + C ( *•,  _ «•,  ) + D ( **,  - x».  ) ( **,  — *•,  ) 

.r a-, ,-x  ) 

etc. 

En  représentant  par  V,,V%>  17, , etc.  les  premiers  membres  de  ces 
dernières  équations,  et  en  opérant  sur  elles  comme  sur  les  précé- 
dentes , on  trouvera 

V.-V, 

^=^-  = C+Z>(A*1_.r->) 

* * * , 

etc. 
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Les  calculs  ci-dessus  nous  donnent  déjà  la  valeur  des  trois  premiers 
coefficitns  y 4 , B , C,  et  il  est  facile  de  les  pousser  jusqu’à  tel 
coefficient  qu’on  voudra  ; il  ne  nous  reste  donc  plus  qu’à  mettre 
sous  une  forme  symétrique  les  expressions  que  nous  avons  ob- 
tenues , savoir  : 


B = 


U,X U X, 

— *')  * 


c—  ik±L. 

La  seconde  peut  être  écrite  ainsi  : 

u u. 


B = 


x{x'—x\)  x,{x\—x')' 

En  remettant  pour  V,  et  U%  les  quantités  que  ces  lettres  repré- 
sentent, il  viendra 

u,x  — «.t,  x,x — ux, 


C— 


xx,(x\—x')(x\—x\)  xx,(x\—x')(x\—x\)’ 

expression  qui  se  décompose  comme  il  suit  : 

C— u- - 

x‘)  (x\—x\)  x(x\—x')(x\—x\) 

“i  . “ 


*.(*\— **)  (**.—*%)  X(  **,—*’)  ( **,— *\) ) 

si  l’on  réduit  entr’eux  le  second  et  le  quatrième  terme,  et  qu’on  range 
ensuite  dans  l’ordre  des  indices , tous  les  termes  et  chacun  de  leurs 
diviseurs , on  trouvera 

a a,  u, 

~ a (**—  **,)(*’— x\)  +x,(x‘,— *‘)  (*\— x\)  + x,(  x\— x‘)  ( x\)‘ 

On  obtiendroit  semblablement 

- u uf  ■* 

D x(x'—x\)(x'—x\)(x‘—x\)  + x,(x\—x'){x\—x\) 


x,(x’—x')  (x\—x\)  (x\—x\)  x](x\—x’)(x\—x\)  (i’,— a’,)' 

Il  sera  souvent  plus  commode  de  déterminer  successivement  les 
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coefficient  les  uns  par  les  autres , et  dans  ce  cas  on  déduira  des  pre- 
mières équations  ces  valeurs  très-simples  : 


x 


B 


u—x,A 

*.(*'.—**) 


c= 


u, — x.A 


B 


' x,{x\-x')(x\-x\) 
«, — x,A 


x.^x\—x'){x\—x\){x\—x\)  (a”,— x*,)(a*,— A*,)  x\) 


etc. 

Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  la  première  des  deux  formules 
d’interpolation  que  nous  avons  proposées  au  bas  de  la  page  3 5 , se 
pratiqueroit  avec  le  même  succès  sur  la  seconde;  et  l’on  remar- 
quera sans  peine  que  ce  procédé  seroit  très-commode  pour  déter- 
miner les  coefficiens  A , B , C , etc.  dans  la  formule 
U = A + B (a  ' — a)  + C(a' — a)  (a' — A,  ) + D (a' — a)  (a' — A,)  (a' — A.)  + etc. 
et  parvenir  ainsi  d’une  manière  immédiate  au  premier  résultat  du 
n".  876. 

879.  Nous  rapporterons  ici  deux  formules  très-élégantes  données 
par  Stirling  , d’après  Newton  , et  qui  se  vérifient  comme  celles  du 
n°.  précédent. 

Si , aux  indices , 

etc. — 4»  — 3»  — 1 > “ 1 > °>  +1  +1»  +3*  +4)  etc. 

répond  cette  suite  de  quantités  données, 

etc.  u_Â  u_,  «*,  u u,  u,  «,  «4,  etc. 

et  qu’on  en  prenne  les  différences  successives  comme  le  montre  le 
tableau  ci-dessous , 


AM_j  ab_s  a 

A U 

A «,  AB,  A 

.4  A *«_,  A A ’u_ 

. A‘u 

A *«,  A *«, 

A3«_4  a’«_,  A3U_, 

a’u  A5!/, 

A*«_  4 A A *U_,  A 4U_,  A 4« 

A5«_4  a5«_,  a"«_,  a 5tf_, 

Ac«_4  A*a_,  A6«_, 

A’«_4  A?«_j 
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on  aura  , pour  un  indice  quelconque , désigné  par  A', 

, A'  , A'  (A'*— i),  . , , . 

u'=u4 — (au4-au_,)4 (a5«_,-)-a  «_,) 

2 1.2. 3. 4. J V ' 1 1.2.  3.4. 5.6.7  ’ 

+ etc. 

A'*  A'*(  A'* — 1 ) . A'*  (A’’ — i)(A'* — 4)  , 

+ A*«_,+  — -a‘u_.4-  — i t^aV, 

1.2  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4. 5. 6 

A'*(A'* — ,)  (A'* — 4)  (A'* — 9)  , . # 

+ — — 7^-3 — - a’«_4+  etc. 

1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 6 

En  faisant  pour  abréger 


Au  + a u_,=  B , 
a3u_,4-a3u_.=  C, 
a5u_,  + a5u_,=  D , 
a’u_j  4-  a’u_4~  £ , 
etc. 


A*«_,=  b 

ai«_,=  e 
a6u_,=^ 
a*u_4—  c 


on  aura 

; B A' 4-  AA'* 
u =u  4* 

1.2 

2 CA' 4- c A'*  A'* — 1 

1.2  3.4 

^Dh'  + Jh”  V—  1 A'*—  4 

1.2  3.4  3.6 

4EA'4-<  A'*  A'*—  1 A'1 — 4 A'* — 9 

1.2  3.4  3-6  7'8 

4-  etc. 


C’est  sous  cette  forme  que  Stirling  a présenté  le  résultat  précédent , 
qui  sert , comme  on  voit , à interpoler  entre  un  nombre  impair  de 
quantités  équidistantes , en  plaçant  l’origine  des  indices  à la  quantité 
moyenne. 


.880.  Lorsque  le  nombre  des  quantités  données  est  pair,  on  place 
l’origine  des  indices  au  milieu  de  l’intervalle  qui  sépare  les  deux 
quantités  moyennes  comme  ci-dessous , 

etc.— 7,  — ï,  —3,  —1,  o,  4-i,  +3»  +3.  +7,  etc. 
etc.  u_j  «_î  »_]  u,  u,  u5  u, , etc. 
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et  prenant  les  différences  successives,  comme  plus  haut,  on  forme 
le  tableau  suivant 


A u_7  a «_5  A A u_t 

A ‘U  . A ’u  t A '«  , 


Au,  A W.  A Wj 
A*«,  A*«. 


A B_5  4 »_|  l a.,  A H, 

A4«_,  A*«_j  A4«_, 


A*//.,  Af«_5 


désignant  toujours  par  A'  l’indice  auquel  répond  la  valeur  générale 
on  aura 

, i,  , A'*— r i (A'* — t){A'‘ — 9)1  . , , 

X 2>  2 2 • • 0 • o X 

(A'*—  t )(A'* — 9 )(A'*— 1 5 ) , ....  Nt  ... 

+-^76^r,o^r-  ^ "^+A  “-’)+e,c- 

A'  AYA'*— 1)  , A'(A'* — i)(A'* — 9)  ' 

a 2.4.6.  ’ 1.4.6.8.10  ' 

A'(A'*—  i)(A'*— o)(A'*—  iS) 

+— — — Aru  + etc. 

2. 4. 6. 8. 10. 11. 14 

Pour  présenter  cette  formule  comme  l’a  fait  Stirling,  il  faut  poser 

",  + a n_,—a 

A*«_,  + A*U_,=J  , A V_,=  A 

4‘«_,4-a4«_,=  C,  a 5«_,=  e 

A SU_-  + A S«_,=Z?  , A 


et  il  viendra 


, ^ + «A' 

u = 

1 

^g  + AA'  A'* — 1 

1 4.6 

S C 4-  c A'  A'*—  1 A'* — 9 

2 4.6  S. 10 

■jD  + Jh'  A'*— 1 A*— 9 A'* — 1<; 

2 4.6  8.10  II.14 

4-  etc. 
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Il  faut  observer  que  dans  le  cas  actuel  la  différence  entre  deux 

indices  consécutifs  des  quantités  données  est  2 , en  sorte  que  la 

distance  de  u à u,  , prise , en  comptant  chaque  intervalle  pour 

„ , , . , A' — 1 

I unité  , est  exprimée  par  — ; — , 


88 1 . La  formule  du  n\  précéd.  se  déduit  de  celle  du  n°.  879  , en 
prenant  les  différences  de  chaque  membre  par  rapport  à A'  ; pour 
cela  on  supposera  que  A'  se  change  en  A'  f 1 , et  du  résultat  de  cette 
substitution  on  retranchera  l’expression  de  «'  citée.  Il  est  évident 
que  les  coefficiens  numériques  varieront  seuls  dans  cette  opération  , 
puisque  les  quantités  u et  leurs  différences  sont  indépendantes  de  A'; 
tout  se  réduit  donc  à former  les  différences  de  ces  coefficiens.  Pour 
montrer  comment  on  y parvient,  nous  prendrons  un  coefficient 
de  chacune  des  deux  suites  partielles  qui  composent  la  valeur  de  u',. 
h'  (A'*— r)(A'*— 4) 


Dans  la  première , 


2 1.1.3. 4. 5 

t (A' — i)(A' — t)A'(A'+  t)(A'+i) 


qui  équivaut  à 


.2,3*4 


2 1.1.3. 4.3 

. T (A'—  i)A'(A'+!)(A'+iXA'+3)  . ... 

devient  - — — ; retranchant  de  cette 

1 1.1.3. 4. 5 

valeur  la  précédente , on  trouvera 

(A' — i)A'(A'q- i)(A'  + i) , (V  t(A'-,)A'(A'+0(A'+i) 

1 1.1. 3. 4.;  ^ 2 1 

Dans  la  seconde  suite  le  coefficient 

A'*(A'* — i)(A'* — 4)  _ (A'—  !)(A'—  t)A,.A'(A'+  t)(A'+i) 

1.2. 3. 4. 5.6  J. 2. 3. 4. 5.6 

se  change  en 

(A'-QA'(A,+  Q(V  + 1)  (A'  + i)(A'  4-  3) 

1.2. 3.4. 5.6  ’ • 

et  la  différence  de  cette  valeur  à la  précédente  est 

(A' — t)A'(A'4-  i)(A'4-i) 

1.2. 3. 4. 5. 6 

_ ^ (A'—  1 )A'(A'  4- 1 )(A'  + i)(iA'  4- 1 ) 

2 1.1.3. 4.5 

ApptnÀUt.  F 


{ (A'+  0(A'+  3 ) — (A' — i)A'} 
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En  opérant  de  même  sur  les  autres  coefficiens , on  trouvera 
h'(h'+l)  i 


Ali'=  ï(AK+i«_,)+  - 


- ( A V,  + A V,  ) 


+(y-,)A’(A'+^fy  + i)  I(AS„_>  + As„_i)+  etc. 

iA.a  , 

I 2 " 1.1.3  1 

. (»*'+«)(*'+ i)(A'+0*'(A'—0  » 

4 a «_.+  etc. 

1.1.3. 4. 5 1 


Cette  expression  n’est  que  celle  d’une  différence  première  , mais 
on  passera  à l’expression  de  «'  en  diminuant  de  l’unité  les  ex* 
posans  des  caractéristiques  A , puisque  cela  revient  à prendre  les 
différences  premières  pour  des  quantités  primitives , les  différences 
secondes  pour  des  différences  premières , et  ainsi  de  suite  ; et  comme 
la  formule  d’oil  nous  sommes  partis  suppose  que  les  valeurs 
données  soient  en  nombre  impair , leurs  différences , prises  main- 
tenant pour  les  valeurs  données , sont  nécessairement  en  nombre 
pair,  ainsi  qu’on  peut  le  voir  dans  la  seconde  ligne  du  tableau 
du  n*.  879  ; mais  afin  de  placer,  comme  dans  le  n°.  880  , l’ori- 
gine des  indices  entre  les  deux  quantités  moyennes,  qui  sont  dé- 
signées ici  par  u_,  et  « , et  faire  que  la  différence  de  ces  indices  soit 


de  deux  unités , il  faut  écrire 
ensuite 


au  lieu  de  A',  et  remplacer 


• « «,  uÈ  u j,.... 

par  , 

u,  h,  a, 

En  effectuant  ces  transformations  avec  soin,  on  retombera  sur  l’ex- 
pression de  u relative  au  cas  où  le  nombre  des  quantités  données 
est  pair. 

Il  seroit  possible  de  déduire  aussi  de  l’expression 

du  A'  d‘u  A'*  , ,.aD  , 1 

u =«+  b —— b etc.  la  formule  du  n . 87g,  par  des 

dx  1 . a A * 1.1  , 

considérations  analogues  à celles  du  n”.  873  , mais  nous  revien- 
drons dans  la  suite  sur  cet  objet  par  une  méthode  plus  generale  et 
plus  simple. 
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88 z.  Lorsque  les  différences  successives  des  quantités  données  ne 
forment  pas  une  suite  convergente,  il  faut  changer  la  forme  que 
l’on  suppose  au  développement  de  a'.  Prony  ayant  reconnu  que 
l’expression 

u— A a.*  4-  B fi*  -f-  Cyx  -f-  etc. 

étoit  propre  à exprimer  les  loix  de  la  dilatation  qu’éprouvent  les 
fluides  élastiques  par  l’effet  de  la  chaleur , a donné  une  méthode 
très-simple  pour  déterminer  les  coefficiens  A , B , C,  etc.  et  les 
quantités  <e , £ , y , etc.  mais  comme  cette  méthode  se  lie  naturelle- 
ment avec  la  théorie  d’une  espèce  de  suites , nommées  suites  ré- 
currentes , que  nous  devons  traiter  avec  étendue , nous  différerons 
jusques-là  d’en  parler. 


Charles  a aussi  -proposé  quelques  formules  d’interpolation  dans 
lesquelles  il  a introduit  les  sinus.  Voici  celles  qui  paroissent  les  plus 
commodes  : 


, asinwje'  K,sinT(v' — 1)  u,sinT(x-' — 1) 

^sin  pirx'  ^sin  qx{x' — i)  sin  rer(x' — 1) 


er  u —p 


us'wtx'  a^inwfx:' — 1 ) H,sinw(V — 1) 


- + ? 


+r- 


+ etc. 
+ etc. 


**«'=/>  (sin  n1)’ 


(JL 

U'* 


' U,  u% 

(^;rôT+(^r 


(.*' — 3 ) 


1-:+etc.] 


On  y suppose  que  les  valeurs  u , u, , te, , etc.  répondent  aux  in- 
dices o , 1 , 1 , 3 , etc.  Dans  les*deux  premières  les  quantités/»,  7,  r,  etc. 
sont  indéterminées,  mais  cependant  assujetties  à la  condition  de  n’être 
pas  des  nombres  entiers  ou  des  fractions  dont  le  dénominateur  soit 
moindre  que  l’indice  de  u , dans  le  terme  qu’elles  affectent,  et  peuvent 
servir  à remplir  des  conditions  auxquelles  seroient  soumises  en  par- 
ticulier les  valeurs  intermédiaires  que  l’on  cherche. 

La  composition  de  ces  formules  repose  sur  le  même  principe  que 
celle  de  la  formule  du  n*.  877  ; les  deux  membres  de  chacune  d’elles 
deviennent  identiques  lorsque  l’on  fait  successivement 


x'—  o , *'=  1 , x'—  1 , x'=  3 , etc. 

u'—  u , a'=  a,  , u'—  u , , u — , etc. 


Le  second  se  réduit  toujours  à ttn  seul  terme,  qui  se  présente 

F i 
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d’abord  sous  la  forme  de  £ , mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  vraie 
valeur.  En  effet , si  l’on  suppose  , par  exemple,  x'=  i , les  numé- 
rateurs des  termes  de  deux  premières  formules  s’évanouissent  tous  , 
mais  il  n’y  a que  le  dénominateur  du  second  terme  auquel  il  en  arrive 
autant  ; maintenant  si  l’on  observe  que 


i 


+ 


x' t Y 

1.1.3 

/(*'-«)• 

1. 1 


•+•  etc.  ( Int.  n\  35) 
+ etc.  ( Int.  n°.  il  ) , 


, . a,sinw(.r' — t) 

on  verra  que  les  expressions  ÿ - 


«.suit  (x:' — r) 
^ âfr-0 | 


sinjw(v' — 1)  ’ * t'v*-1'—  1 

se  réduisent,  l’une  à 11, , l’autre  à tu,,  lorsque  jr'=t.  Les  numé- 
rateurs de  tous  les  termes  du  second  membre  de  la  troisième  formule 
étant  multipliés  par  ( sin  t x')‘,  s’évanouiront  toutes  les  fois  que  x' 
sera  égal  à un  nombre  entier  ; mais  il  n’y  a qu’un  seul  des  déno- 
minateurs qui  disparcisse:  quand  on  a,  par  exemple,  x'=l , le 
u, (sin  x x )• 


terme 


(*'—«)• 


se  réduit  à »*«,. 


883.  Quoique  le  but  de  l’interpolation  soit  en  général  de  dé- 
terminer des  valeurs  intermédiaires  entre  des  quantités  observées , 
sans  connoîtrc  la  loi  qui  lie  ces  quantités  à leurs  indices , ou 
à la  variable  dont  elles  dépendent , on  l’employe  aussi  lorsque 
cette  loi  est  connue  et  exprimée  analytiquement,  mais  que  les 
calculs  nécessaires  pour  évaluer  en  nombres  les  formules  qui  en 
résultent  sont  très-compliqués.  On  se  contente  alors  de  déter- 
miner par  ces  formules  , de  distance  en  distance , des  résultats 
rigoureux  , entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les  valeurs  intermé- 
diaires qui  doivent  compléter  la  série  qu’on  se  propose  de  former. 
Dans  ce  cas  on  ne  prend  point  les  différences  successives  des 
valeurs  calculées  par  les  formules  résultantes  de  la  loi,  mais  on 
déduit  ces  différences  de  l’expression  analytique  de  cette  loi  ; on 
en  pousse  la  Suite  jusqu’à  ce  qu’il  s’en  trouve  d’assez  petites  pour 
qu’on  puisse  les  négliger  , et  par  leur  moyen  on  calcule  les  valeurs 
successives  de  la  fonction  u.  Quoique  la  formation  de  ces  valeurs 
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soit  facile  à déduire  des  relations  obtenues  dans  le  n°.  860 , néan- 
moins pour  plus  de  clarté , j'en  rapporterai  ici  le  tableau  , en  tenant 
compte  des  différences  quatrièmes  que  je  supposerai  constantes , ce 
qui  donnera 


U —U 

ux—u  + A a 
+ A a, 
«)=",  + A a, 
a4=a,  + A a, 

AB,=rA8  +A*« 
Ab,t=ab,  4-  A*a, 
AB,=:AB,+  A*B, 

A’a^A’a  +A3a 
A*a,=A*a,  +a3b, 

A3a,=A5a  -f  A ‘a 

b,=b4  + ab4 

AB4=Aa,  + A*Bj 

A*a)=A,a,+  a3b. 

a3b,=a3b,  4-a4b 

“6=b5  + a as 

Aa5=Aa4  + A*B4 

a'b4=a,b)  + a’b, 

A38{SSA38,-|-A4« 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

On  voit  par  ce  tableau  qu’il  faut  calculer  d’abord  la  différence 
placée  dans  la  colonne  la  plus  à droite.  Pour  obtenir  a6 , par 
exemple  , on  forme  a3b, , en  ajoutant  à la  valeur  de  a3b,  celle 
de  a4b,  qui  est  regardée  comme  constante;  ajoutant  ensuite  a 3b, 
avec  A*a, , qu’on  suppose  déjà  connue,  on  parviendra  à a*b4  s 
en  ajoutant  enfin  a *b4  à la  différence  première  a a4 , placée  dans  la 
ligne  supérieure , il  en  résultera  a b5 , qui  est  la  quantité  qu’il  faut 
joindre  à pour  avoir  a#. 

Il  est  aisé , d’après  ce  modèle , de  former  le  tableau  qui  con- 
viendroit  au  cas  oîi  l’on  s’arrêteroit  à des  différences  d’un  ordre  plus 
élevé  que  le  quatrième.  On  a aussi  cette  formule  générale  qu’il  est 
bon  de  connoître  : 

«„= + *«„_,+  A*u„-i  + + A— a,  + A*-,a+A«  ; 

elle  s’obtient  en  mettant  d’abord  dans  l’équation  u„=«rn_,  + A , 
àla  placede  a un_, , sa  valeur  ab„_,+  a*b„_,  , puis  en  chassant  a 
du  résultat , par  le  moyen  de  sa  valeur  a 4-  A3«n_, , et  ainsi 
de  suite.  Lorsque  l’on  veut  se  borner  aux  différences  de  l’ordre  m , 
on  fait  a”+'«=o,  etc.  d’où  il  suit  A™a=A“at:=A,”a, , etc.  il  vient 
pour  ce  cas 

+ Aa„_, + a + + a"-  ’u + a “a. 

En  diminuant  successivement  d’une  , deux  , trois  , etc.  unités , les 
indices , et  en  soumettant  chaque  terme  à une , deux , trois , etc. 
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nouvelles  différentiations,  on  tirera  de  cette  formule 

û "n- , = i‘',.,+  4,Vl  + iVl +â"-Vn_«_,+A"tt 

*’<'n  + û3»„-4  + + + AmU 

A ’«»_«  + AVb_,  + A5»,-. + + A"« 

etc. 


Pour  éclaircir  cet  usage  du  Calcul  des  différences , nous  allons 
considérer  successivement  les  fonctions  logarithmiques  et  les  fonc- 
tions circulaires  , qui  sont  celles  dont  les  tables  servent  le  plus 
fréquemment. 

884.  Soit  « = 1.x , on  aura,  par  la  formule  du  n*.  863  , 


A a — 
A'u  z= — 

A3  U = 

etc. 


!4- 

-{■5- 

f î/f 

\ 


1 h3  1 

— r — etc-  f 
3 P J 

) 


M 


2 x' 
ih* 

■ -p-  + CtC- 

etc] 


On  poussera  ces  suites , selon  la  grandeur  du  nombre  x , jusqu’à  ce 
que  la  dernière  différence  soit  assez  petite  pour  être  négligée  sans 
erreur  sensible.  Si  l’on  a voit , par  exemple  , x=  10000 , et  A =■  1 , 
on  trouveroit  pour  les  logarithmes  ordinaires  , 

4«=  0,00004  34171  76^63 

A' U — — 0,00000  OOO43  4XO77 
A SB=  0,00000  00000  00867  ; 

et  il  est  évident  que  si  l’on  ne  veut  avoir  les  derniers  résultats  qu’avec 
dix  chiffres  seulement , on  pourra  , sans  craindre  d’erreur  sensible , 
négliger  a4«. 

Cela  posé,  on  aura  le  logarithme  de  10001 , en  ajoutant  à 
celui  de  10000,  qui  est  4,00000  00000  00000,  la  valeur  de  Air 
rapportée  ci-dessus  ; pour  passer  à celui  de  10001 , il  faudra  ajouter 
à celui  de  10001  la  quantité  Au — a’u  , puisque  A*«est  négatif  4 et 
si  l’on  représente  cette  quantité  par  au,  , le  logarithme  de  10003  s’ob- 
tiendra en  augmentant  celui  de  roooi  de  la  quantité  au, — a ‘u+a’u. 
Faisant  au,  — a’u  + a3u  = a — a'u  + a'u  = — A‘u,  , la 
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quantité  Eu, — aX  + a’tt  sera  ce  qu’il  faut  ajouter  au  logarithme 
de  10003  , pour  avoir  celui  de  10004,  et  ainsi  de  suite.  On  pourra 
former  ainsi , par  de  simples  additions , les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  entiers  consécutifs  à 10000,  tant  que  la  somme  des  diffé- 
rences qu'on  néglige  à chaque  opération  ne  sera  pas  assez  consi- 
dérable pour  influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  auquel  on  veut 
borner  l’exactitude  de  la  table , et  c’est  ce  qu’on  rcconnoîtra  au 
moyen  de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureusement  à des  in- 
tervalles éloignés  ; car  lorsque  par  la  suite  des  additions  successives  , 
on  sera  parvenu  à ces  logarithmes,  il  faudra  que  la  méthode  des 
différences  les  donne  tels  qu’ils  ont  été  déduits  à priori , au  moins 
dans  les  dix  premiers  chiffres , si  c’est  à ce  nombre  que  l’on  veut 
s’arrêter.  On  iroit,  par  ce  qui  précède , jusqu’à  10100  , sans  trouver 
d’erreur  sur  la  dixième  décimale  ; parvenu  à ce  but , on  calculeroit 
de  nouveau  à priori  les  différences  eu  , E‘u , e'u  , et  on  se  serviroit 
de  ces  derniers  résultats  comme  des  préccdens , pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent  10100. 

885.  V oici  d’autres  expressions  plus  convergentes  des  différences 
premières  et  secondes  de  la  fonction  logarithmique.  La  série 

l(n  + 0=l/j+z3/[ — ” — ^ +-f — - — ^ + etc.)  , 
v U«  + t }\in  + iS  5Virt+;/'  T J* 

obtenue  dans  le  n°.  zS  de  l’Introduction , donne  , en  changeant  n en  x 
et  3;  en  A, 


- r h 

Eu  — iM  s 7 

U.V  + A 


+ ïfcTFl)*ïfcTl)  + ~}‘ 


3 \x  jc  + U 

on  pourrait  former  e’u  , en  développant  la  série 

d*Eu  h' 
dx‘  1 . 3 


d EU  h 
- + 


dx 


+ etc. 


mais  on  arrivera  à un  résultat  plus  simple,  en  ajoutant  ensemble  les 
deux  équations 

(h  h'  h3  à*  3 

1(jc  + h)  = \x  + M | ; + — j 7 + etc.  } 

' f-V  »«*  3JCJ  4**  | 

v . C A’  A’  h*  ) 

1 ( x — A ) = l x — AI  J — + — - + etc.  , 

v (.*  n1*  4X4  J 
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d’où  il  résulte 

1(a+A)  + 1(x— A)=ili— »AffA-+_L_  + -A._  +etc.  ). 

l 1 x*  4*+  6 xe  J 

Si  l’on  change  * — A en  a:,  et  qu’on  écrive  par  conséquent  x-\-h 
pour  x et  x+ih  pour  *4-A,  il  viendra 

1 (*+  iA) — il(*  + A)  + 1 x = 

..  f A*  A4  A ‘ 1 


U(*+A)‘ 


" A*  A'  ) 

(*  + A)’  + 4 (*  + A)*  + 6(*  + A)«  + e,C‘  J J 


or  le  premier  membre,  qui  est  équivalent  à //, — î «,  + u,  se  réduit 
A'u:  on  a donc 

A«  — »Jlf{  x(x  + iy  + ^x+ky  + 6(.v+A)5  + e,C-  )■ 

Lorsque  x est  un  peu  grand  par  rapport  à A , il  suffit  de  tenir  compte 
des  deux  premiers  termes  de  l’expression  de  au.  En  effet,  quand 

x = ioooo  et  A=i  . le  second  terme  , savoir,  - lA-Y  — - \ 

3 S ix+A  J 

donne  seulement  o.ooooo  ooooo  00036  , et  le  suivant  auroit 
1 1 zéros  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffre  significatif.  A l’égard 

de  a ’u  on  peut  se  borner  au  premier  terme  : car  le  second.  — — - 

z (x  + A)*’ 

se  réduit  à 0,00000  ooooo  ooooo  0117.  Il  suit  delà  qu’en  dési- 
gnant par  N un  nombre  au-dessus  de  10000,  on  a avec  une  fort 
grande  exactitude 

a\Nx=iM  ( — - I 1 Y 

\zA  + t 3 (zA'-f-  i)V 

A‘IAr“(*+r 

quant  àla  différence  troisième,  on  auroit  le  premier  terme  de  sa  valeur 

v • a'IA^ 

en  calculant  le  premier  terme  du  développement  de  d - , dont 

d N 

..  . 2 JM 

l expression  est  ^ y.  + x ÿ-  °n  voit  par-là  que  la  valeur  de  a3 N 

deviendra  bientôt  assez  petite  pour  qu’on  puisse  la  négliger,  et 

tien 
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rien  né  sera  alors  plus  facile  que  de  construire  une  table  de  loga- 
rithmes d’après  ce  qui  vient  d’être  dit.  Au  reste , si  l’on  vouloit 
plus  de  détail  sur  ce  sujet , il  faudroit  consulter  un  Mémoire  de 
Delambre,  imprimé  parmi  ceux  de  l’Académie  de  Turin,  pour  les 
années  1790-91  , d’où  nous  avons  tiré  ce  qui  précède,  et  duquel 
nous  extrairons  encore  ce  qui  regarde  les  différences  des  fonctions 
circulaires. 

886.  Nous  n’entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  les  expressions 
des  différences  de  la  fonction  a1,  parce  qu’elles  sont  d’un  usage  beau- 
coup moins  fréquent  que  celles  des  différences  logarithmiques  ; elles 
sont  d’ailleurs  très-faciles  à former , après  ce  qu’on  a vu  dans  le 
n°.  864.  On  a en  effet  A,.«*=a'(tf* — 1)",  et  le  développement  dé 
(a* — se  trouve  dans  le  n°.  8 66. 

On  obtiendra  tout  aussi  simplement  le  développement  de  E'.ary, 
y étant  une  fonction  quelconque  de  x ; on  aura  d’abord  l’équation 
a.<y=(.y+ *y)***— y<f=> «'[ ( a*—  1 )y  + aA±y] , 
et  faisant  ( a* — 1 )y  -|-  aAxy=y'r  il  viendra 

E‘.a'y=a’[(aA — l )ÿ  + a'i/]  ; 
puis  posant  (a* — 1 ) y'+  AyW,  on  en  tirera 

y+^yy. 

etc. 

chassant  ensuite  y',  y",  etc.  après  avoir  fait  pour  simplifier 
on  trouvera 

A* . a*yx=a*[(a — l)’_y-t- i(<t — t)  aA^-f-a’A’j-] 

. <y=a'[(a—  I )V + 3 («—  I )*« + }(«—  I + « Vjr]  , 
et  en  général 

E".yy=ar[(A—i)y  + n(<i—iy-,a^y  + ~ — —(a — l)*_*a*A*y. . . + 

I • X 

887.  Puisqu’on  a sin  (*  + A)  = sin  x cos  A + sin  A cos  x , on  en 
déduira 

a sin  x = sin  x cos  A + cos  or  sin  A — sin  * 

= cosx  sin  A — sin  x ( 1 — cos  A)  ; 
et  en  observant  que  1 — cosA  = x(sm jA)‘,  il  viendra 
A sin  x = cos  x sin  A — 1 sin  x ( sin  ~ A )*. 

Telle  est  l’expression  rigoureuse  de  la  différence  première  de  sin  .v , 
Appendice,  . G 
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| ar  laquelle  on  passe  de  sin  x à sin  (x  4- A).  Pour  obtenir  celle 
qui  mène  de  sin  x à sin  (x — A ) , on  aura 

s‘n  x — si”  ( x—h  ) = sin  x — sin  x cos  A + cos  x sin  A 
= cos  x sin  A + sin  x ( i — cos  A ) 
et  si  on  désigne  cette  différence  par  A'sin  x , on  aura 
A 'sin  x = cos  x sin  A + 1 sin  x ( sin  A ) % 

d’oii  on  tirera 

A sin  a:  — a 'sin  x = — 4 sin  x ( sin  j A )\ 

Il  est  évident  que  a sin  x — A'sin  x n’est  autre  chose  que  la  différence 
seconde  de  sin  (x — A ) ; et  si  on  veut  en  déduire  celle  de  sin  x , il 
suffira  de  changer  x — A en  a:  , et  d’écrire  par  conséquent  x + A 
pour  x , ce  qui  donnera 

A'sin  x=  — 4sin(x  + A)(sinjA)'. 

On  donnera  une  forme  analogue  à la  différence  première  par  le 
moyen  de  la  formule 

sin^  — sinfl  = 1 sin  j — B)  cos  £(.</  + S), 
de  laquelle  il  résulte 

a sin  x = sin  ( a • + A ) — sin  x = 1 sin  j A cos  f ( 1 x + A ) ; 
et  comme  on  a aussi 

cos  A — cos  5 = — 1 sin  j sin  î {A  + B), 

on  trouvera 

A’sin  a-  = 1 sin  £ A [ cos  a ( 1 at  + 3 A ) — cos£(  1 x + A ) ] 

=— 4(  sin  • A)’sin  f ( ix+ iA)  =—4  (sin  ~ A)*sin  (*  + A). 
En  poursuivant  ainsi  on  anivera  à ces  formules  générales 
A"  sin  x '=  a4'  ( sin  j A )4i  sin^  ( 1 x +4  i A) 

A4'+'sinx  = a4'+,(  sin  ï A )4**"'cos  7 ( 1 at  + (41+  l)A) 

A'^’sin  x = — i4i+*(  sin  jA  )4i+,sin  ± ( 1 * + ( 4i  + 1 ) A ) 
A"+,sinx=— i4i+3(sin  j A )’i+5cos ( ( 1 a + ( 4i  + 3 )h) , 
renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

A”  sinx  = =fci’’  (sin  j A )**  sin  \ (ix  + inA) 

A*'+,sinx  =±i*'+l(sin  j A )"+,cos  j ( a x + (an  + t)A), 
dans  lesquelles  il  faut  prendre  le  signe  + lorsque  n est  un  nombre 
pair,  et  le  signé  — dans  le  cas  contraire. 
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888.  Les  formules  ci-dessus  sont  déjà  très-commodes,  mais 
Legendre  est  parvenu  à quelque  chose  de  plus  simple  encore , en 
exprimant  les  différences  de  l’ordre  n parcelles  de  l’ordre  n — 1 et 
de  l’ordre  a — 1 , au  moyen  de  cette  équation  : 

A'sin  x — — ( 1 sin  7 A )*  { A"~'sin  x + A"_*sin  x } . 

Pour  en  prouver  la  vérité,  nous  ferons  remarquer  premièrement  que 
A4*  sin*  = i'(siç  7 A)lfsin(.r  + 11  A) 

— — (isin  — 4(sinÿA)Sin  (x  + liA)  , 

et  que  — 4(  sin  j A )*sin  (x  + 11 A ) = A'sin  ( x + (i< — 1)  A) , 
ce  qui  donne 

a41  sinx  = — ( isin  j A)4‘-*A*sin(*  4-  ( 1 i — 1 ) A ) (1). 


Par  de  semblables  décompositions  on  trouvera  de  même 

A;i+,sin  x = — ( 1 sin  j A)4,~*A*ân  ( x + ( 1 i — 1 ) A ) (1) 
A,,+,,in.r  = — (isin  7 A)4i-,A4sin  (x  + ( 11 — t)A)  (3) 


et  si  l’on  diminue  l'exposant  de  a , il  viendra  aussi 


A,i-'sin  x = — ( 1 sin  j A)‘-,a  sin  ( x + ( 1 i — 1 ) A ) (4) 
A4*~*sinx  = — (îsinjA)'*-*  sin(x  + (u' — i)A)  (5); 
multiplions  maintenant  par  — (isin  j A)*,  la  somme  des  équations  (4) 
et  (3) , en  faisant  pour  abréger  x + (ii — i)A=x',  nous  aurons 
— (isin  j A)*{  A'*_,siox-l-  A4,"*»inx}  =(isin-jA)"(sin.»:'  + A sin*'); 
or  sin  x'  + a sin  x'=  sin  (x'+  A)  = sin  (x  + 1 1 A ) 
et  ( i sin  7 A )4,sin  ( x + 1 i A ) = a4 ‘sin  x : 
donc  A4*sin  x ==  — ( i sin  7 A )*(  A4,_,sin  x + A4i-*sin  x ). 

Si  l’on  traite  de  la  même  manière  les  expressions  de  A4,_,sin  x , 

et  de  A4‘sinx,on  trouvera  que  leursomme  multipliée  par — ^ isin  -A^ 


est  égale  à la  première  valeur  de  A4,+Isinx;  il  en  sera  de  même 
des  expressions  de  A4‘sinx  et  de  A4‘+,sinx  , par  rapport  à A4l+*sinx: 
enfin  de  celles  de  A4,+,sinx  et  de  A4,+*sinx , à l’égard  de  A4,+3sin  x. 
Dans  tous  ces  calculs  il  faut  prendre  chaque  différence  avec  le 
signe  dont  elle  est  affectée  3 et  comme  les  quatre  résultats  indiques 
comprennent  les  diverses  variations  qu’il  peut  y avoir  dans  ces 
signes  , l’équation  posée  au  commencement  de  cet  article  se  trouve 
démontrée  pour  tous  les  cas. 


G 1 


fi  Ch.  I.  Du  Calcul 

88<j.  L’expression  générale  «<,=!/,  + am,  =«,  + au + a’«  donne 
5>n(x-t- iA)=_sin  (x+A  ) + [sin(x-fA) — sinx] — sin(x  + A)(isin  ^ A)‘, 
lorsqu’on  y met  pour  A’sinx  sa  valeur  du  n°.  887.  Cette  formule  est 
très- expéditive  pour  calculer  des  tables  de  sinus;  car  en  faisant 
successivement  x=o%  x—i’,  x=i“,  etc.  et  prenant  A— 1%  on  aura 
sin  i<’=sin  1 * + (sin  1 0 — sino*) — sin  1 " (isin  30')* 
sin3°=sini',  + (sini° — sint°) — sini°(isin3o')* 
sin4'=sin3',  + (sin3,! — sini°) — sin3'(isin3o')* 
etc. 

et  il  ne  sera  besoin  de  calculer  par  la  série 

X X*  X* 

sin  x—~  — 1 etc.  ( Int.  n*.  35  ) , 

i 1.1.3  1.1. 3-4-5 

que  le  sinus  de  30'  et  celui  de  1%  pour  lesquels  cette  série  est  très- 
convergente:  si  l’on  forme  ensuite  les  produits  des  neuf  premiers 
nombres  par  le  terme  constant  (1  sin  30')*,  il  ne  restera  plus  à effec- 
tuer que  de  simples  additions  et  soustractions.  En  calculant  avec  treize 
décimales,  l’erreur, suivant  Delambre,  n’iroit  qu’à  0,00000  00000  06 
sur  le  sinus  de  60°.  Passé  ce  terme , les  sinus  s’obtiendront  par  la 
formule  sin(6o°+^)=sin  (60’ — A)  + s\nA , 

et  l’on  aura , pour  se  vérifier  dans  l’intervalle , les  sinus  suivans 

sini5°=:P/i  — V j , simS’^P^  — sin3o“=j, 

sin45',=V/i,  sin54°=jP/5  — j,  sinôo’^jV^, 

En  écrivant  .v — 1',  x — to",  au  lieu  de  x , dans  la  formule  . 
sin  (x  + iA)=sin  (x  + A)  + [ sin  (x  + A) — sin  .r] — sin  (x+ A)(isln  j A )', 
et  faisant  A=l',  A=io",  on  aura  ces  deux  équations: 

sin(x  + i')  = sinx-|-[sinx — sin(v—  1')]  — sin  x (isin3o')* 
sin(x+  to')  = sinx  + [sinx — sin(x — to'1)]  — sinx(isin  3")* 
qui  serviront  à calculer  les  sinus  de  minute  en  minute  et  de  dix  secondes 
en  dix  secondes,  lorsqu’on  aura  obtenu,  par  la  série  rapportée  ci- 
dessus  , les  valeurs  de  sin  t'  et  de  sin  30",  celles  de  sinio"  et  desinj*. 
L’équation  dont  nous  venons  de  faire  usage  peut  être  retournée  ainsi  : 
si  n x=  sin  (x  4-  A)—  [ si  n ( x 4-  a A) — sin  (x  4-  A)]  — sin  (x +A)(isinjA)* 
et  devient 

sin(.v — iA)=:sin(  x — A)— [sin  x— sin(x — A)]— sin(x — A)(isin  7 A)* 
par  la  substitution  de  x — 1A , au  lieu  de  x ; dans  cet  état  elle 
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donneroit  successivement  les  sinus,  en  partant  de  l’arc  de  90°  et 
en  allant  vers  0°.' 

890  La  manière  d’employer  la  formule 


A“sin  x = — ^ 1 sin  ^ ) { A"-’sin  x + A"_,sin  x } 


n’est  pas  difficile  à trouver.  En  partant  d’abord  de  0%  pour  passer  à 
un  arc  très-petit , que  je  supposerai  représenté  par  A , les  expressions 
de  Asinar  et  de  a*  sin  x donneront  d’abord 


a . sin  o°=  1 sin  j A cos  j A 
a*  sin  o”rr(isin  j A )*sin  A. 

Ces  deux  différences  étant  calculées , on  aura  sin  A et  sin  i A ; 
puis  formant  les  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  le  facteur 
constant  ( 1 sin  j A )*,  on  tirera  des  équations 


A’sin  o°= 
A 'sin  o”= 


✓ À \*  * 

— (1  sin  - J {a  sin  o°+  A’sin  0“  } 

— ^isin-)  { A’sino°+  A’sin  0°  } 


etc. 


par  de  simples  additions  et  soustractions  , les  valeurs  des  diffé- 
rences successives , àu  moyen  desquelles  on  formera  celles  de 
sin  3A,  sin4A,  etc.  ( n°.  883  }. 

C’est  par  des  procédés  semblables  qu’ont  été  calculées  dans  les 
bureaux  du  cadastre , les  grandes  tables  des  sinus  naturels , avec 
15  décimales , pour  les  looooe““‘  parties  du  quart  de  cercle.  Prony , 
qui  a dirigé  ce  beau  travail , le  plus  étendu  qu’on  ait  encore  exécuté 
dans  ce  genre  , ne  manquera  pas  sans  doute  de  faire  connoitre  en 
détail  les  méthodes  dont  on  s’est  servi  pour  en  simplifier  le  calcul. 
Les  tables  des  sinus  sont  déjà  stéréotypées , et  il  est  bien  à désirer 
qu’on  en  fasse  bientôt  jouir  l’Europe  savante  ; il  ne  reste  plus  qu’à 
imprimer  les  logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  qui  ont  été  cal- 
culés avec  seize  décimales. 


Les  tangentes  se  déduisent  si  facilement  des  sinus  et  des  co- 
sinus , qu’il  est  inutile  de  recourir  à d’autres  formules  ; d’ailleurs 
leurs  différences  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  commode  , et 
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puis  dès  qu’on  les  a jusqu’à  45’,  on  obtient  celles  des  arcs  suivant 

par  l'équation 

,ang(4r+  i^)=  itang^—  tang(45a—  \A). 

Les  sécantes  se  déduisent  sans  peine  de  la  formule 


• sec  y#  = tang(45°db  j>4)=f=tangy/. 

891.  Nous  passerons  donc  au  calcul  des  logarithmes  des  sinus; 

nous  observerons  d’abord , que  la  formule  sin  i A — ■ — SU1  - 

icos  '-A 

donne  tous  ceux  des  sinus  des  arcs  moindres  que  43*  par  le  moyen 
de  ceux  des  sinus  des  arcs  compris  entre  45’ et  90°.  Pour  obtenir 
ces  derniers  de  degré  en  degré , Delambre  propose  la  série 

lsin(x+A)=lsinx+ 

v ‘ j,sin(x-(- A)  + sinx  3Lsin(x-fA)4-sinxJ  J 

qui  se  déduh  de  la  série 

IC* +{)=]/! +îjtff — +-( — x~)  — hr)  + e,c-l  » 

1 v (i»  + { 3Vin  + {/  5\x/j  + t/  j’ 


( Int.  n*.  18  ) , en  faisant  n =;sin x , et  n + { = sin(x  + A), 
d’où  il  résulte  { = sin(x+ A) — sin  x.  En  mettant  Asinx,  au 

lieu  de  on  aura 

. . f Asinx 

lsin(x  + A)=lsinx  + i3i  ! — : : — 

. (.istnx  + Asinx 

Si  l’on  prend  x=43°  et  A=t%  on  aura  pour  le  sinus  de  46°  une  série 
très-convergente,  et  qui  le  deviendra  déplus  en  plus  à mcsure  qu’on 
avancera  vers  90°,  parce  que  la  différence  Asinx  va  toujours  en 
diminuant  : quant  au  sinus  de  43%  son  logarithme  est  j 1 j (*). 

Les  différences  successives  de  Alsinx,  déduites  de  la  formule  ci- 
dessus  , ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  assez  commode  pour 


;( 


asm  * 


;\isin.*4-  Asm*. 


+ etc. 


1- 


(*)  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  une  série  très-simple , propre  à donner 
le  logarithme  du  cosinus  lorsque  Tare  est  très-petit , et  que  Delambre  a fait  remarquer 
le  premier.  On  sait  que 

1(1  —**)=— 1 M { i **+  ï *4+  j *'  + etc.  } , ( n\  40  ). 

Si  Ton  change  * en  sin  x , on  aura  i — x*=  cos  x*9  l ( 1 — x*  ) deviendra  1 cos  x* 
ou  al cosx  , et  on  obtiendra  par  conséquent 

1 cosx=  — AI  { £sin**4-  -J sin J sin*6-!-  etc.  J. 


» «: 
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être  employées  dans  la  pratique  ; mais  lorsqu’il  ne  faudra  qu’inter- 
poler des  valeurs  très-resserrces , on  pourra  prendre  le  premier , ou 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  cette  différence , 
obtenu  par  le  théorème  de  Taylor,  termes  qui  sont 

h h * 

M j^cotar  — + ( 1 + cot  x‘  ) ] , 

puisque 


i/.lsinar 

dx 


M ^ 

sin  x 


M cot  * 


d'\  sin.r 
dx * 


M 


1 

sin** 


sinx'  + cosx* 

M . 

sin  x* 


71/(t  + COtar*). 


Quand  on  ne  se  propose  que  de  vérifier  des  tables  déjà  calculées , 
ou  de  les  corriger,  on  peut  donner  à l’expression  de  lsin  (x+ A ) 
une  forme  qui  permette  d’employer  , au  lieu  des  sinus  naturels,  des 
logarithmes  contenus  dans  ces  tables.  En  effet , 


sin(.v  + A) — sin.v tang  j(ar+A — x) tangj-A 

sin(ar  + A)  + sina.-  tang  j(jr  + A + *)  tang(*  + (-A) 

on  aura  donc 


= tang.;  Acot(ar  + ^A); 

I 


1 . sin(ar+  A) mlsinar + lIH  tang-cot 

zJ//  A 

-( (tang-cot 

5 \ z 


(x+:)+T^tangiC0,^+i)) 

(*+^)+etc. 


3 


Les  termes  de  cette  formule  étant  des  fractions  assez  petites , pour  les 
mettre  en  nombres,  on  se  servira  des  logarithmes  des  tangentes’ et 
des  cotangentes , donnés  par  les  tables  proposées , parce  que  l’erreur 
qui  pourroit  se  trouver  dans  les  dernières  décimales  de  ces  loga- 
rithmes ne  sera  d’aucune  conséquence  par  rapport  aux  résultats. 
C’est  ainsi,  que  Delambre  a relevé  plusieurs  inexactitudes  dans  les 
grandes  tables  de  Vlacq. 


8çz.  La  première  idée  de  calculer  ou  d’étendre  des  tables  parles 
différences , paroît  appartenir  à Mouton , qui  publia  sur  ce  sujet , dès 
1670,  une  méthode  dont  je  vais  donner  un  exemple.  Soit  la  série 
des  nombres  o,  15,  41,  87,  i6z,  175,  etc.  dont  les  différences 
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troisièmes  sont  constantes,  entre  les  termes  successifs  de  laquelle 
on  se  propose  d’en  insérer  deux  nouveaux  assujettis  ù la  même  loi  ; 
il  faudra  par  conséquent  que  dans  la  nouvelle  série  les  différences 
troisièmes  soient  également  constantes.  Désignant  pour  abréger , par 
les  lettres  a , h , c , d , le  premier  terme  de  cette  série,  sa  différence 
première , sa  différence  seconde  et  sa  différence  troisième , on  formera 
par  les  principes  du  n°.  860  , ce  tableau. 


Indice;. 


Nombres. 


Différences  ir*‘. 


Diffcr.  a»»». 


Différ.  3”«>. 


I 

1 


J 

4 

ï 

6 

7 

8 

9 

10 


«4-  i 
<J+lé+  c 
a + 3*+  }<  + d 
a + 4é+  6c  +■  jd 
a 4-  3 b + toc  4-  10 d 
a + 6b +■  i^c  + iod 
a+7é  + uc+33</ 

eé"  ffé  + i8cd* 

« + 9é  + 36c  + 04ii 


b 

* + c 

é-f-  XC  *4*  d 
é+3«+  3 d 
i + 4c+  6 d 
b+y+  lod 
b 4-  6c  + • 3 d 
b+ jc+  xi  d 
é-f-  8c  4*  1 8rf 


c+  d 
c+id 
C+3  d 
C + 4 d 
‘+5  d 
c + 6d 
c + 7 d 


d 

d 

d 

d 

d 

d 

d 


et  en  le  prolongeant  aussi  loin  qu’il  sera  nécessaire , on  y trouvera  , 
dans  la  première  colonne , tous  les  termes  d’une  sérié  quelconque , 
dont  les  différences  troisièmes  sont  constantes  ; mais  lorsqu’on  aura 


intercalé  deux  nouveaux  termes  entre  chacun  de  ceux  de  la  série 


proposée , le  second  de  cette  série  se  trouvera  le  quatrième  de  la 
nouvelle,  le  troisième  deviendra  le  septième,  etc.  et  en  général  il 
faudra  laisser  dans  la  première  colonne  du  tableau  , entre  chacun  des 
termes  qu’on  prendra , autant  de  termes  intermédiaires  qu’on  veut 
en  intercaler. 


Dans  l’exemple  actuel  les  termes  donnés  répondront  aux  suivans 


Indices. 

Nombres. 

Différences  ir“. 

Différ.  2mM. 

I 

4 

7 

10 

a 

*4-3*  + 3e  + d 

a-(-6è-t-  IfC  + xOié 

a 4*  9*  4“  3ÔC  4"  84^ 

3*+  y+  d 
3*4-  ixc4-  u)d 
3i4-xic4-64ii 

çc  4“  1 8^ 
9c+45 d 

etc. 

dont  les  différences , placées  à côté , doivent  être  identiques  avec  celles 

qui 
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qui  résultent  des  nombres  o,  15,  41 , 87,  etc.  En  calculantes 
dernières  , on  obtient  1 5 pour  la  première  différence  , 1 1 pour  la 
deuxième , et  9 pour  la  troisième  ; comparant  avec  la  formule  qui 
occupe  la  première  place  dans  chaque  colonne  du  tableau  ci-dessus , 
en  commençant  par  la  droite,  on  trouve 

l7  <*  = 9 > 9 c + 18  </  = 1 1 , 3 é + 3c  + 15  , 

d'oii  l’on  tire  d=e\,  < = ï»  è = -:5i:  on  a de  plus  a=o,  et 

par  le  moyen  de  ces  valeurs  on  formera  successivement  tous  les 
termes  de  la  série  interpolée. 

893. ‘Mouton  ne  put  résoudre  lui-même  la  question  qu’il  s’étoit 
proposée  ; ce  fut  un  de  ses  amis , nommé  Regnaud  , qui  construisit  le 
tableau  qu’il  rapporte  dans  son  ouvrage , et  dans  lequel  ce  sont  les 
différences  cinquièmes  qui  sont  supposées  constantes.  Regnaud,  qui 
ne  connoissoit  point  l’expression  analytique  de  la  loi  que  suivoient 
les  termes  des  diverses  colonnes  de  son  tableau , le  construisit  en 
commençant  par  celle  qui  se  trouve  à droite , au  moyen  de  laquelle 
il  forma  les  autres  par  de  simples  additions  ; cette  espèce  d’induction , 
beaucoup  moins  commode  que  les  expressions  algébriques,  fit  ou- 
blier le  procédé  proposé  par  Mouton.  Prony  l’a  repris  et  en  a déduit 
des  formules  par  une  marche  qui  doit  ressembler  à peu  près  à celle-ci. 
Supposons  qu’on  veuille  intercaler  m — t quantités  équidistantes , 
entre  les  deux  quantités  » et  u, , qui  répondent  à deux  indices  dont 
la  différence  est  l’unité , il  faudra  partager  cette  différence  en  m 
parties  égales,  et  chercher  par  la  formule  du  n°.  873  les  valeurs 

• ,1  . 1 i 3 n 

de  u,  qui  répondent  aux  indices  — > — , — — , etc.  £>n 
n r m m m m 


obtiendra  cette  nouvelle  suite  : 

t i(t — m)  1(1 — ot)(i — im) 

a -1 A b + — iA*B-| — — - 

m m.xrn 

1 l(l — m)  1(1 — m)(l — îm) 

. U+—&U+— -A*b+  — éJt ' 

m m.lm  m.  xm,  3m 

B 4-—  A B A‘b  + 

m m.im 

n n(n — m)  n(n — ni)  (n—irn) 

u +-4«  + - il L 

m m.xm  m.  im.  3/71 


Appendice, 


a 3u  + etc. 
a’b  + etc. 
a3b  + etc. 


a’b  + etc. 
H 


i 
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dont  il  s’agira  c!e  trouver  les  différences  successives , et  c'est  ce  qui 
s’effectuera  d’une  manière  commode,  en  prenant  séparément  celles 
de  chaque  terme.  Le  résultat  se  présentera  sous  une  forme  très  élé- 
gante et  tiès-simple,  si  l’on  fait  attention  que  les  suites 


o . 1 » V . 

0,1(1— m),  '»)> 

o,  1(1—  w)(i— w). 


3 : — 

3(3 — m)> n(n—m), 

3(3—  m)(3 — xm)  ,. . . .n(n — m)[n — 1 m)  , 


peuvent  être  regardées  comme  n 4-  1 valeurs  successives  déduites 
respectivement  des  termes  généraux 

x , x ( x' — m ) , x ( x — ni)  ( x — 1 m ) , etc.  • 

en  prenant  pour  x tous  les  nombres  entiers , depuis  o , jusqu’à  n 
inclusivement;  en  sorte  que  les  n+t  valeurs  de  u,  rapportées 
plus  haut , se  tireront  de  cette  expression 


X — m ) .vf.v — m)  (x — xm ) , 

K+  — -s'u  + -à ~ 'su 

m 1.2;//*  1.2.3^ 

x{x—m)  (r-i™)...(.v-(!i-t)'»)  x(x—m)(x—xm)...(x—nm)  „+| 

•4- - — « -f z \ , *-»  11 

I.2.3 nm  I.l.j 

x(x— r»yx—  xm)...(x— ^ ^ _ 

I.a.3 (n+ljra'4* 

en  y faisant  varier  seulement  x , par  des  différences  égales  à l’unité. 
Si  on  désigne  pat  S'a , <T’j,  <f  3«. les  différences  de  u lorsque 

l’indice  augmente  de  la  quantité  — , en  conservant  toujours  la  ca- 

m 

ractéiistique  <1  pour  les  cas  où  l’indice  varie  de  l’unité  , on  aura 

A.r  il.vfv — »;)]  a[.v(.v — ,7J  ) ( at — lm)  1 . 

/ h = _ab+  -^—3 é-i  s u + etc. 

m l.xm  1.1.3  nr 

+ etc> 

i.î/«“  1.1.3  m 

a‘[  a(.v — m)  (.v — lm)  ] 

— Ld  s'il  + etc. 

1 .1.  3m3 

A"r.ïf.r — ai)  ( \ — xm)„.(x — (r: — iV/nl 

général  /'«=  — ^ — . ; <-^s'  u 

”»)(*— *'”)• • • (v —nm  ) ]a 


J'u  = 

' 

et  en 


1.1.3..  •('<  + r),«',+l 


‘s'+'u 


+ — 


A'[r(v — m)(i‘ — iot)...(a- — («4-  t))/«] 


1.1.3.  • .(«  + i;'«'+‘ 


ùf^’u- j-  etc. 
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en  observant  de  faire  x—o , après  les  différentiations.  Il  est  évident 
que  si  dans  la  série  des  quantités  données  « , «, , etc.  les 

différences  de  l’ordre  p sont  constantes,  l’expression  de  t"u  s'arrêtera 
à cet  ordre,  puisqu’on  aura  ed’+'u~ o,  et  le  dernier  terme  sera 
*’[>(*  — "Q(r— tw)...(r- (/’—')  ”»)]  ^,u 
1.1.3..../»»/ 

Il  ne  reste  plus , pour  avoir  l’expression  générale  de  , qu’à  déve- 
lopper les  différences  des  fonctions 

x,  x(x — m)  , *(.v — m)  (* — iw)  ,....x(x — m)...(x — im). 

Ces  fonctions  étant  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  je, 
prennent  en  général  la  forme 

a.  1+1  -\-  A m x'  + B m'x'-'  + Cni'x'~' . . . + 1 tn'x  , 


où  les  lettres  J , B,  désignent  des  coefficicns  numériques 

indépendans  de  je  et  de  m.  Si  l’on  fait  successivement 

i — n — i,  i = /r,  «'■=»*+  i , i = « + i,  etc. 

on  trouvera  pour  les  différences  n’m,‘  de  cette  fonction  , des  résultats 
de  la  forme 


a , a! m -p  fi',  et  »/-J-  fi  m -f-  y',  etc. 

a , a,  fi',  etc.  étant  des  nombres  ; et  il  viendra  par  conséquent 


r«=- 


f. 


(a'mA-fi) 


s aû"u  -| — - — ; — - — ^ 
t . l. . .nm  l (»  + i ) »r 


’«+ 


a m<  + fi"m  + ÿ'  , . • ) 

A etc  ' 

(h+i)  (*+»)<*•  + J’ 


expression  que  l’on  peut  écrire  comme  il  suit  : 


ru 

77“' 


1 f 

,...»  I 


'4-  * 

„ q 

bAV-1- 2-A"+,«  + 

«+  I 


» ■ 
a + 


(«+!)(«+ l) 


a*+’«+  etc. 


i* 


en  observant  que  J'x  — — , puisque  l’intervalle  compris  entre  deux 

indices  et  représenté  par  l’unité  est  partagé  en  m parties  égales.  Passant 
aux  limites  relatives  à la  supposition  de  m infinie , le  rapportées  dif- 
férences , dans  le  premier  membre , devient  le  coefficient  différentiel 


et  l’on  trouve 
d“u  i f 

d Jt" 


t .X.  . . ./<  I 


a A “u  + 


«+  I 


"«  + 


dx“' 

ï.-+,x»+ 

H i 
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formule  analogue  à celle  du  n“.  867  , et  où  l’on  peut  facilement  res- 
tituer la  quantité  h que  nous  avons  supposée  égale  à l’unité. 

894  Nous  n’avons  encore  donné  des  formules  d’interpolation  que 
pour  les  séries  résultantes  des  fonctions  d’une  seule  variable  ; nous 
n’entrerons  pas  dans  le  même  détail  à l’égard  des  séties  dont  le  terme 
général  est  une  fonction  de  plusieurs  variables  : nous  nous  bornerons 
seulement  à faire  connoître  pour  ces  séries  une  formule  analogue  à 
Celle  du  n°.  873.  Nous  observerons  en  premier  lieu  qu’elles  ne 
peuvent  être  coordonnées  avec  leurs  indices  que  dans  une  table  de 
la  forme  de  celle  qu’on  trouve  à la  page  449  du  premier  volume 
de  cet  ouvrage,  et  dont  voici  un  exemple  particulier  tiré  de  la 
fonction  xy  -f  jy‘. 


Valeurs  <U  x. 


r 

1 

2 

3 

4 

etc. 

0 

? 

6 

9 

*4 

21 

etc. 

I 

8 

I I 

l6 

*3 

3* 

etc. 

1 

«7 

21 

*9 

38 

49 

etc. 

3 

31 

39 

48 

59 

7» 

etc. 

4 

53 

6l 

73 

86 

101 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

Lne  pareille  table  se  nomme  Table  a double  entrée  , parce  que,  pour 
y trouver  un  nombre  quelconque , il  faut  connoître  le  numéro  de 
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la  colonne  verticale  et  celui  de  la  bande  horisontale , oit  il  se  trouve , 
circonstances  qui  sont  marquées  par  les  indices  placés  horisonta- 
lement  à la  partie  supérieure  de  la  table,  et  par  ceux  qui  se  trouvent 
sur  le  côté  gauche.  La  valeur  que  reçoit  la  fonction  u , lorsque  ur=3 
et  y=q. , par  exemple , est  le  nombre  86 , situé  dans  la  colonne 
marquée  3 , sur  la  bande  numérotée  4.  Si , pour  plus  de  généralité , 
on  suppose  que  la  différence  entre  les  valeurs  successives  de  x,  soit 
représentée  par  li , et  que  k désigne  celle  qui  règne  entre  les  valeurs 
de  y , il  est  évident  que  l’on  passera  de  l’un  des  nombres  à celui  qui 
le  suit  dans  la  bande  oit  il  se  trouve , en  changeant  dans  la  fonction 
donnée  renr+i,  et  à celui  qui  le  suit  dans  la  même  colonne  où  il 
est  placé,  et  mettant  y +L  pour  y.  Pour  interpoler  des  valeurs  in- 
termédiaires entre  les  termes  d’une  même  bande,  ou  d'une  même 
colonne,  on  n’a  besoin  que  des  formules 


, h'  h’{h'—h)  t h'(k’—h)(h'—ih)  , 

h h.  l/i  n.ih./i 

k'  k'(k'-k)  k'(k'—k)  (k'—lk) 

u ,=«+T  V+  TTÂTJji — A etc 


puisque  dans  le  premier  cas  y est  regardé  comme  constant , et  que  x 
l’est  supposé  dans  le  second:  mais  pour  considérer  la  question  en 
général , il  faut  assigner  l’expression  d’un  terme  qui  se  trouveroit 
sur  une  bande  intermediaire , entre  deux  bandes  consécutives  du 
tableau , et  dans  une  colonne  intermédiaire  aussi  entre  deux  co- 
lonnes consécutives , ce  qui  revient  à chercher  l’expression  de  ce 
que  devient  u lorsqu’on  y change  en  même  tems  x en  x+h'  et  y 
en  y 4- k'.  Soit  V cette  quantité;  on  verra  facilement  que  son  dé- 
veloppement doit  résulter  de  la  substitution  d ey+A'à  la  place  dey 
dans  celui  de  a',  ou  de  la  substitution  de  x+h'  à la  place  de  x dans 
celui  de  «(  : arrêtons-nous  à la  première  substitution  ; nous  aurons 


, k' 

V = u +—  à/t  + 


k.ik 


k.lk.yk 


à'/t' -(-  etc. 


en  observant  que  àfu\  à'/t',  etc.  représentent  les  différences  succes- 
sives de  u\  prises  en  faisant  variery  de  la  quantité  k.  Développant 
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cette  équation  sous  ce  point  de  vue,  nous  obtiendrons 

/,'  h'<  h' — h ) , h' (h'— h)  (h‘ — a A)  , 

V 4 — — a,«4 — — -, — a r«  -f- - — - — 7 à ,u  4-  etc. 

h h.  l,i  h.lh.]k 

k'  k’  h'  .+,  k!  h'ihî — h)  .+. 

+T‘V/+  T T A-  " — A + ctc> 


h.  i/i 


k(k'—k)  k'(k'-k)  h'  ,+, 

. -,  T A « 


k,  i k 


k.lk 


4-  etc. 


*'(*'—*)  (jk'—ik)  , 

+ — kTik^k — A'“  +e,c> 

Pour  faire  usage  de  cette  formule  , qu’il  est  aisé  de  pousser  aussi 
loin  qu’on  voudra  , il  faut  former  les  quantités 


u , etc. 
a,  etc. 


«> 

***  * 

*%mH  » 

a , 

t,u  , 

•+l 

A u , 

3-f  t 
A i 

y 

^ u , 

X.  y 
*+« 

A U, 

x.  y 
S+* 
A i 

*.  y 

» • y 

*•  y 

etc. 


Celles  de  la  première  ligne  s’obtiennent  en  prenant  comme  à l’ordi- 
naire les  différences  de  la  suite  des  nombres  écrits  dans  la  première 
bande  du  tableau  ; puis  en  désignant  par  uy, , a,  , , uy , , etc.  le  premier 
terme  de  la  seconde  , celui  de  la  troisième , etc.  bandes , et  prenant 
les  différences  successives  dans  chacune  de  ces  bandes , ainsi  qu’on  a 
pris  celles  de  la  première  , on  aura 


&xU9 

A*,«  , 

A? xH  , etc. 

&xUjx  , 

» 

, etc, 

"r.  » 

£xU)*  9 

. 

, etc. 

“>t  > 

etc. 

> 

etc. 

retranchant  les  ‘termes  de  chaque  ligne  de  ceux  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  ligne  suivante,  on  trouvera 


A,u  =uyi—u, 

l+* 

A //  =A*Wv, 

**y 

— a.tt  , 

»+• 

a a =iVnJl-a,,« 

* , y * 1 

etc. 

AyU}l  = U}%  Uy,  , 

i+i 

, — , 

a+» 

yU}<—A‘*un — A > 

etc. 

“h  ’ 

>+» 

A «fj.ssAsK? 

j— S,U3  , , 

î+i 

etc. 

etc. 

I 
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en  opérant  de  même  sur  ces  dernières  lignes , il  viendra 

i-H  »+» 


63 


*>y 

>+» 


»+* 


i+» 

1 +»  a-f* 

»+» 

A //, 

A U = A «y, 

A « , 

etc. 

*,y 

**y  *>y 

«O 

*+* 

•+J  3+* 

*+» 

A *ro 

* “y>~à,  3*~ 

■A  « , 

etc, 

*>y 

* 1 y *»y 

etc. 
puis 

t?,u—h'yuyr 

ctc. 


■ +3  l+> 

-s\u , A a =A  u,  - 

‘•y  *.> 


»+.  J 5-3  t+i  .+. 

-A  «,  A « =A  U, — A «, 

‘.y  *,y  *<y  *>y 


etc. 


Afin  d’éclaircir  ceci  nous  allons  l’appliquer  à l'exemple  contenu 
dans  le  tableau  de  la  page  60,  dans  lequel  on  a 4=i,  A = t. 
Nous  en  tirerons,  1°.  en  prenant  le  premier  terme  de  chaque 
bande  et  ses  différences  successives  , 


s 

t 

1 0 

8 

3 

1 0 

17 

î 

2 0 

3* 

7 

2 0 

etc. 

i\  en  retranchant , terme  à terme , chacune  des  lignes  ci-dessus 

de  celle  qui  la  suit , 

3 

1 

0 

9 

x 

0 

15 

1 

0 

* etc. 

j*.  en  opérant  de  même 

sur  ces 

dernières  lignes  , 

6 

0 

6 

0; 

4°.  enfin 

0 . 

il  résulte  de  là 

»— 5 , A,k 

=«  * 

L'XU  =z , a",«=o 

i+> 

a+i 

V=3» 

=*» 

A UT=  0 y 

*,y 

i-H 

A%W— 6 , A «=0  , 

y • *>y 

> 

0 

0 

et  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  V , après  y avoir  fait  h—  1 , 


\ 
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k=i  , il  viendra,  par  les  réductions,  V — 5 + + 

fonction  semblable  à celle  qui  a servi  à construire  le  tableau. 

La  solution  du  problème  proposé  est  rigoureuse  dans  le  cas 
actuel , parce  que  la  fonction  qui  représente  le  terme  général  de  la  suite 
proposée  est  algébrique , rationnelle  et  entière  ; mais  quand  on  voudra 
faire  usage  de  la  formule  générale , pour  des  suites  d’une  autre  na- 
ture , il  faudra  que  les  différences  aillent  en  décroissant , comme 
lorsqu’il  s’agit  des  suites  dérivées  des  fonctions  d’une  seule  variable. 


895.  On  parviendroit  facilement,  d’après  ce  qu’on  vient  de  voir, 
à la  formule  d’interpolation  relative  aux  fonctions  d’un  nombre 
quelconque  de  variables  , c’est  pourquoi  nous  ne  nous  y arrêterons 
pas  ; nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à dire  pour  le  présent 
sur  ce  sujet , auquel  nous  reviendrons  par  la  suite , en  faisant  re- 
marquer que  l’expression  de  V , du  n°.  précédent , peut  s’obtenir  par 
l’analogie  qui  règne  entre  les  puissances  et  les  différences.  On  a , par 


7L>‘+7Lk' 

dx  T dy  _ J 


les  n°\  865 , 869  , V — u=±'u=c 

du  l(i+A,a) 
dx  h 


du,, 

Txh~T 


du  l(l+<Xru) 

Ty=  l 


du k'  . . 

-*=tKi+v). 


y Al 

ce  qui  donne  a'«  = ( 1 + a,b)  * ( 1 + a,k)*  — r , et  en  dévelop- 
pant, avec  l’attention  de  changer  les  produits  de  la  forme 

p-fy  t » » « 

en  a a , on  retombera  sur  le  même  résultat  qui  se  deduiroit  de 
• . 1 

l’expression  de  U , trouvée  plus  haut  ( n°.  précéd.  ) 

En  poussant  l’analogie  aussi  loin  qu’elle  peut  aller,  on  auroit, 
quel  que  fût  le  nombre  des  variables  de  la  fonction  u , 

i - - - ~r  r 

A"«=  l(  I + A^)*(I  + V0*(  I + A,«)  ' — I J , _ 


pourvu  qu’après  le  développement , on  écrivît  a f a,  au  lieu 

• tj» 

de  (A,a)r(  A/a)’(  A,a)'. . . , 
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896.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est,  à l’égard  du  Calcul 
direct,  ce  quest  le  Calcul  intégral,  par  rapport  au  Calcul  ditte-  c«,  par  rapport 
rentiel  : il  a pour  objet  de  remonter  des  différences  aux  fonctions  Vj'it^nctl0ns  CI" 
primitives.  Nous  nous  occuperons  d’abord  du  cas  où  les  différences 
sont  données  explicitement  par  les  variables  indépendantes,  c’est- 
à-dire  , où  l’on  a , pour  déterminer  la  fonction  u -,  une  équation 
de  cette  forme  cSu=((x,  A),  h étant  la  différence  de  la  variable 
indépendante  x. 

Soit  premièrement  n=  1 , ou  a a = f ( * , A).  Cette  équation  ne 
fait  connoître  que  le  changement  qu’éprouve  la  fonction  u lorsque  x 
devient  x+h,  et  ne  détermine  rien  sur  la  valeur  absolue  de  cette 
fonction  ; mais  si  l’on  suppose  que  quand  x =a , on  ait  u-=B , il 
sera  facile  de  former , en  partant  de  ces  données , toutes  les  valeurs 
de  u \ car  aux  indices 

a , a + A,  a+ih,  a+jht  etc. 

correspondront  ces  valeurs  de  a: 

b,  A+f(a,A),  A + f(n,  A)  + f(a  + A,  A),  A + f(a,  A)  + f(a  + A,  A) + f(a 4- iA, A) , etc. 
L’introduction  de  la  quantité  arbitraire  b a lieu  ici  comme  dans  le 

Calcul  intégral,  pour  remplacer  la  constante  que  la  différentiation 
fait  disparoître  ( n".  1 5 ) ; mais  on  voit  que  la  signification  de 
l’équation  ab =f  ( jt,  A)  repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur  - 
assignée  à l’accroissement  A , et  qu’on  ne  tire  de  cette  équation  qu’une 
suite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdent  d’après  une  loi 
donnée. 

Si  l’on  avoit  a *b  et  f ( x , A ) , on  ne  pourroit  tirer  parti  de  cette 
équation  , qu’en  se  donnant  une  première  valeur  de  u avec  celle 
de  a « qui  lui  correspond  , ou  deux  valeurs  consécutives  de  u.  En 
effet , si , lorsque  x=a  , on  posoit  u=b , et  Aa=c  , on  auroit , par 
le  tableau  du  n°.  883  , pour  les  indices 

a,  a+A,  a + lA,  <«+3*,  etc. 

cette  suite  de  valeurs 

A,  A+c,  A+ic+f(a,  A),  A + 3r  + lf(a,  A)  + f(a  + A , A) , etc. 

Les  différences  de  l’équation  E‘u=f(x,  A)  donnant  successivement 
a’b  , a4b  , etc.  on  peut  aussi  s’élever  immédiatement  à //„  , par  la 


formule  un=u  + n&u  + 
Appendice. 


n(n— ')A.U 

i,»  t.x.J 


ÛS«. 

I 


• • + &nu 
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dans  laquelle  on  voit  évidemment  que  les  deux  premiers  termes  u 
et  nAu  demeurent  arbitraires.  Il  est  facile  maintenant  d’étendre  ces 
considérations  à tel  ordre  qu’on  voudra. 

897.  Les  valeurs  successives  d eu,  données  par  l'équation 
au=  f(x,  h},  n’étant  autre  chose  que  les  sommes  consécutives 
des  termes  de  la  série 

f(«+A,A),  ((a  + lh,h),....{(a  + nh,h), 

correspondans  aux  indices 

a,  tf  + A,  a+lA, a + nh, 

augmentées  de  la  quantité  arbitraire  b , il  s’ensuit  que  si  l’on  regarde 
a + nh.  comme  représentant  la  valeur  indéterminée  de  x , l’expression 
générale  de  la  somme  des  termes  de  la  même  série,  pris  depuis  le  com- 
mencement jusqu’au  terme  correspondant  à ce  dernier  indice , inclusi- 
vement , sera  ti  + f(a  + nh,h) — b,  ou  tt-ff(.r,  A) — b,  ou  enfin 
« + ab — b.  Pour  s’en  convaincre  , il  suffit  de  former  la  valeur  de  u , 
qui  répond  à l’indice  a+nft,  et  dont  le  développement  est 
A4-f(«,A)-t-f(a  + A,A)-f-f(a-(-iA,A)....  + f(<r  + (/j — 1)  A,  A ). 
On  peut  déduire  immédiatement  ce  résultat  des  formules  générales 
du  n°.  860,  en  faisant  la  somme  des  équations  (1)  , qui  donnera 
b=a«  + Ab,  + Ab,.  . . , 

et  par  conséquent 

«n  + K=A«  + Ab,  + AU,.  . . . + A;/.,,  + Aun  , 

ou , comme  ci-dessus , 

A = f(a,A)  + f(a-f-A,A)....-f-f(a-|-/jA,A), 
en  changeant  un  en  u , u en  b , et  mettant  pour  au  , au,  , etc. 
leurs  expressions  relatives. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  la  recherche  des  fonctions 
primitives,  par  le  moyen  de  leurs  différences  premières  , revient 
à la  sommation  des  suites,  et  que  l’une  de  ces  opérations  conduit  à 
l’autre.  En  effet , si  l’on  désigne  par  Sn  l’expression  générale  de  1a 
somme  des  termes  de  la  suite 

au,  a u,\  Aü,,...,AaB_, , Aun, 

on  aura  Sn—un  + Aun—u  et  unx=Sn— auk  + u. , 

équations  dans  lesquelles  un  est  la  fonction  primi.i/e  dont  la  dlffc- 


des  Différences.  67 

rence  première  est  exprimée  par  le  terme  général  Ar/„  de  la  suite 
proposée , et  u représente  la  constante  arbitraire.  Par  la  première , 
on  obtiendra  la  somme  de  la  suite  proposée,  lorsqu’on  pourra  trouver 
la  fonction  primitive  correspondante  à son  terme  général,  et  la 
seconde  donnera  cette  fonction  primitive  dans  tous  les  cas  où  l’on 
connoîtra  à priori  le  terme  général  et  la  somme. 

Pour  indiquer  le  passage  d’une  différence  à la  fonction  primitive 
dont  elle  tire  son  origine,  on  se  sert  le  plus  communément  du 
signe  s;  ainsi,  lorsque  Att=f(x-,A),  on  a u=r f(ar,  h)  + consr. 
D’après  cette  notation  er  les  équations  précédentes , il  viendra  pour 
la  série  dont  le  terme  général  est  f ( -v,  A ) , 

^f(a:,A)  = rf(x,A)  + f(a:,A)  — const. 
lf(jr,A)  = 5'f(jr,  A) — f (a:;  A ) + const. 
en  changeant,  par  analogie,  Sn  en  .Îf(*-,A). 

On  donne  aussi  le  nom  d’intégrale  aux  fonctions  primitives  : u est 
1 intégrale  de  a a,  xf  ( x , A)  est  celle  de  f(x.  A).  Cette  dénomination 
se  présente  naturellement  lorsqu’on  regarde  le  Calcul  différentiel 
comme  un)cas  particulier  du  Calcul  des  différences.  ( Voye\  la  note  de 
la  page  x du  deuxième  volume , et  n\  470.  ) L’expression  générale  de 
la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  suite  proposée  , 
ou  .Sf  ( *• , A ) , s’appelle  terme  sommatoirt  ; et  les  équations  rapportées 
ci-dessus,  donnent  la  relation  entre  le  terme  général,  son  intégrale 
première  et  le  terme  sommatoire. 

. 898.  Les  règles  pour  l’intégration  des  différences  sont  en  très-petit 

nombre , et  malheureusement  les  cas  où  l’on  peut  s’en  servir  avec 
succès  sont  très-bornés.  Il  suit  de  la  formation  des  différences , i°.  que 

A(2r+r— z)  = aji:  + af— az, 

et  en  remontant  aux  fonctions  primitives , on  a 

X + a Y—  a Z)  = x a X + sa  Y—  z a Z, 
ce  qui  ramène  l’intégration  des  différences  polynômes  à celle  des 
monomes  ; 

i°.  que  A.aX=aAX,  d’où  a Xzsz.a  aX  ax& X , ce  qui 
prouve  qu’on  peut  à volonté  faire  sortir  du  signe  2,  ou  introduire 
sous  ce  signe  un  facteur  constant, 


Ii 
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3°.  Lorsque  u = xm+'  et  que  m est  un  nombre  entier , il 


vient 

à 


■A4i^-3....  + A,b+'ïï0( 


I 1.2  1.1.3 

^ . +A-+v. 

». 1.3.4 

En  intégrant  terme  à terme  chaque  membre  de  cette  équation , 
remettant  dans  le  premier  ***',  au  lieu  de  u , et  passant  hors  du 
signe  s les  facteurs  constans , on  obtiendra 

-+i  m+I.  ..('n+0'n.  - (/71+  i)m(m — t),, 

* = hzx"'  + !—h‘Zx"-l  + y LA ii’s*"-* 

1 1.2  1.2.3 

j (w+iMw— Q(«— 1)  , 

1.2. 3. 4 

Cette  équation  feroit  connoitre  l’intégrale  si",  si  l’on  avoit 
zx"‘~\  sar"-*,. . . ,r  jt°,  puisqu’on  en  tireroit 

ar"+'  ( m m[m — 1),  I V 

S * =7  — A -h'zx — . . . + A’£*'  . 

(m+  i)A  ( 1.1  1.1.3  m+i  ) 

Si  l’on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m — 1 , m 2, 

”• — 3,  etc.  pour  m , on  formera  des  expressions  de  si*-1, 
£ x—*,  £ *"-J,  etc.  qui  ne  dépendront  que  des  intégrales  des  puis- 
sances de  x qui  leur  sont  respectivement  inférieures.  On  peut  aussi 
former  ces  valeurs  en  remontant;  et  si  l’on  prend  d’abord  m= o, 

• x 

il  vient  x x°=  - , parce  que  l’accolade  ne  doit  renfermer  qu’un 

nombre  m de  termes.  Cette  conclusion  se  vérifie  d’ailleurs  à priori, 
soit  en  observant  que  de  u — x,  il  résulte  &x=h.x° , x=h  1 x°, 

l fl?  « 

et  par  conséquent  £ *’=  - ; soit  en  prenant  la  différence  de  la 

x 

fonction  primitive  - , pour  laquelle  on  trouve 
h 

x + A * 

Â h 

Faisant  ensuite  "1  — 1 > m = i,  m = } , etc.  et  substituant 
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successivement  pour  s a-1,  sr1,  r x’,  etc.  les  valeurs  auxquelles  on 
parviendra , on  formera  cette  table  : 

“•=  T 

I x‘  t 

Ir— - AT 

1 A 1 

1 x'  1 t , 

Ir‘=  — - ■ — x A 

î A i l. 3 

! , t x*  t , 1 

ir= — jc34 xh 

4 h 2 2.1 

^ - - *<  + — ar’A  _ -L  x h< 

5 A a 3 5.6 

. 1 xe  i . • c I 

X**=7- *5+  —,  x*h Jr’A’ 

o A 1 1.6  1.6 

etc. 

Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction , supposons  .qu’on'ait 
en  général 

ïr’=^r*+,+  Bxm  + C*"-,+  Dx—'+  etc. 
nous  aurons , en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre , 

x-=Jji±jlx-h + A. + + etc, 

I 1.2  I.2.3 

_ m Cm — i) 

•f  B st—'h  + B — ± A-  4.  etc. 

1 1.2 

+ C(”~^»-A  4-  etc. 

+ etc. 

et  comparant  entr’eux  les  termes  affectés  d’une  même  puissance  de  x , 
nous  obtiendrons  entre  les  coefüciens  A,  B,C , D , etc.  les  re- 
lations suivantes 

TTÔi 

c_  _A  («+Q«A»  _ B mh 
1.3  1 

j (>»+i)w(w—  l)A3  sm(m—\)hr  (m—t) 

1.1.3. 4 »-3  1 

etc. 
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avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres  les  coefficiens 
de  l’expression  de  s.v”,  quel  que  soit  l’exposant  de  la  puissance  m. 
En  calculant  immédiatement  les  douze  premiers  termes,  on  trouvera 


SX 


— *"+- 
1 X 

I 

™ h 1 m(m—  l)(m— »)AJ  , 

î.j  6 1.3. 4*1 

>»["> — iX'"— iX*»— îX* — 5 

6 

2. 3. 4. 5. 6. 7 

1 

m {m  — 1 ). . . .(«  — 6)  h7 

. xm~7 

IO 

»-3 8*9 

* 

m(m  — 1 )....( m — 8 ) A9 

-x*~* 

6 

1.3 IO.  1 1 

691 

m(m — !).,..(  m— 10  ) h" 

- xm~'  ' 

210 

*•3 i»*.«3 

3 ï 

m(m — 1 ). . . .(m — li)A13 

— 1 J 

1 

1.3. ,...14. 15 

3617 

m (m — 1 ). . . .(/» — >4)A's 

| 5 

30 

1.3. .,..16.17 

43867 

m (m — 1 ). . . . (m — 16)  h'7 

41 

2.3 18.19 

1111177 

I ). . . . (0; — 18)/»'® 

I IO 

2.3 10.21 

etc. 

+ const. 

formule  dans  laquelle  les  coefficiens  exprimés  en  nombres  méritent 
attention  , parce  qu’ils  reviennent  souvent  dans  la  Théorie  des 
suites. 

Nous  observerons,  avant  de  finir  cet  article,  que  si  l’on  mul- 
tiplie sxm  par  h , et  qu’on  passe  cet  accroissement.sous  le  signe  s, 
on  aura  cette  équation 


, .v  + i r mh‘ 

s xmh  = xh  -1 x ’ + etc.  + const . 

m + t 2 2 a. 3 

mJ+ï  * 

dont  le  second  membre  a pour  limite -r—  + const.  lorsque  h 

îti  q*  i 

s’évanouit , cas  auquel  sx"k  se  change  en  / xmdx  , d’après  ce  qu’on 
a vu  dans  le  n‘.  470. 
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899.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d’intégrer  toutes  les  fonc- 
tions algébriques  rationnelles  entières,  dans  le  cas  où  la  variable 
indépendante  reçoit  un  accroissement  constant.  Prenons  pour 
exemple  la  fonction  Ax'+  Bx'+  Cx  D\ 
nous]  aurons 

■z(A x3 B x'  + C x + D)  — A e x1  + B e x*  + Cs  x + D e x% 

et  mettant  pour  e x3,  e.t‘,  e x et  ïf , leurs  valeurs , il  viendra 

x(Ax'  + B. x‘+  Cx  + D)  = 

A . ïAh—îB  . Ak‘ — iB/r\-iC  SA* — 3 CA + 6D 

—T-*4—  —pi *’  + — x'  + x + cor, st. 

4 A b n 4 h b h 

900/  Il  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qui  s’intégrent 

avec  la  plus  grande  facilité;  ce  sont  les  produits  de  la  forme 

*=(*+*)  (at  + <i  + A)  (x  + a-f-iA) (jr  + a + mA); 

en  effet , si  l’on  en  prend  la  différence , on  obtiendra 

Aa_[  (*+  <«+A  )(*•+«  + i*X*+«  + 3A)....(*+fl+(TO-l-i)A) 

l — (x+  a)(x+a+  h)(x+a+iti)....(x+a+mK) 

=(x  + a + A)(a:  + a+  lA) (.r+a  + OTA)(m+  i)A, 

A u e Au  « 

(m+i)A  (m+t)A  (/»  -J-  1 )A  * °n  3l'ra 
E{(*+4  + A)(x  + a + iA) ....  (-v  + a + mA)}  = 

(*+ a)  (x  + a + A)  (x  + a + iA) (x+a  + mh) 

— — ; — rv + const. 

(u»+  i)A 

Si  l’on  écrit  dans  ce  résultat  x — A,  au  lieu  de  x , et  m+i, 
au  lieu  de  m,  on  aura 

s{(i+a)(*+a  + A)(j:+a  + iA)  ....  (x  + a + /nA)  } = 

(x  + a — A)(x  + a)(x  + a + A)....(x  + a + u»A) 

(m  + i)  A 

On  donne  à ce  résultat  une  forme  plus  simple  et  qui  paroît  d’abord 
plus  générale,  en  représentant  la  fonction  « par  XX,Xa....  Xmt 
et  supposant  que  les  différences  premières  des  quantités 

X , X, , X, X„ , soient  constantes  : par  cette  notation 

on  trouve 

a u = u =X,  X,X , ....  X^,— XX, X.  ....X„ 

=xX ,XtX\ ....  X„(Xm+,  A)—X, XàXf i)aAT ^ 


et  comme  e r — ■ — r-r  = ■ 


+ const. 
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d’oii  il  est  facile  de  conclure,  comme  ci-dessus, 


v.  xx,x....xm  . 

£ X,X,X}. . . Xm—  , . y 1-  consi. 


et  xXX,X,...Xm— 


(rn  -f- 

x_,xx,...x~ 


(/n  + z)ûJé  * 

en  mettant  m+  i pour  m,et  diminuant  ensuite  de  l’unité  chaque 
indice. 

On  intègre  aussi  la  fraction 


parce  qu’en  la  différentiant  on  trouve 


XX,X,...Xm’ 


I 1 I 

A XX,  X,.  ..Xm~  X,X.X) . . . x~  ~~  xx,x,...xm 

X — X^,  (m+  i)a.Y 

~ xx,x,x{...x^,  xx,x,xs...x^, 

ce  qui  donne 

i ...  1 • 

1 XX,  X,. . . X^,  (m+i)*X  xx,x,...xT  + conu’ 

et  changeant  m+i  en  m,  on  obtient 

i ï i 

z xx,x,...xm  ” mcx  xx,x,...x~ + eonsl' 

901.  Il  est  h propos  d’observer  que  l’intégration  des  fonctions 
de  la  forme 

X x*+B xe+Cx*+  etc. , 

peut  s’effectuer  par  les  formules  ci-dessus  , en  les  transformant  en 
produits  de  facteurs  dont  les  différences  soient  constantes.  Pour  le 
faire  voir,  je  choisis  cet  exemple  très-simple:  x’,  et  je  fais 
*’=(*+ A)  (*+**)(*+ 3*)+^(x  + a)  (*+iA)  + 5(x+A)  + C, 
en  supposant  que  A désigne  l’accroissement  de  x.  Si  l’on  développe , 
et  qu’on  ordonne  suivant  les  puissances  de  x , on  aura 
ar5=  x3+6hx‘+  1 1 h'x  + 6 A3 
+ Xx*+iXhxJr  iX A* 

+ B x + B A 

+ C", 


et 
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et  comparant  entr’eux  les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de  x , 
on  formera  les  équations 

6 A + A = O , 
il  A*  + 3 Ah  + B = o, 

6 A * 4-  î A h*  B h.  C = O , 

t 

desquelles  on  tirera 

A — — 6A,  B — yh\  C — — h\ 

et  **=(*+ A)(x  + iA)(x + 3 A) — 6h(x -f h){x  + iA)  + -jh'(x +A)— A1, 

ce  qui  donnera,  en  vertu  du  n°.  précédent,1 

x x*——r  x ( * + A ) ( x+  iA)(x+3A) 

4A 

— ix(*  + A)(x+iA)  + - Ax(x  + A) — k’x  + const. 

Il  paroîtra  sans  doute  plus  court  d’appliquer  immédiatement  à la 
recherche  de  l’intégrale  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés  , dès 
qu’on  aura,  reconnu  que  cette  intégrale  est  de  la  même  forme  que  la 
différence , excepté  qu’elle  a un  facteur  de  plus  dans  chacun  de  ses 
termes  ; on  fera  donc  tout  de  suite 

xx*=A  *(x  + A)(.v+iA)(*+3A) 

+ 5i(r  + A)(*  + iA) 

+ C*(*  + A) 

+ D x + const. 

et  pour  obtenir  les  coefiiciens  A , B y C,  D , on  prendra  la  diffé- 
rence de  chaque  membre  de  cette  équation.  On  parviendra  de  cette 
manière  à 

x‘,=x‘^A  k(x  + A)(x-l-iA)(ar  + 3A) 

+ 3Æ  A(x  + A)(x  + lA) 

+ 1 Ci  ( x + A) 

+ Dh\ 

il  ne  restera  plus  qu’à  développer  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation  , à l’ordonner  par  rapport  à x y et  à déterminer  les  lettres 
A , B , C,  D , comme  ci-dessus:  ce  qui  ne  présente  aucune 
difficulté. 

En  généralisant  ce  qui  précède , on  verra  sans  peine  que  pour 
ramener  la  fonction  a **•+•  txc+  c *»+  etc.  à un  produis  de 
Appendice.  K 
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facteurs  iquïdiffirtns , il  faut , si  « désigne  le  plus  haut  exposant  de  x , 

la  comparer  à cette  expression  : 

4{x  + A)  (x  + îA). (x  + *A) 

+ Æ(x+A)(x  + i A)....(x  + («—  i)A) 

+ C(x+A)(x  + iA)....(x  + (—  i)A) 


+ I(*+  A) 

+ L. 

Lorsqu’on  voudra  l’intégrer,  on  pourra  poser  immédiatement 

x ( a A*  + iAf+cx'>  + etc.)=.4x(x  + A)  (x  + xA) (x  + «A) 

+ 5x(x+A)(x+iA)...(x  + (« — i)A) 
+ C’x  (.v+ A)  (x+xA). . . (x+(«— x)A) 


4-  Ix  (x  + A ) 

+ Lx  + const. 

et  opérer  comme  nous  l’avons  fait  pour  obtenir  t*’. 

Il  est  évident  que  cette  méthode  donne  aussi  le  moyen  d’intégrer 
le  produit  de  facteurs  équidiffcrens 

(*  + P )(x  +P  + f )(*  + /’  + *?)••••(* +/’  + ('»“ :0f)» 
quoique  leur  différence  première  ne  soit  pas  égale  à l’accroissement 
de  x , que  nous  continuons  à désigner  par  A,  puisque  ce  produit  étant 
développé  devient  de  la  forme  <u*+  Axe+  etc. 

çox.  La  considération  des  produits  de  facteurs  cquidifférens  est 
d’une  telle  importance  dans  le  Calcul  des  différences  et  des  suites, 
ils  y reviennent  si  souvent,  qu’il  est  convenable  d’entrer  dans  quelque 
détail  sur  la  transformation  dont  nous  venons  de  montrer  l’utilité 
dans  le  n”.  précédent , et  en  même  tems  de  désigner  ces  produits 
par  une  notation  plus  concise.  Nous  choisirons  celle  que  Vander- 
monde  a proposée  dans  le  Mémoire  de  l’Académie  des  Sciences  pour 
l’année  1771  ( première  partie , page  489  ) , parce  qu’elle  nous  a paru 
\ réunir  à la  simplicité,  l’analogie  et  la  facilité  de  se  prêter  au  calcul. 

Par  l’expression  x*  on  entend  le  produit  d’un  nombre  n de 
termes  consécutifs  de  la  suite 

. x t ' x > x,  x , x , etc. 
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dont  les  différences  premières  sont  nulles.  Après  cette  suite , se  pré- 
sente immédiatement  celle-ci , 

x , * + a * , i+iiï,  x + 3 a x , etc. 

dont  les  différences  premières  sont  constantes  et  les  secondes  nulles  : 
il  paroit  donc  naturel  de  regarder  le  produit  d’un  nombre  n de 
termes  de  cette  dernière , comme  venant  après  la  fonction  x »,  dans 
l’ordre  de  la  simplicité,  et  de  l’exprimer  d’une  manière  analogue; 
c’est  pourquoi  nous  représenterons  la  quantité 

H 

x(x  + n*). ...(*+  (n — i)ax),  par  [x,a], 

a tenant  ici  la  place  de  a x pour  désigner  la  différence  commune 

des  facteurs , et  n étant  leur  nombre.  Passant  aux  suites  dont  les 

différences  secondes  sont  constantes  et  les  troisièmes  nulles,  suites 

dont  la  formule  générale  est 

* , x + a , x+14+A*,  x + 3 a -f  3 A’,  etc. 

nous  indiquerons  le  produit  des  n premiers  termes , ou  la  quantité 

, , , . , n(n — l) 

x(x+A)(x-)-iA4-à*)...(x  + nAq — -e‘) 


par  le  symbole  [x,  a,  a*],  dont  il  est  facile  maintenant  de  sentir 
l’esprit , et  d’après  lequel  on  peut  former  ceux  qui  conviennent  aux 
suites  dont  les  différences  constantes  sont  d’un  ordre  quelconque. 
De  ces  considérations  naît  un  genre  de  fonctions  liées  entr’elles  et 
avec  les  puissances  de  x , par  une  analogie  très-simple  et  très-natu- 
relle , et  jouissant  de  propriétés  très-remarquables  que  nous  ferons 
connoitre  dans  la  suite.  Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à 


faire  quelques  observations  sur  la  fonction  [x,  a]  , que  nous  nom- 
merons puissance  de  x du  second  ordre. 

i°.  On  peut  la  présenter  de  manière  à rendre  la  différence  a=i  , et 
faire  ensuite  abstraction  de  cette  différence,  ce  qui  simplifie  un  peu  la 


notation  ; en  effet , en  reprenant  la  valeur  attachée  au  symbole  [x,  a]  , 
on  a x(x  + Ax)(x+iAx)(x+3Ax)....(x-)-(n — i)ax) 

-*<=)(=+■)(=+>>•••(=+—).  ’ 


il 

ce  qui  donne  [x,a]=ûx 


» 


en  convenant  de 
K i 
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ne  point  écrire  la  différence  des  facteurs  toutes  les  fois  qu’elle  est 

égale  à l’unité. 

Nous  avons  supposé  que  la  suite 


a:,  x-J-Ax,  x + iax,  X + 3AX,  etc. 


étoit  croissante  , on  indiquerait  le  contraire  , en  affectant'la  caracté- 
ristique a du  signe  — , mais  pour  donner  aux  produits  désignés 


X " 

par  ta  la  forme  des  coefficient  du  binôme  dont  les  facteurs 


sont  écrits  dans  un  ordre  décroissant , nous  supposerons  que  x est 
le  dernier  terme  de  la  suite  proposée  et  que 


LAxJ  A*  Va*  / VA*  / VAX  / 


je 

Cela  posé , faisons  pour  abréger  — =/> , et  montrons  les  rapports 

a 

du  symbole  [ p ] , avec  l’expression  si  bien  connue  p'. 

3°.  Il  est  d’abord  évident  que  de  même  qu’on  a p'=pm. p'~mt 

n m m 

on  a aussi  [/>]  = [/>][/> — /n];  car 

n 

Lp]=p(p—  OO»— *)....(/>—*  + O 

m * 

Ip]=P(P—  l)(p— i)....(p—nt+  i) 

n— m 

\_p—  — nî)(p — m — i) . . • (p — m—(n — m — I ))  , 

et  le  troisième  produit , dont  le  dernier  facteur  se  réduit  à p- — n+  i , 
renferme  tous  ceux  du  premier  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  second. 

4°.  Les  conséquences  qui  résultent  de  l’équation 
lorsqu’on  y fait  m—o  et  m négative  ; ont  leurs  analogues  pour  les 
puissances  du  second  ordre.  Quand  m—o  , on  a p’=p°p" , d’où  p°=  t, 

n m n — m n cm 

et  l’équation  [/’]  = [/’][/’ — m],  devenant  [/’]=[/’][/’],  donne 

• O 

aussi  [/>]  = t. 

5°.  En  faisant  n = o,  dans  la  même  équation,  on  en  tire 

O 

o m — n»  ^ % T />]  I 

[/>]=[/>][/> — m]  , ce  qui  conduit  à [/> — m]  = - — , comme 

l>3  [/] 
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l’équation  />"=/>". /j"-’",  dans  la  même  hypothèse,  mène  à 

pt  1 

= — : si  l’on  écrit  p+m , au  lieu  d e p,  on  aura 

P*  P" 

-*  i 

' m’ 

[p  + m] 

Ces  deux  dernières  remarques  établissent  la  loi  de  continuité  entre 
— *)(/»  — *)(/»  — 3)*»**(/F — « + O 

l>]  = » 

— " I * • * 

(p  + n)(kp  + n — l){p  + n — !)....(}+  ! )' 

En  écrivant  dans  la  dernière , les  facteurs  du  dénominateur  suivant 
l’ordre  direct  de  leur  grandeur,  on  aura 

-•  i 

— + i )(/>+i)(/»  + 3 )....(/»  + «)  ’ 

et  si  Ton  fait  p = o , on  tombera  sur  cette  expression  ; 

« r 

[o]  = , 

qui  toute  singulière  qu’elle  est , n’en  doit  pas  moins  être  adoptée  à 
cause  de  sa  simplicité  Elle  n’est  point  absurde , puisque  le  facteur  o 
n’entre  pas  dans  son  développement. 

Eclaircissons  cette  notation  par  quelques  exemples  , le  produit 

* 4 I I * 

1 1.9.7.  5 s’écrira  de  ces  deux  manières  : [it,x],  x*£-— J, 


1 ( ' — * | 1 ** 

la  fraction — de  celles-ci  : x ’T- — il,  -jT 7 1, 

5.7.9. 11  Lx  J l'Li  J 

I • 1 _sr*  “t  1 r *7» 

la  fraction revient  à } 7 — 11>0U  -?[  — 7 1, 

1.4.7. 10.  i3  L3  J 3 L 31 

, -t 

enfin équivaut  à [o]. 

i.î.3.4.5 

La  première  et  la  seconde  fraction  se  ramènent  à la  forme 

1 

(.P  + 1 ) (.P  + x)  + 3 )•  • • • {.P  +■  a)  ^ ^ 
en  divisant  chaque  facteur  du  dénominateur  par  la  différence  qui 
règne  entr’eux. 
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La  formule  du  binôme  devient  par  ces  nouveaux  signes 

(4  + i)’=a,  + [n][o].i”-,£  + [ni[o]rt*“,4+[*ï[o]«l'_1is 

+[/i][o]a'""i"+etC. 

Ce  qui  les  distingue  de  la  plupart  des  notations  qu’on  auroit 
pu  imaginer , c’est  qu’ils  sont  susceptibles  de  devenir  l’objet  d’un 
calcul  aussi  simple  que  celui  des  exposans  avec  lesquels  ils  ont  la 
plus  grande  analogie.  Le  lecteur  se  les  rendra  familiers  par  les 
fréquentes  applications  que  nous  aurons  occasion  d’en  faire  , mais  il 
doit  se  rappelersoigneusement  ces  relations  : 

« 

[i,  a]  =jr",  lorsque  x = o j 

n . 

lorsque  * est  infini  par  rapport  à n et  à A ( n’.  861  )’, 

n 

[p  ] = o , lorsque  p = o, 

—n 

!>]  = ;»  lorsque  p = — i, 

* •—  « f » ] 

Al>]=  "O]»  sr  p]  = ——  + const. 

n.-t- 1 

— /rfi 

— * — i — n f p T 

a [/-]=— *03»  AC/’]=z^7  + con"- 

Les  quatre  premières  sont  .évidentes  par  elles-mêmes  ; les  deux 
dernières  s’obtiennent  et  se  vérifient  par  le  développement,  en 
supposant  que  la  quantité  p augmente  de  l’unité , et  offrent  une 
nouvelle  preuve  de  l’analogie  que  les  puissances  du  second  ordre 
ont  avec  celles  du  premier. 

90 j.  Occupons-nous  maintenant  de  transformer  les  puissances 

# n w— 1 

du  premier  ordre,  p",  en  fonctions  de  celles  du  second , [p]  , [p] , etc. 
Pour  cela  soit 

p,=4[p]+B[p]+C[p]+Z)[pJ. . . . +M[p]+iï[p]  , 
et  supposons  que  n devienne  n + 1 ; à cause  de  p'+'=p'.p , 
on  aura 

p'+'=Jp\j>]  + Bp[p\  + C>[p  ] + Dp\_p ] Mp\p  ] + Np[p]  -, 
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mais  de  O]  = [/>](/>  — «)  on  dre p[p]  =»  [/»]  + *[/>] 

» »— I n— I a n— I 

[pJ—[p]  O— ®+  0 jOÎ=OJ+(*— 003 


rf>]-L>l+(«-*)W 
/,M=  !>]+(«— îît/’i 1 


/’!>]  = 03  + *03 
p[p]  = 03  + «oj . 


[/’]  = [/’](/’— *+») 

ol=o3o— n+î) 

» 

03=030—  *) 
b]  = 03  0-0 

Substituant  ces  valeurs,  il  viendra 

^'=^of+'  *103%  qoî+  2>M.?.+  * [/]  IM.- 

Le  second  membre  de  cette  équation  donne  la  manière  de  tirer 
successivement  le  coefficient  d’une  puissance  quelconque  de  ceux 
de  la  puissance  immédiatement  inférieure  ; si  l’on  fait  n— o , il  en 

I I 

résultera  p=A[p]  et  comme  [/»]=/>,  on  en  conclura  A = i. 

Ce  premier  coefficient  étant  connu*,  tous  les  autres  se  forment 
avec  la  plus  grande  facilité  ; et  c’est  ainsi  qu’on  a construit  la  table 
ci-dessous. 

p'=lr]  . * 

/’*=[/’]+  03 

p3=Ip]+  iip)+  oi 

/>4=03+  «03+  7W+  01 

/=o]+*oo3+mO]+«50]+oj 

etc.  • 

On  arriveroit  à l’expression  générale  4e  p",  avec  le  secours  de  l'in- 
tégration ; car,  par  l’expression  de/>,+‘,  on  a 

AB  = nA,  iC=(n — i)£,  aD  = (n  — i)C,  etc. 


or  A étant  i , on  trouve 


g ^ 03  nO — 


\ 
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ce  qui  donne  iC=  — — - — , et  en  observant  que  d’après  les 

1 

formules  précédentes,  (/x — i )•=[/» — i]  + [n — t],  on  changera  a C 

M4-[«]  „ , . . . 

en  — - — ~—9  dou  on  tirera,  en  intégrant, 

i * 

C.  vM+W,)+t0^,=;  f»(«-0^-i)(f=:i)+".(j;-0(^0 1 + C(W„. 

4 3 J l 4 3 J 

Les  constantes  se  déterminent  ici  comme  après  l’intégration  des 
différentielles , par  une  valeur  donnée  ; et  puisque  les  coefficiens  B , C , 
doivent  s’évanouir  lorsque  n=o  , il  s’ensuit  que  les  constantes  mises 
à la  suite  de  leurs  expressions  doivent  être  supprimées. 

Il  est  aisé  maintenant  de  poursuivre  , c’est  pourquoi  nous  pas- 
serons aux  puissances  négatives,  et  nous  ferons 

— ji  — n— l — fl—  2 —n—m  —n-jn-j 

p~°=^[p  ] + >]  + C[>]....  + Af[>]  + N[p~\  + etc. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  py  nous  aurons 


p~"+‘=Ap[p ] + Bp[p]+Cp[p]. . . . + Afjp[>]  +Np[p]  + ttc. 

— n-fl 


01={>](i'’+n) 
1/0=0]' (/’+»+ 0 
OÎ=0]ô,+/I+1) 

etc. 

d'où  nous  conclurons 


— « — n-fl  — n 

d’oit  /-[>]=0 ]—»[/>] 


— « — Z —fl 


P [/’]=[/’]—  («+  00] 


— r--l  — fl—  | 


p-*"=A[p]+  B 
—nA 


P 01-03— 0+003 

etc. 


03  + . . ArO]+etc. 

— (n+i)5|  — («  + /n)Al 

résultat  qui  ne  diffère  de  son  analogue  dans  le  n*.  précédent , que 
par  le  signe  de  n ; et  comme  tous  deux  coïncident  lorsque  r.—o , 
on  est  en  droit  d’affirmer  que  le  second  doit  se  déduire  du  premier, 
en  y changeant  simplement  le  signe  de  n.  On  prendra  donc 

„ »(«+»)  » f *(n  + i)(n+l)(n  + 3)  n(/î+i)(n  + i) 

A=i,  B-— , t- 


etc. 


3 


et 
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et  l’on  voit  que  la  série  ne  s’arrête  plus  comme  pour  le  cas  de 
l'exposant  positif. 

On  peut  former  successivement  les  valeurs  de  p~',  p~‘t  p~\  etc. 
en  partant  de  la  valeur  de  p’’  qui  est  i , et  en  faisant  en  consé- 
quence n=z  i,  dans  l’expression  de  p~‘+‘  rapportée  plus  haut,  laquelle, 

O 

à cause  de />“=[/*]  , donne 

A~  i,  B — A — O,  C — iS  = 0,...A’ — (i  + m)Af— o, 

d’où  on  tire  > 

-t  — a — t —«  — *— * 

/>"'=[/’]+  i[/>]+ 1.  ![/>]+ + 1.3 (/«+!)[/>]+ etc. 

Supposant  ensuite  n—i , la  puissance  p~,+'  se  changera  en 
en  la  comparant  au  développement  ci-dessus , il  viendra 
A = 1 , B — lA  = J , C — j S=  1 . 1 , etc. 

et  par  conséquent 

+ + etc- 

En  continuant  ainsi , on  trouvera 

A’-5- [/,J  + 6[H  + 3?L/’]  + «c.  (*). 

904.  Avant  de  terminer  l’exposition  des  propriétés  générales  des 
puissances  du  second  ordre  , il  nous  reste  à montrer  comment  on  ex- 

n n ji_i 

prime  la  fonction  [/’+?],  par  le  moyen  de  [/>],  [/>],  etc. 

n n — 1 

Puisqu’on  a [/?]  = [/>](/> — n + 1),  il  s’ensuit  que 

«—I  n «—I  a 

[/>](/>+  i)=[/»3 +«[/>]  ; mais  en  développant  l’expression  [/>+  1]  , 

(*)  Les  formules  de  Stirling  ne  sont  pas  tout  à fait  les  mêmes  que  celles-ci  , 

» — » 

parce  que  n’ayant  pas  apper^u  la  loi  de  continuité  qui  lie  [p]  à [p] , il  prit  pour 

analogues,  dans  le  système  des  puissances  du  second  ordre,  les  expressions  p et  — , 

P » 

qui  ne  le  sont  que  dans  celui  des  puissances  du  premier , et  il  trouva  en  conséquence 

1 1 

p 

/>’  ~ riF+'  ) +/’(f’+1KF+2)+/,(f+>)(/,+2Kf+3) + etc‘ 

etc. 

résultats  qui  s'obtiennent  en  divisant  par  p les  deux  membres  des  valeurs  de  p', 
p~\  etc.  rapportées  ci-dessus. 

Apptnditt,  • L 
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il  est  aisé  de  voir  que  [ p + i ]=(/>+  OO  î : 00  aura  donC 
0 + «]  = [/’]  + n\p\ 

Maintenant  si  l’on  met  p+ 1 , pouT  p , il  viendra 
[/>  + i ] = [/’  + »]+'»  [/’+*]* 

n *-î 

et  substituant  dans  cette  équation  pour  O 4*  i]  ct  C/,+  I]>  |eurS 
valeurs  déduites  de  la  précédente,  soit  immédiatement,  soit  en 
y changeant  n en  n — i , on  trouve 

0 + i]  = [>î  +*»[/’]  + «(«— OOÎ* 

Et,  écrivant  encore  />+ 1 , au  lieu  de  p , et  en  opérant  comme  ci- 
dessus,  on  obtiendra 

«—1  «—J 

[/,+  3Î  = OÎ+în[/>]  + 3«(»— ,)C/’]+n(a“1)(a'7^ 

L’induction  tirée  de  ces  résultats , dans  lesquels  les  coefficiens  numé- 
riques sont  ceux  du  binôme,  nous  conduit  à cette  formule  générale  : 

[/,+î"]^=0]  + [?]  [o]  [n]  [/>]  + [?] [o]  [«]  03 

+ [f ] [ô]  [ « ] [/]+  [?] [o]  [ »]  [/]  + etc- 

qui  peut  se  vérifier  par  un  moyen  analogue  à celui  que  nous  avons 
employé  dans  le  n°.  860.  Soit  pour  cela 

[p +,]*[,] +a  c»  5 [p  r+  j t «î  [f  r+  c c»  3 o r+  «=• 

et  changeons  q en  q+  1 , nous  aurons 

[o+ÿ-t-  i]=[^+ il+^O]  0+0 +•*[«]  0+  t]+C[«]0  + 1]+  e|c* 

mettant  au  lieu  des  puissances  de  p+ 1,  leur  expression  déduite 

de  l’équation  [f+  i]‘=  O]+«03 , nous  obtiendrons 

[f +Î+  i]=W+^j[“]W+^["]W  + ^|["lW+  etc- 

résultat  qui  montre  évidemment  que  les  coefficiens  A , B , C,  etc. 
suivent  dans  leurs  accroissemens  les  mêmes  loix  que  ceux  de  la  puis- 
sance q du  binôme  , et  doivent  par  conséquent  demeurer  identiques 
avec  ces  derniers  , puisqu’ils  l’ont  été  à leur  origine. 
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903.  Retournons  maintenant  à l’intégration  des  différences  ; 
passons  aux  fractions  rationnelles , et  supposons-les  décomposées 
en  fractions  simples,  comme  pour  l'intégration  des  différentielles 
( n°.  364  ).  On  pourra  toujours  intégrer  parmi  ces  dernières  chaque 
couple  de  la  forme 

A A 

a +a  + A x -J-  a ’ 

car  il  est  évident  que 

A A_  _ A 

A + a + A A + a A + a ’ 

et  en  prenant  l’intégrale  de  chaque  membre,  on  arrive  à 

f A A ) A 

2 ! ; 1 — f-  corne.  * 

(.  A + a + A x + a J x + a 

Il  est  à remarquer  que  ni  l’une  ni  l’autre  des  fractions  du  premier 
membre  ne  peut  s’intégrer. 

t-  • 1 3A+1  A ... 

Soit  pour  exemple  — — — — -,  La  décomposition  de  cette 

A(V  + A)(x+iÂ) 

fraction  en  fractions  simples  conduit  ù 

3X+1A  11  1 1 i 1 

a(a  + A)(.ï+ 1/1)  A x A x+A  A*  x+iA  ’ 

par  la  formule  générale  obtenue  plus  haut , on  a 

A AA 

2 x , 

A+a  A+a+A  A+a 

, 1 t 1 

et  par  conséquent  2 - = z ... ; 

en  substituant  cette  valeur , on  trouvera 

3A+1A  1 f 1 1 3 1 1 

x(x+A)(x+iA)  A i a+A  x+iA  J A a’ 

mais  2 { — — î— ; > = : il  viendra  donc 

1 a+ xA  a+a  j a+a 

3A+1A  2 1 3a+A 

S x(x  + A)  (x  + 2 A)  ~ ’ A(x  + A)  Âx  + COÎttt'  ~~  A a(a+A)  + <WU<‘ 

On  auroit  pu  mettre  immédiatement  la  formule  proposée  sous 

Li 


* 
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une  forme  évidemment  intégrable  , en  l’écrivant  ainsi  : 

Jar+i  A t I I I il  i » 

.r(r  + A)(.v+  iA)  A x A x-\-h+  h x + h h x + lh 

et  on  auroit  conclu  sur  le  champ 

tx+iA  il  il 

s = — 4*  couse. 

x(x+h)(x^-ih)  h x A x + A 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  connoître  l’esprit  de  la  méthode, 
et  l’on  voit  par  ce  qui  précède  combien  il  doit  être  rare  de  tomber 
sur  des  fractions  rationnelles,  qui  soient  la  différence  exacte  de 
quelque  fonction  primitive.  En  revenant  sur  ce  sujet  par  les  mé- 

, A 

thodes  d’approximation , nous  ferons  voir  que  la  fraction  ^ - , 

n’est  pas  même  intégrable  par  logarithmes,  comme  lorsqu’il  s’agit  des 
différentielles. 

ç)o6.  Les  cas  où  l’on  peut  intégrer  les  différences  irrationnelles 

sont  si  rares  et  si  particuliers,  que  nous  ne  nous  y arrêterons 

pas  ; on  en  reconnoîtra  d’ailleurs  les  caractères  , en  différentiant 

des  fonctions  irrationnelles , et  nous  passerons  en  conséquence  tout 

de  suite  aux  fonctions  transcendantes , parmi  lesquelles  il  s’en  trouve 

plusieurs  qui  se  prêtent  assez  facilement  aux  intégrations.  De  ce 

nombre  est  la  fonction  a1. 

. ....  a* 

En  effet,  puisque  î) , il  s ensuit  -za*=—h — -+conse. 

On  intègre  aussi  l’expression  a* y , lorsque  y est  une  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  x ; car  si  l’on  fait  yz=*+ px  + yx’ + fx* + etc. 
que  l’on  suppose  ensuite 

sa*(x  + /}x  + yx‘  + S'x:‘+  etc .)=ax(A+  Bx+  Cx‘  + Dx*+  etc.  ) 
et  qu’on  prenne  la  différence  de  chaque  membre , on  trouvera 

, ia^HA+SCx+h)  + C(x+hy+D(x+hy+  etc.) 

développant  le  second  membre  et  divisant  tout  par  a’,  il  viendra 
*.+  Q x +yx'  + J'x’*  + etc.  =(a* — i ) (A+  Bx+  C x' 4- DxJ  + etc.) 

4-  a*  h (B  4- 1 Cx  + 3 Dx * 4-  etc.  ) 
4-4*A*(  C4-  ]Dx 4-  etc.  ) 

4-a*As(£>4-  etc.  ) 

4-  etc. 
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Comparant  les  termes  semblables  dans  chacun  des  membres , on 
aura 

« = — 4 +ai(A+  Bh  + Ch‘+Dh,+  etc. 
j3  — B 4-a4(Z?  4*  i C A *4*  3 Dh 1 4“  etc.  ) 
y — — * C 4"  û*(  C 4"  4"  etc.  ) 

J1  = — Z?4-a4(Z?+  etc.) 
etc. 

Si  pour  donner  un  exemple  on  veut  terminer  à yx‘  la  fonction  y , 
on  fera  ^=0,  ce  qui  donnera  Z?  = 0,  et  on  trouvera 


C — 


a 


a* — 1 

fi — 1 C a*  h a*(jB  — 1 >-  A ) — 0 


(«*“«)■  . 

a—B^h—C^k'  a,4(«— IA  4-  >A»)— a4(i«  4- &h—yh')  4~  « 

A~  7^7  - (a*-l)3 

d’oil  on  tirera  ra'(  « 4-  Æ * + >**)  = const.  4- 

. (a’4(a— $k  + yh‘) — a4(i*4-£A — yh')  + * , (a*(<3— i?A)— 1)at  i yxl 
* \ ( a4—  I y + («4— 0*  «*— « 

907.  Venons  maintenant  à l’intégration  des  fonctions  circulaires. 

Elle  s’effectue  par  les  formules  trouvées  plus  haut , lorsqu’on  fait 
usage  des  expressions  exponentielles  de  ces  fonctions  ; on  a , par 
le  n°.  37  de  l’Introduction , et  par  le  précédent , 

ftrV'—  1 a— I 

e sin  *=  s — 7 — = — s e-*'-’ } 


1 3/ — t • 13/ — 1 

t c ) 

= 2V/_i  l t4*'— ‘_i  1 j 

e— {*— *)*^— 1_ ' £-'*'-■) 


+ conrr. 


+ COflif. 


2 1 ( i — ( e4'-  4-  c~hy-')  ) 

Le  dernier  de  ces  résultats  étant  transformé  en  fonction  de  sinus  et 
de  cosinus  , devient  successivement 
sin  (.v — A) — sin  x 


s sin  x = 


1 ( t — cos  A ) 
sin  x — sin  ( x — A ) 


4-  const. 


cos  ( x — j A ) 

: — P const.  — — ^ — ~~~  4-  const. 

4 ( sin  j A )*  1 sin  7 A 
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au  moyen  des  relations 

i — cos^=ri(  sin  jA)‘,  sin.4 — sin2?=isin  j (A — 2?)cos  \(A+  B). 

On  étendroit  sans  peine  ce  procédé  à beaucoup  d’autres  fonctions 
du  même  genre  , mais  il  paroîtra  sans  doute  plus  commode  d’opérer 
immédiatement  sur  les  sinus  et  les  cosinus,  ainsi  que  nous  allons 
le  faire. 

908.  i\  L’équation  cos  A — cos  B= — îsin^  (A — 2?)sin  7 (/#+ .B)  > 
donne 

a cos  x = cos  ( x 4.  A)  — cosa-= — î sin  7 A sin  ( x 4-  7 A)  , 
d’oii  on  tire 

. , ,,,  a cos  . acos(.v — { A) 

sin(.v  + j A)  = . - , et  sin at= : — —L — > 

' xsin  7/1  2 sin  7 A 

en  écrivant  x — 7A,  au  lieu  de  x\  prenant  ensuite  l’intégrale  de 

chaque  membre  de  la  dernière  équation , on  obtient , comme  ci-dessus , 

cos  ( *—  \h) 

. z sin  x = - ; — - 4-  conu. 

1 sin  7 A 

a*.  L’équation  %\c\A — sinfl=isin  j — B)cos  7 (.^4- S)  » donne 

a sin  a;  = sin  ( a:  4-  A ) — sin  ar  = 2 sin  7 A cos  ( a:  + 7 A ) , 
d'ob  il  suit 


/ . . . a mu v 

COS  ( -V  + 7 A ) = -,  cos  AC  = 

2 sin  7 A 

sin  (a:  — 7 A) 


A sin  ( x — 7 A ) 


S cos  x = • 


1 sin  7 A 
4-  const. 


1 sin  7 A 

3*.  La  conversion  des  puissances  de  sinus , de  cosinus  et  de 
leurs  produits,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  d’arcs  multiples, 
ramènera  aux  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver , l’inté- 
gration de  la  fonction  générale  sinx"cos  a",  lorsque  les  exposans  rn 
et  n seront  des  nombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite  de  termes  de  la 
forme  Asinqx,  ou  Acosqx,  dont  les  intégrales  se  déduiront  de 
celles  de  sin at  et  A cosx,  en  écrivant  qx  et  jA,  au  lieu  de  x 
et  de  A ; et  il  est  facile  de  voir  que  l’on  aura  en  général 
coi{pJrqx—'-qh) 


ssinC » + ?*)  = ■ 

zcos(/>4-fx)  = 


1 sin  7 q A 

sin(/>  -f  gx  — \gh) 
1 sin  7 q k 


4-  const. 
-J-  const. 
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Lorsque  le  développement  de  la  fonction  sin.rn'cosx"  contiendra 

des  termes  constans , son  intégrale  renfermera  l’arc  de  cercle  x , 

• x 

puisque  s A z=Azx’—A  - . 

h 

909.  On  peut  encore  pousser  plus  loin  l’intégration  des  fonctions 
circulaires  et  obtenir  la  fonction  primitive  dont  la  différence  est 
i^sin  ou  xpcosx',  x'  étant  une  fonction  de  x ayant  pour  dif- 
férence première  la  constante  A'.  Les  développemens  des  fonctions 
a { (jt — A)?cos(x' — £ A')»}  et  s { (a  — A )rsin  ( x' — j A'  ) } , 
donnent  les  équations 

a { (*— A)'cos(  a'—  i A')  } —x'cos.{x’  + i A)— (*— A )’cos  ( i A'  ) 

= x',{cos(jr'+  7 A') — COi(-t' — 7 A')  } + 

( - xf~'h -1—  \*-%h * -fr ‘ 1 — — ■t,~JA’ — etc.  }cos( v' — 7 A') , 

li  1.1  1.1.3  ' 

A { (x— A)'sin  {x'—  ^ A')  } =*'sin  ( *'+  £ A') — (.V — A)'sin  ( .v'—  '-h') 

-sf  { sin(a'  + 7A') — sin(*' — * A')  } + 

.(  -xf~'h — f’^P~—x,-‘h'  — — x^h' — etc.  ) sin(*' — 7 A'). 

(.1  1.1  1.1.3  J 

Substituant  dans  l’une  la  valeur  de  cos  ( x'  + 7 A')  — cos  ( .v' — 7 A'  ) , 
et  dans  l’autre  celle  de  sin(a'+ jA') — sin  (x' — 7A'),  il  viendra 

a{  (a— A)'cos(.v  — 7 A')  } = — 1 ar'sinx'sin  7 A'-f 

\-x!~'h P-  ^■pT7~xr~'h'  + -— — I~  P — \p~3h: — etc.]cos(.r — ; A'), 

(.1  i.i  1.1.3  ’ 

A { {x— A)?sin(je' — 7 A')  } = 2 .x'cosa'sin  i A'  + 

f C-x'-'h p(f’—~xr~‘h * -f — - — —x’^h — etc.  j sin ( x' — 7 A' ) ; 

(i  1.1  1.1.3  > 

tirant  de  ces  dernières  la  valeur  Je  a/sina;',  celle  de  xfcosx' , et 

prenant  l’intégrale  de  chaque  terme  du  résultat,  on  aura 

. , (x— AVcosf*'—  -!//) 

s *'sin *'=  — - ' ■■■■,  ‘ ■ ■ + 

1 sm  7 A' 

— As**— cos(s' — 7 A’) — P (/*  3 A’xv-cos  ( a.'— 7 A'  ) 

isin  7 A f 1 .1.1 

a.  ïSjL LÎ.  ~ — — Ass  ar*'-3cos  ( x' — j A'  ) — etc.  1 + consc. 

î.i. 3 ) 


SS 
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X x'COS  x = - 


( x — A )?sin  (x' — 7 A') 


i sin  £ A' 


— (-As  x'-’sin  ( x'—  i h'  ) — — — — A*zxf"*sin  (x'—  £ A') 

i sin  j A li  i . i 


+P{P  _ZJ  h,x  xP-3sin  ( i /,')  — etc.  j + «mit. 

. Si  l’on  fait  d’abord  p = i , ces  formules  donneront 

s x sin  x'=  — 7 h ^ + * /*,  — rcos(x' — \K) + consr. 

istn^A  isin^A 

i X cos  x'=  (A— j!__x sin(x' — jA') + consr. 


et  comme,  par  le  n”.  précédent,  on  a 
cos(x' — A') 


xsin(x' — jA')=- 
il  en  résultera 


i sin  7 A' 


scos(x' — jA')= 


sin  (x' — h*) 
i sin  7 A'  ’ 


, (x — A)cos(x' — 7 A')  Asin(x' — A') 

x x sin  x = — . , — + -7 — ■ 

i sin  j A ( i sin  7 A )* 


. (x — A)sin(x' — 7 A')  Acos(x' — A') 

; x sin  x — — : — --r. r — ; — , — r 

1 sm  7 A ( x sin  ; A ) 


const. 


Avec  ces  expressions  on  obtiendra  celles  de  sx'sinx',  sx'cosx', 
en  faisant  p—% , pub  celles  de  sx’sinx',  Sx3cosx',  en  faisant  p—]  , 
et  ainsi  de  suite;  on  sera  donc  en  état  d’assigner  l’intégrale  des 
fonctions  y sin  x , y cos  x , dans  tous  les  cas  où  y sera  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  x. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l’on  prend  x=ax'+  b , ce  qui 
donnera  h=ah',  on  conclura  immédiatement 

2(ax'+ A^sinx',  2 ( ax'  + bfcos  x', 
de  sx'sinx',  Sx'cosx',  en  changeant  hors  des  sinus  et  des  cosinus 
seulement,  x en  ax'+b  et  A en  ah'.  On  n’a  pu,  jusqu’à  présent, 
faire  pour  les  tangentes  et  les  sécantes  , ni  pour  les  fractions  ayant 
pour  dénominateurs  des  puissances  de  sinus  et  de  cosinus , ce  que 
nous  venons  de  faire  sur  les  fonctions  rationnelles  et  entières 
de  ces  derniers. 

910. 
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910.  L’intégration  par  parties  se  pratique  sur  les  différences  aussi 
bien  que  sur  les  différentielles.  Soient  P et  Q , deux  fonctions  quel- 
conques de  x , et  faisons  E P Q = Qe  P + [,  { étant  une  fonction 
inconnue  de  la  même  variable.  En  prenant  la  ditférence  de  chaque 
membre  de  cette  équation  , on  aura 

PQ.  = (Q  + *Q)z(P+*P)  — QzP+±{; 
développant  et  réduisant , en  observant  que  QeaP=PQ  , il  viendra 
o = ,a<2z(P+  a/>)  + A?,  ou  û{=-af2s(f+4/’), 
et  par  conséquent 

{=—  £(aQs(/>+a/,))=— EsQeP,  , ePQ=QxP—e(±QeP,).  • 
Soit  encore  e(aQeP,)z=aQs.’P,  +{(*);  si  l’on  prend  les  différences 
et  que  l’on  opère  comme  ci-dessus , on  trouvera  successivement 
a QxJ>,  = (aQ  + a-Q)2(£/’, + />l)_A<2r,/,.  + A{ 
o=41Qï(ïP,  + f1)  + iî,  ou  a{=-A'Qï(ïP,  + />,). 

Il  est  facile  de  reconnoître  que 

ïf>1  + ?l=ïP1+4.ï?I=l(P1  + iP1)=XP„ 

et  l’on  aura  par  conséquent 

= — a'Qe'P,  , EPQ  = QïP-4QrPl  + ï(A*Qï,P1). 
Pour  aller  au-delà  de  ce  résultat,  on  fera  2(a*Q£*P1)=a*Q25/,1  + ç, 
et  on  obtiendra 

a*  Q *'P.=  ( a*  Q + a3  Q)  E ( s‘P,  + X P.  ) — a1  Q e'P,  + a i 
o=a'lQï(ï,P1+ïP1)  + 4{l  ou  a^-A’Q^ï’P.+  JP.), 
et  comme 

E‘P,+  E P,=x'Pt  + a . x*/\=  z‘(P>. + a i\) = ï‘/>, , 
on  parviendra  à 

S f>  Q = Q s P_  a Q s’P,  + A* Q s ’P,— ï(a’Q  s3P,  ). 

En  général,  soit  s(a 'Q.sAPn),  le  terme  auquel  on  arrive  après  n 
opérations  semblables  aux  précédentes  ; si  l’on  suppose  que 
2 (a’<2s"/>,)  = a-<2 s"+‘Pn+  ?, 
et  qu’on  répète  sur -cette  équation  ce  qui  a été  fait  sur  ses 
analogues , on  en  tirera  l’équation 

z ( a“Q  E'Pn  ) = A -Qf+'Pn—  x(  a"+'Q  z'+'Pn+,  ) , 


(•)  Ici,  de  même  que  pour  les  différences , on  écrit  E‘X , E3X,  etc.  au  lieu 
de  2(2*)  , 2(2(2*)),  etc. 

Appendice,  M 
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qui  renferme  la  loi  de  cette  expression  élégante,  donnée  pour  la 
première  fois  par  Taylor,  dans  les  Transactions  philosophiques  : 
x/’Q  — QlP — sQx'P,  + ï'Qz'P, — + x'QxlPi — etc. 

Si  l’on  y met  pour  P, , P,,  />, , etc.  leurs  valeurs  en  P , et  qu'on 
effectue  les  intégrations  qui  deviennent  possibles,  elle  se  change  en 
xPQ  = QxP — a Q ( x'P  + S P)+  a*Q(ï1P+  iz'P+xP) 
— a’Q^s'/’  + ^2P  + 3 x’P+  sP)+  etc. 

C’est  sous  cette  forme  que  Condorcet  l’a  présentée  dans  son  Essai 
sur  t application  de  [.Analyse  à la  probabilité  des  décisions,  p.  163. 

Elle  s’arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q mène  à des  diffé- 
rences constantes  dans  un  ordre  quelconque  ; et  si  la  fonction  P 
est  susceptible  d’un  nombre  suffisant  d’intégrations  successives , on 
parvient  à l’intégrale  exacte  de  la  fonction  PQ. 

911.  Il  suit  de  là  que  l’on  peut  intégrer,  i°.  toute  fonction  de  la 

, Bxc+  C*>  + 

forme , 

n 9 

[*] 

quand  les  exposans  du  numérateur  seront  entiers  et  positifs. 
x°.  Toute  fonction  de  la  forme 

C*> ), 

quel  que  soit  le  signe  de  m. 

3°.  Enfin  toute  fonction  de  la  forme 

sinx“cosx‘(.'<**4'  3xc+  Cx * ), 

pourvu  que  m et  n soient  positifs , et  en  changeant  le  produit 
sin  *"cosx’  en  sinus  et  cosinus  d’arcs  multiples. 

n 

C es  remarques  sont  fondées  sur  ce  que  les  fonctions  [x],  am‘,  sin* 
et  cos  x , sont  susceptibles  d’un  nombre  quelconque  d’intégrations 
successives  ( n".  901 , 906 , 908  ) ; elles  méritent  d’autant  plus 
d’attention  qu’elles  comprennent  à peu  près  tous  les  cas  oit  l’on 
peut  intégrer  les  différences  qui  ne  dépendent  que  d’une  seule  variable , 
et  qu’elles  conduisent  par  conséquent  à la  sommation  d’un  grand 
nombre  de  suites  ( n°.  897  ). 

911.  On  exprime  aussi  l’intégrale  d’une  fonction  quelconque  u, 
par  le  moyen  de  ses  différences.  11  suffit  pour  cela  d’observer  que 
si  l’on  fait  X u =U , et  que  l’on  désigne  par  U_n  la  valeur  que 
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prend  V , lorsqu’on  y change  x en  x — nh  , on  passera  de  U à U_„ , 
par  1a  formule  du  n°.  873  , qui  devient  dans  ce  cas 


1 1.1  1.1.3 


et  donne  par  conséquent 


U—U_ 


n n(n+ 1) 

I 1.1 


A « + 


I.I.3 


a — etc. 


après  qu’on  y a substitué  pour  a U,  a 'V , a3£/,  etc.  leurs  valeurs 
déduites  de  l’équation  U =x,u. 

Mais  il  est  visible  que  U — U_K  n’est  autre  chose  que  l’intcgrale  de 
la  fonction  u , prise  depuis  x , jusqu’à  x — nh , puisque  d’après  les 
conventions  établies 


v =“_.+“_.  + “_i  + etc. 

u-n~  etc. 


on  aura  donc 


n n(n+t)(/7  + i)  »(«+ ,)(«  + i)(»  + 3). 

2 u — -a— Aa  q A a A*u  4.  efc 

1.1.3  1.1. 3. 4 ~ 


l.i 


en  se  rappelant  que  par  cette  valeur , l’intégrale  est  renfermée  entTe  les 
limites  * et  x — nh. 

Quoique  pour  rendre  le  passage  indiqué  ci-dessus  plus  facile 
à saisir,  nous  ayons  supposé  que  le  nombre  n fiât  entier,  il  peut 
néanmoins  ici , comme  dans  la  formule  du  n".  873  , être  quel- 
conque; d’où  il  suit  que  si  on  veut  pousser  l’intégrale  jusqu'à 
l’origine  des  on  aura  encore 


E„=  'W±W+  3) 


1.1 


1.1.3 


1.1.3. 4 


+ etc. 


je'  désignant  le  rapport  de  x à h. 

Lorsque  la  différence  A de  l’abscisse  devient  évanouissante  et  qu’on 
prend  les  limites  en  conséquence,  la  valeur  de  2a  devient  celle 
de  fudx , que  nous  avons  donnée  dans  le  n”.  485  , comme  l’ex- 
pression générale  de  «„  se  change  dans  la  série  de  Taylor  ( n’.  861  ). 

M 1 
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X u h 


En  effet 
x'h 

— — u « 

, on  trouve  successivement 
x'h'(x'+ 1 ) Au  _ x'h\x'-\-  i)(x'+  2) 

A *u 

1 

I . 1 

h 1.1.3 

A* 

_ x'h 
-—a- 

.«"*’0+rXI+p) 

1 A'U 

I . 2 

, -r 

h 1.1.3 

~h~ 

+ etc. 


+ etc. 


d’où  on  conclura 

.v*  du  *s  d’u 

f udx—  x u — — + ■ etc. 

1.1  dx‘  1.1.3 

si  l’on  fait  attention  qu’à  cause  de  * =r  x'h , le  rapport  x augmente 
à mesure  que  A diminue , et  devient  infiniment  grand  lorsque  cet  ac- 
croissement s’évanouit. 

On  parvient  encore  à une  expression  de  su,  qui  diffère  de  celle 
que  nous  venons  d’obtenir,  en  ce  que  les  quantités  b,  a a,  a'u, 
sont  relatives  à l’autre  limite  de  l’intcgrale.  Supposons  qu’on  de- 
mande la  valeur  de  l’intégrale  sa,  prise  depuis  x = a jusqu’à 
x — a + n h : »n  désignera  alors  par  A , aA  , a'A  , ce  que  de- 
viennent les  quantités  a , a u , A'u  , etc.  lorsqu’on  y change  x 
en  a;  on  aura,  par  la  formule  du  n°.  873 

„ , . n(n — >)  , n(n — — 1) 

sa  — xA  =n  A + -*A  d — — a' A + etc. 

1.1  1.2.3 

et  en  prenant  depuis  x=o  jusqu’à  xxxx'h,  il  viendra 

. x'(  x' — 1)  x'(x' — 1)  (x' — 2) 

sa  — s A = x'A  + -aA-\ - 1 a'A'+  etc. 

1.2  1.2.3 

formule  dans  laquelle  A’  représente  la  valeur  de  a dans  l’hypothèse 
où  x — o. 

913.  L’utilité  dont  est  l’expression  de  sa,  pour  la  sommation  des 
séries,  a porté  les  Analystes  à s’en  occuper  beaucoup,  et  ils  sont 
parvenus  à lui  donner  plusieurs  formes  très- élégantes.  Euler  la  fit 
dépendre  des  coefficiens  différentiels  et  de  l’întégrale/a<fx.  On  arrive 
à ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

A* 

dx'  I.j  dx'  1.2.3 


dzh  h'  d'z 

A z ■=■  — - -1 i- j.  '• 

< dx  ■ + + 


+ etc. 
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. A dz  A*  d'“z  A3  <Pz 

qiu  donne  { = s-ttH S^-rd-etc. 

’ i dx  1.1  dU t*  1.1.3 

Si  on  fait  ^ — a , il  viendra  { —fu  dx  et 
dx 

du  d*u 

f u d x =hE  u + « A’x  — — fi  A’x etc. 

J </*  dx* 

en  représentant  par  « , fi , y , etc.  les  coefficiens  numériques  ; 

on  tirera  de  là 

t , , , du  d*u 

tu-=  -J  ud  x — «As- fi  A’x  — — — etc. 

A dx  dx 

Si  maintenant  on  prend  les  coefliciens  différentiels  de  chaque  membre, 
d.*U  du 

en  observant  que  — ==  X , ce  qu’il  est  fort  aisé  de  vérifier, 
dx  dx 

on  obtiendra  cette  suite  d’équations 

du  1 d*u  tPu 

*77=ïu-mhs77*-l>hsdS 

d*u  I du  d'il  , d'u 

X =-  « A X ; — fi  A*x  

dx * A dx  dx 3 lia:4 

d’a  1 </’a  , d'u  « ii:a 

x = — - — — « A X — â A*s  . 

I^rs  A A *-* 


on  se  servira  de  ces  dernières  pour  éliminer  successivement  de  la 
valeur  de  xa  les  fonctions 

du  d'u  d'u 

2 s-r-;»  st~>»  etc* 

a*  dx 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nécessairement  de  la  forme 

1 du  d'u 

ïu  = -/udx  +Au+  Bh— - + CA’— - + etc.  • 

A dx  dx* 

La  détermination  des  coefficiens  A , B , C , etc.  s’opère  ici  comme 

dans  le  n\  864,  par  la  considération  de  la  fonction  particulière  t‘, 

pour  laquelle  on  trouve 

t c ' dr.t’ 

X«T=-j , ft,dx=t‘,  — - = 


d’oii  il  suit 


4— 1 A 


= — + A -j-  B A+CA*+  etc. 
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ce  qui  montre  que  les  coefficiens  A , B , C , etc.  ne  sont  autre  chose 
que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  A dans  le  développement 

de  la  fonction  — — — , réduite  en  série  ascendante  par  rapport 
à cette  lettre. 

914.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  et  sans  plus  de  diffi- 
culté , l’intégrale  répétée  zmu  ; car  la  formule 
d"z  d"*'z  dT+'z 

sir+-77^‘~'+377t1"+' 

conduit  à 

d"z  <T*'z  dm*'z 


etc. 


dx" 

A 


dx-*'  ' 


faisant  ensuite  — L = u , on  aura  et  par  conséquent 

dxm 

I du  d*u 

x"u=x  — J"u  d x“ — <thzm- $ h'zm- 1- etc. 

A J dx  dx' 

prenant  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre  de  cette  der- 
nière équation  , on  formera  les  suivantes  ; 

du  I d'u  d'u 

s'”-—  = xm~' — a A xm— — - — ?hx"  — — + etc. 

dx  A dx  dx 

d'u  1 d'u  d'u 

- = —f-'udx-—  U h X-jp  — + etc. 


dx 


dx* 


etc. 


à l’aide  desquelles  on  chassera  x"^  , zm-r—  > etc.  de  l’expression 

dx  d x* 

de  z h.  L’équation  finale  pourra  être  représentée  par 


B 


M . 


X-u=—/-udx-  + —f'-'udx-‘  + —f-'udx"'-'.  ..  + jfiidx 
du  d'u 

+ Nu  + Ph  — + CA’—  + etc. 

dx  dx' 

et  deviendra 


_ i_  A B 

1 “ Lu 1 "i"  tni — 1 


M 

' + T 


(<4—  i)m  A"  ‘ A—‘  ‘ A—* 

+ N + Ph  + Q A’+etc. 

les  coefficiens  A , B , M,  N,  etc.  sont  donc  encore  ici 
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ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h dans  le  développement 

de  7~I r~  ; et  déjà  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  remar« 

( « — 1 ) 

quer , entre  les  intégrales  et  les  puissances  négatives , une  analogie 
qui  n’est  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences  ont  avec 
les  puissances  positives  : en  sorte  que  l’on  peut  regarder  les  intégrales 
comme  des  différences  d’un  ordre  dont  l’exposant  est  négatif.  11  est 
visible  en  effet  que  d’après  ce  qu’on  vient  de  voir , on  peut  écrire 

t 

t 


XU  : 


(.=*-.)■ 


pourvu  qu’après  le  développement  on  change  les  puissances  posi- 


tives 


du' 


et  les  puissances  négatives 


d u~r 


en  pu  d ; 


dru 

dxr  7P’ r ° dx- 

et  puisque  l’on  a ( n°.  864  ) , 

✓ du 

Amu  = \ d1*''—  1)  , 

il  est  évident  que  l’expression  de  xmu  est  comprise  dans  celle  de  N*u , 
dont  elle  se  déduit  en  affectant  l’exposant  m du  signe  — . 

915.  Toute  fonction  qui  pourra  se  réduire  à une  suite  de  termes 
contenant  des  puissances  entières , soit  positives , soit  négatives  , 
de  A u et  de  1 u r sera  nécessairement  égale  à une  pareille  fonction 

—A 

de  cdx  — 1 , pourvu  qu’en  développant  les  deux  membres  on 
transporte  aux  caractéristiques  a et  d les  exposans  des  puissances  de 
ûa  et  de  du,  et  qu’on  change  en  intégrales  celles  qui  répondront 
à des  exposans  négatifs.  On  doit  conclure  de  ceci  : 1°.  que  l’équation 

—h 

{ log(  1 + Au)  }“=  { log ( 1 +e?x  — t)}m 
aura  également  lieu  de  quelque  signe  que  soit  affecté  l’exposant  m , 
et  comme  elle  se  réduit  à 

{ log  ( 1 + A u ) }m=  A"—, 


on  aura  , si  m est  négatif, 

t 


{ log  ( I + A U ) } 


■~pf‘ 


dxm 
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et  déjà  dans  le  cas  de  m positif  nous  avons  eu  , 

{ log(  i + a«)  }”=A"—  ( n°.  867  ). 
x°.  L’équation  évidente 
k‘ 


du 


qui  donne 


_k  *'  dj_h' 
(1  + o «)*  = ( 1 + — 1 )A  = eJx  , 


K 


{(«  +a«)A_,}”=  {S*  —1}’, 
et  d’oii  nous  avons  tiré 


—A' 


A'”«r=  — 1 }"  (n°.  873  ), 

pour  l’expression  de  la  différence  de  la  fonction  u , prise  en  sup- 
posant que  x varie  de  A',  subsiste  encore  dans  le  cas  où  m est 
négatif,  et  conduit  alors  à 


2 u -. 


{S* 

ï'  représentant  ici  l’intégrale  de  la  fonction  u , quand  la  différence 
de  x est  A'.  Dejcette  équation  et  de  la  précédente , on  déduit  celles-ci  ; 

A' 

+ — 1 }* 


{(I  + A.  )*-.}" 

qui  ne  sont  à proprement  parler  que  deux  cas  de  la  même  équation  ; 
l’un  se  rapporte  à l’exposant  -(-m  et  l’autre  à l’exposant  — m. 

Léibnitz  remarqua  le  premier  sur  les  différentielles  des  produits  de 
plusieurs  variables  l’analogie  qu’elles  ont  avec  les  puissances;  il 
montra  bientôt  après  que  les  intégrales  en  avoient  une  semblable 
avec  les  puissances  négatives.  Cette  connoissance  demeura  stérile 
jusqu’au  mémoire  que  Lagrange  publia  sur  ce  sujet  en  1771  ; il 
généralisa  les  idées  de  Léibnitz,  les  étendit  aux  diférences,  et  en 
déduisit  les  formules  qu’on  vient  de  rapporter  ; mais  ces  formules 
n’étoient  encore  que  les  résultats  d’une  induction  , à la  vérité  très- 

fine  , 
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fine , et  l’Auteur  les  regardoit  comme  très-difficiles  à prouver  direc- 
tement, lorsque  Laplace  en  donna,  dans  le  septième  volume  des 
Savans  étrangers , des  démonstrations  qui  réunissent  l’clcgance  à la 
simplicité  ; il  ajouta  quelque  chose  à ce  travail  en  1777  : c’est  ce 
dernier  Mémoire  que  j’ai  suivi  dans  ce  qui  précède.  On  verra 
dans  le  Chapitre  II , ces  mêmes  formules  faire  partie  d’une  Théorie 
complète  des  suites , due  entièrement  à Laplace  ; mais  dès  à présent 
il  paroitra  sans  doute  que  l’analogie  des  puissances  avec  les  diffé- 
rences est  précieuse  pour  trouver , retenir  et  généraliser  des  ex- 
pressions qui  coûteroient  beaucoup  de  peine  par  d’autres  mé- 
thodes. 

916.  La  formule  s”«  = — - se  développera  par  le 

r 

procédé  dont  on  a fait  usage  dans  le  n".  866 , à l’égard  de  la  fonc- 
tion ( t' — 1 )",  et  l’on  aura  les  relations  des  coefficiens  des  puis- 

dll 

sances  de  la  quantité  — A , qui  tient  ici  la  place  de  a , en  écri- 
dx 


vant  — m , au  lieu  de  n , dans  les  équations  de  la  page  17.  11  vient 
par  cette  opération 

A = — - m 
a 

1 A"  = — -(m — 1 )A  -t — — m • . 

* *•} 

5 A"  =■  — - (m — î )A"  q ( m — lïA m 

i a. 3 2.3.4 

— - (m — i)A''  + — (m— i)A" — + — 

aV  i.y  a. 3-4  1-3-4- 


etc. 

et  on  a par  conséquent 
1 /dus 


— h 
<.‘dx 


changeant  les  puissances  négatives  en  intégrale  , d’après  la  règle  pres- 
crite dans  le  n”.  914,  il  en  résultera 

s"«=  ±-fm«Jxf'+-r;^rr'-,uJx*-‘+  etc. 

h n n 


Appendice. 


N 


— m 
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Si  i’on  change  le  signe  des  coefficiens  affectés  d’un  nombre  impair 
d’accens , ou  qu’on  écrive 


zmu 


— + etc. 


les  lettres  >4',  W ",  etc.  dépendront  alors  de  ces  équations  : 


A'  — - m 

■ 

Z-irf''  =r  -(m — 1 )A'  H — — m 

zv  ' z.} 

iA"'  = -(m — i)A'  H (m — 1 )A'  -\ — m 

a 1.}  a.3.4 

aA"=  -(m — \)A"-\ (m — i)A"  * — (m — 1 )A'  -\ - m 

1 1-3  1-3-4  1-3-4-î 

etc. 


917.  Examinons  en  particulier  le  cas  où  m= t , dans  lequel  on  a 

2 us=  \fu  Jx  — A’ u + A"^-h  — A'"^-k‘+  etc. 
h dx  d x 

en  observant  que  le  terme  — A f"~'ud  x”~l  devient 

— Af'-'u  dx'~'= — Af'u  d x°—  — A' U. 

Les  coefficiens  A , A ",  A‘",  etc.  donnés  alors  par  les  équations 


A=  ~ 
2 - 


1 A= 


i.j 


\A"!=—  -An+ — 

z 1-3-4 

aA'=—-A" —A"+  

z z.}  1-3-4-5 


\AT—  — 1a-' L.A" — 

1 z.*î  1.3-4 
etc. 


■A"+ 


z.3.4 .5.6 

s'évanouissent  de  deux  en  deux , en  commençant  au  troisième  ; 
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c’est-à-dire,  qu’on  trouve  A"'—o,  A'=o , A'"=o,  et  qu’on  a 
par  conséquent 


I I du  d*u  cPu 

Xu  = -fudx K+ A“—  h— A"—  h3 + A'1 A5 — etc. 

A 1 dx  dx  dx 


918.  On  s’est  beaucoup  occupé  de  la  recherche  des  coefficiens 
numériques  de  la  valeur  de  Sa  , etc.  voici  comment  Laplace  est  par- 
venu à l’expression  générale  de  l’un  quelconque , indépendamment 
de  tous  ceux  qui  le  précèdent.  On  a premièrement 


, • +-^1  + A,h+A^+AAh3+  etc. 


en  multipliant  les  deux  membres  par  A , il  viendra 
— ^xA  -f-  A ,A  q-  A Ji*  ![•  A fl  A Ji3  etc. 


Cette  série  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  A,  il  résulte  du  théorème  de  Taylor  que 

„ 1 1 1* — t J 

n~  l dhr  * 

en  observant  de  faire  A=o , après  les  différentiations  ; cependant 
si  l’on  effectue  les  calculs  indiqués , les  valeurs  A , A,,  At,  etc. 
se  présenteront  toutes  sous  la  forme  de  £ : Laplace  a évité  cette 
difficulté  par  un  artifice  d’analyse  très-ingénieux.  La  fraction 

A A ,,  ik  £A 

1 — ===  n se  Recompose  en  -7- rr i 

r — 1 » » r*  ï * r« 

(c  — i)(c  +1)  e —1  e + 1 

de  plus , il  est  visible  que  lorsqu’on  fait  A = 0 , on  a 

'ÏÆ-}  '{=;}  . 

(pdhy  dh * ’ 

puisqu’il  est  indifférent  d’écrire,  au  lieu  de  la  quantité  A,  son 
multiple  p A qui  s’évanouit  en  même  tems  qu’elle.  On  tire  de  là , 
toujours  dans  l’hypothèse  de  A = o , 


A-Jj- 1 

\ 1 ) 1 1 J 

— = p ’ — ; 
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en  faisant  p = i et  q~n,  on  aura  donc 

G **  ) 

d)''h  ( d"  ) rA  f 

( ‘ +i)_ 

dhr  ~ 

■ ^i  .*Ui)  _-{^î 


»*  dh 
d’où  l’on  déduira 


,|_±_î 
l*1— r J 


f h ) 

. 

dh"  i" — i ‘ «/A"  ’ 

équation  dont  le  second  membre  ne  devient  plus  j , quand  on  y 
met  o pour  A. 

h • 

Si  l’on  donne  à -j-j—  la  forme  h ( e*  + i on  obtiendra  par 
la  formule  du  n\  107  , 

J'{  A (**+  0 -•}=d'k(e*+  1 )-  + nd'-Ad;(c*+  1)- 

.•••-f - n dkd*  1 )"'+  O"'» 

la  différentielle  dh  étant  prise  pour  constante , il  ne  reste  que  les 
deux  derniers  termes  du  second  membre  , et  la  supposition  de  h =0 
fait  encore  disparoître  le  dernier,  en  sorte  qu’on  a seulement 
“*{  *((*+  1 )-}  =ndhd'-.(c*+  i)-‘, 
lorsque  A = o,  ce  qui  donne 

4ELL * ^(‘*+  1)-  _ n 

dfi"  — I * dh"-'  2" ï dh"-' 

— d“~'  f ) 

et  par  conséquent  An— . J . ' ‘ + 1 ' 

»-i-3 (n — i)(i“ — 1)  dh-' 

Si  maintenant  on  calcule  les  différentielles  successives  de  la  quau* 

. , 1 

tllc  . » pont  en  connoître  la  loi , on  trouvera 


'Uni  -a 


(«*'+  »)*  ’ 


d' f ~ — | 

l^+tj  t"h — c‘ 


5 » e,c- 
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et  l’on  en  conclura  que  l’on  doit  avoir  en  général 

J'  {«Hl  1 *,«<*-•>*+ £,<<—>*+  B, «<-’>*. . . . + etc. 

Jh’~‘  («*+0'  1 

B, , B,t  B , , etc.  désignant  des  coefficiens  numériques  indépendans 
de  A.  11  est  d’ailleurs  évident  que  le  numérateur  de  cette  fraction 
ne  doit  contenir  que  des  puissances  positive  de  c*,  et  que  par  con- 
séquent le  second  membre  de  l’équation 


Jr- 


B/'~‘»  + B/'-'»+B/'-W. . . .+Bn_,t  * 


doit  s’arrêter  à d’oh  il  suit  que  si  on  développe  le  premier 

en  une  série  descendante  , ordonnée  suivant  les  puissances  de  /, 
cette  série  doit  aussi  se  terminer  à e*.  Or  on  a 


<?-('*+  t)- 

dhr~‘ 


e *(  i )~'=e  * — e_1,‘4-£-3^. 
=p{  e-i — ÿ~'£~tk — 4" 


-é~**+  etc. 
V4*+  etc.  } 


le  signe  — se  rapportant  au  cas  où  n est  pair  et  le  signe  + à celui 
où  il  est  impair  ; on  obtiendra  donc 

=♦=(<*+  i )"{c-4 — l'-'e-*1  + + etc. } 

= i,«t—  »+  .<-»)».  . . . + Bn_,e\ 

en  observant  de  s’arrêter  dans  le  développement  du  premier  membie 
au  terme  multiplié  par  «*,  parce  que  tous  les  autres  doivent  évi- 
demment s’évanouir.  D’après  cette  remarque , il  viendra 


( «*+  i )" 


«(—)*  { l'-'—n  } Qj 

— a—  — 3— »■!.,—  dfo"**1)  0 («—1)1 

I '-i  1.2.7 — ]+e,e- 


I . 1 
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Si  l’on  divise  les  deux  membres  de  cette  équation  par  (<r*+i)", 

qu’on  fasse  ensuite  4— o,  dans  le  second,  il  en  résultera 


V.  I t.i  i.i.}  ) 


et  enfin 


+{,-,-»--+^} 

■ , . X. 3 . ± j (^,r M^ir .a  + (^,r J 


Il  ne  faut  pas  oublier  que  le  signe  supérieur  convient  au  cas  oit  n est 
pair , et  le  signe  inférieur  a lieu  dans  le  cas  contraire. 

Cette  valeur  ne  peut  être  employée  que  quand  «>i,  car  elle 
devient  infinie  lorsque  n=r  ; et  on  prouve  avec  la  plus  grande 
facilité  qu’elle  s’évanouit  dans  tous  les  cas  où  n est  impair.  En  effet , 
par  la  formation  des  différences  successives  ( n*.  86o  ) , et  en 
mettant  à part  les  termes  dans  lesquels  les  facteurs  de  la  forme  ( n — i)"-1 
deviennent  de  celle-ci  (—if)’-1,  parce  que  i l’emporte  sur  n , on  a 


&^(n-!)'-•=(n-.)•-•-y(n-^r,+^^(»--îr, ) ■ 

apn  (n — n)'~  ' ± (n — n — I )’- 1 ) 

!!(«— »)-'  + (/f — 3)“— =fc(—l)- 

A'.(«— l)-'=(n—  l)-—  kn— + 4)"_‘  • • ■ .=F{r.(-i)"-_(— i)'-} 


A’.(n— 3)' 


=("-3  )-■-  "(«-4r  ' + -777^  (-.)*" +(-  3)-‘ 


etc. 

mais  comme  il  résulte  de  la  formule  du  n*.  864,  qu’en  général 
a*.x"-'=o,  les  premiers  membres  des  équations  ci-dessus  s’éva- 
nouissent , et  les  seconds  donnent  alors 
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(^— 3)"_1— Y(,i— + + 

en  ne  comprenant  dans  les  premiers  membres  de  chacune  de  ces 
dernières  équations  que  les  termes  où  la  quantité  n — i est  positive 
entre  les  parenthèses  des  puissances  n — t.  Cela  posé,  il  est  évident 
que  le  numérateur  de  l’expression  de-rf„  renferme  un  nombre  pair  de 
termes  lorsque  n est  impair  ; si  l’on  substitue  à la  place  de  la  première 
moitié  de  ces  termes , qui  forment  les  seconds  membres  des  équations 
précédentes , leurs  valeurs , et  que  l’on  fasse  attention  aux  signes  de 
la  seconde  moitié  qui  se  déduisent  de  celui  du  dernier  terme , on  aura 
le  résultat  suivant  : 

?(„-*)»-  + . . . 

1 1 • i 

— {«— i)-’  + ”(« — 3)“— — 4)”"+  • • • 

+(«-3  ^-4),-,+n-^-)(n-îr' 

n . " n(n — i), 

— («— 3)"-'  + 4)’  ’ T7x^~~ ^ + ’ ’ * 4 

+(«— x)— — -(n — 3)’-'  + 4)— 

I I • 1 

n „ «(/z— 

-(«— i )— + 3 

dans  lequel  les  lignes  placées  à égale  distance  de  la  première  et  de  la 
dernière  sont  composées  de  mêmes  termes , mais  pris  avec  un  signe 
contraire  ; or  le  nombre  de  ces  lignes  étant  pair , leur  assemblage 
sera  identiquement  nul;  ainsi  jin— o,  lorsque  n est  impair. 
Lorsque  n est  pair , le  numérateur  de  a un  terme  moyen  exprimé 
f n/n  \“-1  n(n — i )/n  1 

=■=[(;)  -il-)  +\~rXi-)  —4 


par 


i,i 
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et  ceux  qui  sont  placés  à égale  distance  des  termes  extrêmes  sont 
affectés  du  même  signe , en  sorte  que  si  l’on  met  à la  place  du 
dernier,  et  de  ceux  qui  le  précédent,  jusqu’au  terme  moyen  exclu- 
sivement, les  expressions  équivalente» 

n(n — i) 

i,  i"_1 — n,  3"-’ — i «4 — , etc. 

il  viendra  , en  réunissant  les  termes  semblables  placés  à égale  dis- 
tance avant  et  apres  le  terme  moyen  , 


2.  i 

— x { i"-' — n) 


{n  n(n — l)  ) 


• • • • ' 
f 

,n  v—  n,n  > 

it— i 

\ _L 

»(»— 0/ 

/n 

i 

=F*[ 

fc-o  -TVI  1. 

) + 

i .i  ' 

S2 

i 

. j 

/ « Y-  i 

r+ 

«(*— 0/ 

"•  -zV"1- i 

[; 

* 

; + 

1.2  \ 

‘•i*  / J 

1 » 

=4=1 

J'~  i . x.  3 . . .(x/> — i)(x,f — 


. . n . , 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand  - est  impair , et  le  signe 

. _ . , . n 

inférieur  lorsque  ce  nombre  est  pair.  Soit  fait  -=/>,  et  concevons 

qu’après  la  substitution  on  divise  par  î le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  on  aura 

i (.P-')''"  + x)*'-— etc. } 

I-  { ~ etc.) 

+ { (p-ir'"-Y<-p-iY,"+ -—hp-ti*-'-**  c. } 


etc. 


A,,~  t.a.3...(s/—  i)0»v—  i)av-> 


ce  résultat  étant  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  p , p — i , 
p 2 , etc.  prendra  la  forme 

_(r_3).r— ■[  , , XP  ] */<*—  0 ■ ■ ip(ip-i)(ip—  2)  1 
l I 1.2  ’ 1.2.3  j 


+ etc. 


1.2 


1.2.3 
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Telle  est  l’expression  du  coefficient  du  terme  général  de  la  suite 

~t — ~ = ^{A+Afi  + A^h’  + Afl  + Aek’ + A>rh’r  + etc.}  , 

d’après  laquelle  on  forme  celle-ci  : 

I du  <Pu  „ (Pu  . d?*~“xu 

2 “ = -Afudx : + A tu+ A,—  A \ A A—  h* + AS  j^-A\ ..  + At/,~— — A *=•  + etc. 


919.  Si  l’on  fait  u=xm  dans  la  formule  de  l’article  précédent, 

on  aura 

„ *-■ 
s ,xm=A. 


-+A,xm+A,mx’,~'h  + A.m(m — i)(m — i)*”  5A* 

( m + 1 ) " 

+ Aem(m — i)(m — i)(m — 3 )(m — 4)*"  5A’-(-  etc. 
La  série  s’arrêtera  toutes  les  fois  que  l’exposant  m sera  entier  et 
positif  ; le  dernier  terme  sera 


A„  m ( m— 1 ) ( 171 — 1) i.xh" 

si  m est  pair , et 

Am+Mm—  I.A”, 

si  ce  nombre  est  impair. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  rapporté  dans 
le  n”.  898 , on  reconnoîtra  l’accord  qui  règne  entre  l’un  et  l’autre. 
Si  on  désigne  par  3 B,,  35,,  7 5, , 9 5,  , 1 ii?, , les  nombres 
absolus  , j , j , j , etc.  qui  multiplient  les  termes  de  l’ex- 

pression de  la  page  70,  à partir  du  troisième  terme  , on  aura 


À'— 

Bx  = iA, 

*-3-4-5 

5,  =—1.3.4^ 

A,—  •jB%. — - — 

1.3. 4.5. 6. 7 

) d’oii  ( 

/55  = 1.3.4. 5. 6A, 

^8 “9^7'  O 

2. 3. 4,5. 7. 8. 9 

lü,  = — 1.3. 4.  j.  fi.  7. 2A, 

^_=fc(z/+,)5w_li.3 ^ (v+l) 

^ B*p—\  • 3 • 4 • • • *p 

et  comme  la  formation  des  coefficiens  A , A,  , Am,  At , etc.  est  connue,' 
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celle  des  nombres  B, , B, , etc.  le  sera  pareillement.  Il  est  visible 

qu’on  peut  donner  à l’expression  de  2.x-  cette  forme  : 

Ar""*’1  _ m . „ m(m — l)(m — i)  „ ... 

r.*”= ->”  + £, — xa~'h — 5.— -- x"  3A5 

m+i  1 n ‘i  ' 1.3.4 

_ m(m — j)(m — i)(m — ])(m — 4)  ...  • 

+ B<  — — —xm~shi—  etc. 

x.j. 4. 5. 6 

dans  laquelle 

^|“SJ  ■®l==îô»  -®T=ïï»  ^9=66>  ®*C* 

Ces  derniers  nombres  ont  etc  remarqués  d’abord  par  Jacques 
Bernoulli , qui  donna  le  premier  l’expression  de  la  somme  de  !a 
suite  1",  1",  3”,. . mais  il  n’en  connut  pas  la  loi;  Moivre , 
dans  ses  Misccllanca  analytica , indiqua  la  suivante: 


B.—-i 


-Bx=± 


B< 


■+B, 

B.— 


— B,=-; 5 f-B|- 


6.  J-4 

x-3-4 

8.7.6 


B=-i-  — ± — -^B, 


etc. 


1.3.4 

10.9.8 


-(-*.) 


1.3.4 


1.3.4. 5.6 

< Br 

2.3.4. 5.6  ' 


{-bx)-10‘^-7:.Î.b. 


10*9. 8.7.6.  ^ j 

1.3. 4. 3. 6. 7. 8 


Euler  trouva  d’autres  relations  très-élégantes  entre  les  nombres 
B,  , 2?,  , B,  , etc.  qu’il  nomma  nombres  de  Bernoulli  ( numtri 
BcmouUiani  ) ; mais  il  n’en  dé  couvrit  point  encore  le  terme  général 
qui  se  déduit  facilement  de  l’expression  de  ; car  de  l’équation 

1 “ i 1.3.4....! p-^tf  » 


il  résulte 


V 


i*'—  1 ) 1’ 


>+ïyJ+0’— »)^,{+Y  } 

_(*-  .,w-  f , + V + v(v-i)(y~!)  ) 

l t 1.1  * 1.1.3  ) 


+ etc. 
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Exprimée  pai  les  nombres  B,,  2>, , etc.  la  valeur  de  xa  devient 

1 1 du  A d*u  h 3 

tu  — -fudx-~--  u + B- 5,— 5- 

hJ  1 dx  i 'dx3  1.J.4 


f D*i~\ — s 2 cl'" 

• dx*  a. J. 4. 5*6 

910.  L’intégrale  /u<fx  qui  entre  dans  la  formule  précédente^ 
pourront  en  être  chassée  au  moyen  de  la  série 

sT+ëzr-'tc-  < 48s  )♦ 

qui  s’arrête  aussi  lorsque  la  fonction  u a dans  un  ordre  quelconque 
des  différences  constantes;  mais  on  parvient  directement  à une 
expression  délivrée  du  signe /,  par  le  moyen  du  théorème  de  Taylor 
qui,  pour  les  quantités  n_?.  antécédentes  à u, 

donne  les  séries 


du  h 

, __L 

d'u  A* 

d'u 

h3 

d'u 
.4.  

A* 

- p+r 

dx  I 

dx'  1 .1 

dx 3 1.1.3 

+ dx * 

1.1.3. 4 

““  tlla 

du  h 

4 

d'u  A* 

d'u 

A1 

d'u 

A‘ 

pff* 

dx  1 

^ dx'  1 . 1 

1.1.3 

+ dx* 

1.1.3. 4 

““  ClW. 

du  A 

du  A* 

(Pu 

«3  “ _ _ 

A3 

d'u 

■ 4-  n* 

A'» 

- pfr» 

dx  1 4 

" dx'  1.1 

t/x1  1.1.3 

i . 1 • 3 • 4 

“ Clw. 

En  ajoutant  toutes  ces  valeurs  ensemble , on  trouve 

du  h 

xu  = nu — (1  +1  + 3- ... . + ir)  — 


+ (i*+  l*+3‘....  + n*) 


dx  1 
d'u  A* 
dx'  l.i 

d'u  A» 


+ ( .4+  i<+  |«„ . . + «Æ — 

dx*  1.1. 3. 4 

— etc. 

désignant  par  Sn,  [SV,  S n3,  etc.  les  sommes  des  puissances  des 

termes  de  la  série  1,1,3,....»,  on  obtient  cette  formule 

du  A ’ dlu  A‘  d'u  A5 

xu=nu — Sn.- (-.SV.— Sn*.~- p etc. 

dx  1 dx'  1,1  dx 3 1.1.3 

O i 
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et  on  a pour  déterminer  Sn,  Sn',  Sns,  etc.  les  équations 

S n = zn  + n , S n'=  «*,  S ri'=  xn3  + n\  etc.  ( n*.  897  ). 

On  rendra  semblables  entr'eux  tous  les  termes  de  cette  expression 
de  , en  observant  que  n = S n°,  et  on  aura 

du  h d‘u  h * d'u  h’ 

Zu  = Sn°.u — Sn.- |-in*.-— — — ■ in1.—  + etc. 

dx  I d.x‘  1.1  di 3 1.1.3 


911.  Si  on  rapproche  cette  formule  de  celle  du  n°.  919,  on  en 
déduira  l’expression  suivante  : 

lfudx=W+  i >-(*»  + iB.) +Sn.±  g 


d'u 


k* 


d'u- 


As 


d5u 


— ( Sn i B.) —,  + Sn*. — -(Sn*  + i*5) — s + etc. 

4 w 1.1.3  dx 3 I.1.-3.4  6 "1.1.3. 4.  J “* 

qui  peut  servir  à calculer  les  valeurs  approchées  des  intégrales  , et 
qui  se  change  en 

d u d*u 

fudx=.(Sx°+  i)«  — (5*+  ÏB,)—+  Sx'.^-j-; 


7 “(•**’+  i5‘); 


+ etc.  + con.tr. 


1.3  dx*'  1.3.4^*  ' ' * 4 1.3 .4. jdx3 

quand  on  fait  A = 1 , et  que  l’on  part  de  l’origine  des  ar. 

On  trouve  une  autre  expression  de  fudx , qui  ne  dépend  que  des 
différences , en  mettant  dans  le  développement  de  l’équation 

t r . 1 

-Judx  = ; , 

A log.  ( 1 + a u ) 

au  lieu  de  s.u  la  valeur  obtenue,  n°.  911.  En  effet,  cette  équation 
donne  par  le  changement  de  au~‘  en  et  de  s»'  en  u, 

\fu  dx  = s u + C,u  + C,n  u + + etc. 

h . , 

C, , C,  , C,  , etc.  désignant  des  coefficiens  numériques  faciles  à obte- 
nir, puisque  ce  sont  ceux  des  puissances  de  su  dans  le  polynôme 
{ 1 — ji«  + ja j a u' -(-  etc.  } 

Cela  posé,  si  l’on  chasse  2«  par  le  moyen  de  la  formule  citée, 
il  viendra , en  prenant  A = 1 , ce  qui  rend  *'=*- , et  se  servant 
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pour  abréger  , de  la  notation  de  Vandermonde  ( n°.  901  ) , 

fudx  — (C,+  x)u+(C,—  [o]  [x  + i])au  + (C,  + [o][x+ j]  )a*« 

+ ( ct— [°]  0+  3]  ) ‘Su  + etc. 

Cette  formule  qui  a été  remarquée  en  premier  lieu  par  Lorgna , peut 
être  fort  utile  pour  obtenir  des  valeurs  approchées  de  fudx  par  les 
différences  d eu,  ou  les  aires  des  courbes  par  les  différences  de  leurs 
ordonnées  équidistantes. 

-«I 

911.  On  étend  sans  peine  l’expression  de  x«  donnée  dans  le 

n°.  919  , au  cas  oii  l’on  a u=axy , y étant  une  fonction  quelconque 

de  x , parce  qu’en  intégrant  par  parties , d’aprcs  la  formule  du  n“.  9 1 o , 

a.*  y — alsax&y  . . ... 

on  trouve  x a’ y — — — ; substituant  pour  a y la  se.-ie 

fl*—  I 

qui  l’exprime , il  vient 

.(h  dy  h'  d'y  h3  ' d3y 

(a* — i)s a’y=a  y — a*!  -sa  ~ + sa  — -) ta'-i  + etc. 

v ( I dx  t.i  dx'  1.1.3  dx3 

• ^ 

Si , à la  place  de  y , on  met  successivement  ~ , — — , etc.  on 

dx  dx 

trouvera  les  équations 

, , dy  dy  , f h d'y  h'  <Py  ) 

(a* — l)sax— — = a1— a*<  -sa’- 1 S a’—  + etc.  f 

v ' dx  dx  {1  dx'  1. 1 dx'  ) 

(a*_t)sa'g  = a'g  -a*  ^ s a'g  + etc.  j 

etc. 

avec  le  secours  desquelles  on  éliminera  les  intégrales 
d y d'y 

50  Tx * ïa  JI*  ’ efc‘ 

Il  est  visible  que  le  résultat  sera  de  la  forme 

(a* — i)iaxy=axy  + Aha^-j-  -f  Bh'a x^~  + Ch3a'~  + etc.' 

dx  dx'  dx1 

Euler  détermine  les  coefficiens  A , B , C,  etc.  en  substituant  dans 

cette  dernière  équation  les  valeurs  de  aTy . ax~~^—  ax—L  etc> 

dx  7 dx' 
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prises  dans  les  précédentes.  Par  ce  moyen  on  obtient  l’équation 

, . aPh  dy  ahh'  d’y  a hlt‘  d’y 

(4*-, )*<y=(u'-, )**>+_-*,  —+—  La  —+—**—+  etc. 

. dy  AaPh'  d'y  AaPh’  'd'y 

+ A(a*—i)l,Zar-j-  + 24'-4+ ï<a'j4+etC. 

' dx  I dx‘  I . Z dx ’ 

. „ , d'y  B a* h?  d’y 

+ *(  a*-  . ) h'za'jL  + --—  xa’-++  etc. 

+ <V-.)A3Z„'^  + e te. 


qui,  devant  être  identique,  donne 
A ( <j* — i ) + al=  o 


B ( a * — i ) ■+■  -AaP  = o 

I l.i 


(4*—  l)  + 

Z?(4*_l)  + 


Bal- 1 Aal+ =0 

1.1  1.1.3 

I|  J* 

■Car  A BaPl — Aah-\ o 

l 1.1  1.1.3  1. 1.3.4 


C’est  par  ce  procédé  qu’Euler  détermine  aussi  les  coefficiens  de 
la  formule  du  n°.  913  , et  l’on  voit  aisément  qu’il  peut  s’employer 
également  pour  parvenir  à.  la  formule  du  n°.  864. 

913.  Si  dans  l’expression 

xP  Q—  QxP — aÇ x'P,  + a'Qx’P, — a’Q s4P,  + etc. 
obtenue  n°.  910 , on  remplace  les  différences  de  la  fonction  Q 
par  leurs  valeurs  en  séries,  formées  d’après  le  n°.  864  , et  que  nous 
représenterons  pour  abréger  par 

„ , dQ  . d‘Q  „J,Q 
* «=*■£+*  i-Â?+'‘Â?+*,c- 

.•e=*.g+.*^+,*^+ac. 
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on  aura 

ïPQ=  QxP  — ^hz'P,+  £Qh‘(X'Pt—*S'P,) 

d X dx * 

_ -JL  V(S<P,— fl'ïV.+jB  S*J»,  ) + 513- 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  P—a’\  il  viendra  pour  ce  cas 
a.‘  a’+i  a’+" 

*,p>=^“ -&=ïÿ' ctc- 

et  par  conséquent 

a’ O dO  alh  d’QC  a14  a*  ) , 

a*— I dx  (a1 — l)*  <fx*\(a* — l)3  (a* — 1/\ 

PQC  fl3*  , a**  a*  ) * 

“ Sx3((a4—  ,y  + fi(a*—  i)’j  * + 

formule  t(ui  rentre  dans  celle  du  n\  précédent , lorsqu’on  y substitue 
les  valeurs  des  coefficient  a,  fi  fi’,  etc. 

En  faisant  usage  dans  le  cas  actuel , ainsi  que  dans  les  précédent , 
de  la  considération  des  exponentielles,  il, faut  prendre  Q = j'j  il 
vient  alors 

«*('+!•)  a’c‘ 

2 axQ = * -70^  — = » 

et  dans  la  même  hypothèse  la  série  qui  exprime  sa'Q  devenant 
divisible  par  a’e’ , on  a • 

1 1 fl*é  t f a**  «a*  1 Lt 

a**1— -ï  a*—  I (a*—  i),+  |(a*—  t)3  (a*—  i)*J 

( au  «V*  fi  a*  ) 

l(a* — 1)‘  (a*-I)’  + (^HÏ7]+e,C- 

équation  dont  le  second  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 
, aiA  fy/a4  + ^,a,4l  f ^V+^'.a^+^.a3*)  , 

Il  reste  maintenant  à développer  le  premier  sous  une  forme  analogue; 
pour  y parvenir,  il  faut  remarquer  que 

i i r* 

flV— I “ (a*—  l )<*  + («*—  i)  — (a4— i) — (t-* — i)  * 
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parce  qu’il  en  résulte 


(**— -«  <l(^_I)  + («»_,)*+(fl*_1)»+  e,C'j 

,,  h h'  A* 

l.  M , A{' + + ctc.} 

A /I  . r i x 2.3  1.1.4 

+ etc. } ! — j 1 — " 


I.  a * — I 


l.l  1.1.3 

A A*  A’ 

— 1 — + etc.  } * 

* i-3-4 


■ etc.  | , 


(**~i  y 

série  qui  prend  évidemment  la  forme 


f B B,  1,  f B'  B',  B'. 

[jer+c?^}* + ô^ïf)  “e,c* 

et  rentre  par  conséquent  dans  celle  de  la  précédente. 

Si  donc  on  y change  les  puissances  de  A en  produits  de  la  forme 


A— — , A’— f,  etc.  et  qu’on  la  multiplie  par  a',  on  aura  l’ex- 

d x a Xx 


JQ  ,+Q 

*77’  hÂ7'’ 

pression  de  s a'Q , d’où  il  suit  que  l’on  peut  écrire  cette  équation  : 

a* 

s<y  = 


— A 


pourvu  qu’on  en  développe  le  second  membre  comme  il  a été 
dit  ci-dessus;  ce  qui  s’opérera  en  faisant  pour  abréger  ^A  = ç, 

et  en  réduisant  la  fonction  -j— - — en  série  ascendante  suivant  les 
«V—  1 

puissances  de  {. 

Le  théorème  de  Taylor  s’applique  à cette  fonction  et  donne 


«A—  1 (< 


a * t f 1 a**  a*  3 , 

rz77{+:  ((ivô*-  ~ (a'ï=T7|î“etc- 


le  cocffcient  du  n,wu  terme  de  cette  suite , ou  de  £ ' , sera 

égal  à en  «^servant  **  ^ire  { = 0 

après  les  différentiations  ; il  se  déterminera  d’une  manière  analogue 
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& celle  dont  on  a trouvé  if~'~ dans  le  n*.  018.  On  a en  effet 

th  + 1 v 

I C,a<— + C,g(-  »>*,.<—>«  4.  C|a(— *>»«<— a>*. . . 
aV—  i ( aV — i )* 

—ï — =4-*«~t+a-,ir,,+,r’*e-3*+<ri*«-’'+  etc. 
aV — i 

par  cette  dernière  série  on  trouve 

dr'  “t— ” — =œ{a"**_,+ i“- «-•*«-•* + j— «-,V"’*+ 4*-'«“4*r4»+ etc. } ; 

multipliant  le  second  membre  de  cette  équation  par  le  dévelop- 
pement de  (aV — i)%  pour  le  comparer  au  numérateur  delà 

première  expression  de  rf*-*— — — , on  trouvera 
a*c* — i 

l"_,a(‘~*>*  «<*-•>■+ }—■  „(•-*>  V-3!*+  4"“,a("_4,1i(',_4,t+ etc. 
— n 3*~W— etc. 

«(a—  j).  , ■^fHi)a(*-«a(<*-4>.+etc 

=F^  x x 

nln — i)(n — x).  . ...  .. 

L} etc  | 

x-3  , 

+etc. , 

}‘+Cla(—: . . . +C„_.aV, 

d’oli  on  déduira 

C,=eFt,  C.==f(i--i.)  , C,==F(3*--x'-n+^=I-)) 

r n(n — i)  n(n — i)(n — 1)\ 

C4==F(4'’-,-3,*-’n  + x"-^— — ^ L— ^ «c. 

Faisant  ensuite  {=o,  dans  l’expression  de  j — - , et  se  rappe- 

d"~‘y 

lant  qu’il  faut  remplacer  1 par  A"  , , on  aura  pour  le  terme 
général  delà  valeur  de  z a* y , cette  formule 

{a(,,_,)*  + (X*-'— + ^3"—  x»/l  + ^^V-^+etc.} 


Appendice. 


I . X.  3. ..  .(n — 1 ) ( a* — 1 )" 


dx- i 
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11  est  visible  que  la  valeur  de  za*y  sera  terminée  toutes  les  fois 
que  y sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x.  Nous  n’in- 
sisterons sur  aucun  cas  particulier  de  cette  formule , parce  qu’il 
est  trop  facile  de  les  déduire  du  cas  général  ; nous  observerons 
seulement  qu’elle  ne  peut  servir  quand  a — i:  les  dénominateurs  des 
cocfficiens  s’évanouissent  alors  comme  au  commencement  du  n".  918, 


puisqu’on  retombe  sur  l’équation  zy  = 


d^-h 

tix  —1 


Nous  ferons  encore  remarquer  que  l'équation  za‘y= 

n’est  qu’un  cas  particulier  de  cette  autre  plus  générale  : 
z“ary= , 

iLk 

— 1)“ 

donnée  en  premier  lieu  par  Laplace.  On  y parvienJroit  par  des 
considérations  analogues  à celles  dont  nous  avons  fait  usage  dans 
le  n°.  914;  mais  devant  la  déduire  dans  le  chapitre  suivant  de  la 
même  source  dont  ce  Géomètre  l’a  tirée , il  seroit  superflu  de  nous 
y arrêter  ici. 

914.  Nous  n’avons  donné  dans  le  n*.  911  que  l’expression  de 
l’intégrale  simple  zu , mais  on  peut  déduire  celle  de  s mu  de  l’cquation 

s''“= ^ ( "*•  9*5  )» 

{ (1  + }" 

en  y faisant  A'=A , ce  qui  change  ï'em,  et  avec  l’attention  d’en 
développer  le  second  membre  dans  la  forme  suivante  : 

<(TTÎ)=7r-=<,+“>"+  7(l  (■+»)--+». 

puis  d’écrire  « , à la  place  de  l’unité  qui  forme  le  premier  terme  de 
chaque  binôme  et  qu’il  faut  regarder  comme  tenant  la  place  de  (a«)°3 
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et  enfin  substituer  a»« , au  lieu  de  au",  on  obtiendra  ainsi 


r.  , m , '"('”+>)  , + 

x u — { i H 1 1 


1.2.3 


(m  m m-\-  1 m(m+  1)  (m  + i) 

(.1  1 I 2.2  1 

f m{m+ 1) 

"*1  i.i 


f m(m+  i)(/n-l-i) 

1 t.l. 


+ etc. 


+ etc. 


+ etc,  } u 


m (ffi-l-l)  (m+l) 

I 1.1 


+ etc, 
+ etc 


| A u 
. | A*« 

, j 


Quoique  les  séries  qui  multiplient  u , a u , a*u  , a’u  , etc.  dans 
cette  expression  , se  présentent  sous  une  forme  infinie  , il  faut 
néanmoins  n’en  prendre  la  somme  que  depuis  l’indice  x = o , 
x 

jusqu’à  l’indice  C’est  ce  dont  on  peut  se  convaincre , au  moins 
h 

pour  le  cas  oit  m=  1 , en  comparant  le  résultat  que  donne  alors 
la  formule  ci-dessus,  avec  celui  qu’on  déduiroit  de  ces  relations: 


2 u = + «_j  + «_4  + etc 

f u — AU  + a V — A5B-l-etC. 

— iA«-(-3A*« — 4A3«q- etc. 
j + “ — 3Au+6a*u — 10 a’u-)-  etc. 

(+etc 

fondées  sur  les  n“‘.  897,  873. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  la  formule  ci-dessus  est  plus 
curieuse  qu’utile  ; je  ne  l’ai  rapportée  que  pour  compléter  ce  qui 
regarde  l’analogie  des  puissances  négatives  et  des  intégrales,  et  je 
ferai  remarquer  à cette  occasion  que  l’équation 

*' 

A'"u  = { (l  + 4«)* — I }" 

est  vraie  aussi  dans  les  mêmes  hypothèses;  car  elle  devient 
= { ( 1 + A u)  — 1 } quand  on  fait  h, 

915.  Nous  aurons  peu  de  chose  à dire  pour  le  moment,  sur  la 
manière  d’intégter  par  approximation  les  différences.  Ce  procédé, 
de  même  que  son  analogue  dans  le  Calcul  intégral  des  différentielles  , 

P i 
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consiste  à réduire  les  fonctions  proposées  en  séries  dont  chaque 
terme  soit  facilement  intégrable.  On  atteindra  ce  but  toutes  les  fois 
qu’il  sera  possible  de  transformer  ces  fonctions  en  séries  dont  les 
termes  procèdent  suivant  les  puissances  du  second  ordre , parce  que 
ces  puissances  s’intégrent  immédiatement  ( n".  901  ). 

Supposons  qu’on  ait  la  fonction  et  que  la  différence  de  la 

variable  x soit  égale  à l’unité , ce  qu’on  peut  toujours  obtenir  en 

X I 

substituant  7 à x.  La  fraction  — étant  convertie  en 
h x 

[*]  + îl>]  + »•[>]  + «c.  ( n°.  903  ), 
aura  pour  intégrale  cette  suite 


— [*]  — ![*]—■ r-t>]  — etc.  + contt.  ( n\  901  ). 


L’expression  -échappe  à ce  moyen  parce  quelle  renferme  le  terme  [.v] 


dont  l’intégrale  se  présente  sous  la  forme 


-i+: 

["I 

—1  + 1 


, semblable  à celle 


que  prend  la  formule  fx"dx  : 


m+  1 


, lorsque  m = — 1.  Si  l’on 


employé  la  valeur  de  ru,  obtenue  d3ns  le  n°.  919,  on  trouvera 


j -i- ==](*+ 1)—  I — 

*+1  ' 1 ' 


B. 


u+i  x(*+i)‘  4(1  + 1)* 


*i>j= 

yr  . + etc.  +const. 

6[x+iy 


résultat  qui  contient  un  logarithme. 

Les  autres  valeurs  de  x«  fournissent  aussi  des  séries  infinies  qui 
peuvent  conduire  à des  résultats  approchés,  lorsqu’elles  sont  con- 
vergentes. Celle  du  n°.  911  donne 


7 —i  — » 


*[*]==[>] L°]  W—  l*  + 1 ] [°J  W + 1 [•*'  + [°]  L-rl— 1 • 3 O + 3]4[  ÎM+  «c. 


— I —I 

en  prenant  les  valeurs  de  a[.v]  , a’[  v]  , d’après  les  formules  du 
r.\  901  ; ce  résultat  devient , après  les  réductions  dont  chacun  de 
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ses  termes  est  susceptible , 


. ‘ X X X X 

5 [*]  = — 1 — — ; — r H — ; — r -I ; — ; — r + etc.  + const. 

at+i  i(*  + *)  3(*  + 3)  4(^+4) 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  ce  qu’on  doit  faire  dans  tous 

les  cas. 

916.  Fidèles  au  devoir  que  nous  nous  sommes  imposé , de  rat- 
tacher au  plan  de  cet  ouvrage  tout  ce  qui , dans  les  traites  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  d’Euler , peut  avoir  quelqu’importance,  par  rap- 
port à l’état  actuel  de  l’analyse,  nous  allons  rapporter  une  méthode 
pour  obtenir  l’expression  approchée  de  x u , au  moyen  d’une  équation 
différentielle  du  premier  degré  et  d’un  ordre  indéfini. 

Si  l’on  fait  £a'=j,  il  viendra  u — Aç,  et  on  aura,  par  le 
théorème  de  Taylor,  cette  équation  : 

h-  cTz  h* 

+ etc. 


_ . </"?  A*  <f  7 

« = — - 4 — 1 - 

dx  1 dx* 


d {h 


1.1.3 


lorsque  la  quantité  A sera  très  - petite  , ou  que  renfermés  entre 
des  limites  connues  et  très-resserrées , les  coefficiens  différentiels 

etc.  formeront  nécessairement  une  série  conver- 

dx  dx  dx 

gente , on  pourra  terminer  cette  équation  ; on  aura  alors  une 

équation  différentielle  du  premier  degré  , à coefficiens  constans , 

d’un  ordre  marqué  par  celui  du  terme  auquel  on  s’arrêtera,  et 

dont  l’intégration  feroit  connoître  la  fonction  j;  ( n°.  649  ). 

Il  convient  de  remarquer  que  l’on  peut  toujours  rendre  la  quantité  A 

aussi  petite  qu’on  voudra  ; car  si  u étoit  fonction  de  x'  et  de  A",  et 

*'  . , h'  . . 

qu’on  y fit  x= — , on  auroit  A — — ; mais  il  faudroit,  pour 

qu’on  pût.  tirer  parti  de  cette  transformation , qu’elle  ne  rendît 
pas  trop  divergente  la  série  des  coefficiens  différentiels. 

Au  lieu  d’intégrer  l’équation  différentielle  ci-dessus  , pour  en  tirer 
la  valeur  de  u , nous  ferons  usage  de  la  méthode  des  substitutions 
successives.  En  négligeant  d’abord  les  puissances  dô  h , supérieures  à 

A 1 

la  première,  on  aura  « = ^ , d ou  fwdx,  Soit  pour  abréger 
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-fuJx  — P,  et  posons  { = />-f/>A;  en  substituant  cette  valeur 
A 

dans  l’expression  de  u,  nous  aurons 


JP  h d'P  A*  J' P A’ 


Jx  i dx'  1.1  dx'  1.1.3 

dp  A*  d'p  A’  tP p A* 

^ dx  I ^ d A*  I . 1+ J x‘  1.1.3 


+ etc. 
+ etc. 


mais  il  est  éviJent  que  la  première  ligne  du  second  membre  est 

égale  à a P,  et  en  se  bornant  dans  la  seconde  au  terme  affecté  de  A‘, 

• dp  , I 

on  obtiendra  u — aF=--A*,  d'où  p — — f(u  — AP)Jx.  Faisons 


encore  —/(«  — AP)  dx—P\  et  prenons  p—P'+p'h  , l’équation 

+ etc. 


dp  A*  r d'p  A*  _ d'p  A* 


u — A P =z-j- b j 

dx  I dx  t.l  dx'  1.1.3 

deviendra 

JP'  A*  d'p1  A5  J'P ' A * 

„ . d^T+-j^—f+~'r~r^  + etc- 

u — *P—<  ip>  hi  ay  A< 

’+  -1-—  + -/-. +-TT- + etc- 

dx  1 dx  i.i  dx*  t.l.  3 


dx*  1.1.3 
d'p’  As 


la  première  ligne  du  second  membre  étant  égale  à IiaP’,  on  aura  , 
en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  seconde  , 

U — AP—kAP’=  A’,  d’où  p'=-^/(u—AP  — hAP')dx. 

dx  h 


Il  est  facile  de  continuer  ce  procédé,  qui  donnera 
s u—  { =P  + P'h  •+•  P"h'  + etc. 

P=  \judx , P'=±f{u-AP)dxt  P"=±f{u-xP-hAPyx , etc. 

Pour  en  montrer  l’application,  nous  ferons  avec  Euler  ux=x‘,  A=t  ; 
il  viendra 

P = >ix',  P'=f(x'-'ï(}x*+ix+t))Jx=—(L*‘+Lx) 

P"=f(-(x  + ï)+x  + ï + î}Jx=ix,  P"’=  o, 
et  par  conséquent 

ç ,Ï*=  i a ’ — (;i‘+  J *)  + ?*+  conu.  — \x' — jiJ  + |r+  const. 
résultat  qui  s’accorde  avec  celui  du  n°.  898. 
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917.  Lorsque  la  fonction  u est  de  la  forme  vy  , on  parvient  à un 
résultat  délivré  du  signe  d’intégration,  en  faisant  Evy—v^, 
ce  qui  donne 

Vy=A  . V{=^A  V + VA{4"  AVA{={A  v+  v,A 

en  mettant  v,  à la  place  de  v+av  , et  d’où  o,n  tire 

(dlh  A A*  £î  _Ü_  + etc  ). 
ry-l*r=*\Tx-+JïZl  + j7'  i.i.J  + J 

En  négligeant  les  termes  multipliés  par  A , on  obtient  d abord 

. = ÜZ.  Faisant  ^ = P et  {=P+/>A,  il  vient  ensuite 
> AV  AV 

JP  h d'P  A*  , d'P  A3 


1 Jx  1 dx*  1*1  d x 1*1*3 
aav=vJ  d^P_V_  d'P  A4 


+ etc. 


d’où  l’on  déduira  , en  raisonnant  comme  dans  le  n".  précédent , 

v,A  P 

— ph/sv—  v.aP,  et  p- 
V.bP 

puis  on  posera  — 


A a v ’ 
'■-P\  p = P'+p'l>, 


Aav 

et  en  vertu  de  l’cquation 

r iî£t«l*L+fc 

\ d x I t . 1 

—.p'h'Ev  = v,J  j , /p  j.  ’ /,* 

Jj — 1 1-  etc. 

1 dx * 1.1 


d’où  on 


tirera  — p’IiEv—v^P',  p - 


v.eP' 


Aav 


La  marche  du  reste  de  l’opération  est  semblable  à ce  commencement , 

et  en  la  suivant  on  parvient  à 

zvy  = vî  = v { P + P' h + P"hx+  etc.  } 

v.AP' 


P—VJL  r=- 

F av’  Aav 


Aav  * 


etc. 
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928.  El  integra  nt  plusieurs  fois  de  suite  et  par  parties,  chaque 
terme  de  la  formule, 

x”P  Q = Q s P — a Q x’P,  + a’Q  i!P, — a’Q  z'P,-)-  etc. 
on  obtiendra  successivement  les  expressions  de  x'PQ,  x'PQ,  etc. 
Taylor  a donné  celle  de  x™PQ,  savoir: 


s"  P Q = 


Qz'P  — — a Qz“+,Pl  + 

m(m- 1-  1 ) (,n  4.  1) 

1.1.3 


m('n+I)...+,D 
t.x  2 * 

A3Q2M-Jp?+  e,c 


Cette  formule  se  vcritie  facilement  de  proche  en  proche,  en  ob- 
servant que  les  coefficiens  de  Q s "P,  a Q xP+'P, , etc.  sont  les 
mômes  que  ceux  des  puissances  de  x dans  le  développement 
de  (1  analogie  que  l’on  prouve  comme  il  suit:  si  on  fait 


Q s"+'Pi  + Ca*Q£"+*P.+  etc. 

et  que  l’on  prenne  la  différence  de  cette  équation  en  n’y  faisant  varier 
que  les  fonctions  P et  Q,  on  aura 

x.—'PQ=JQxm-'P  4-  Æj.sÇr’P,  + Cla’Qx’+'P.-t,  etc. 

+ .-l\  +B\ 


parce  que  a .x"'PQ=x'”  ’PQ,  et  A. XYz=XùY+  Y,aX  ; 
mais  si  l’on  fait  aussi 


( 1 + x)~m^  A + B x + C x'  + D x*  + etç. 

on  trouvera 

( !+*)-<— '>=  (1 +*)-”(  i+*)=^+5Lt+C|a*+  etc. 

+st\  +B\ 

Il  suit  de  là  que  l’on  passe  de  z”PQà  x ”-,PQ,  comme  de  (t  + ar)'" 
à (1  ; cette; correspondance  ayant  toujours  lieu  jusqu’au 

cas  où  m—  1 , pour  lequel  les  coefficiens  de  xPQ  et  de  (t+x)~’ 
sont  identiques,  il  est  incontestable  que  toute  la  suite  des  déve- 
loppement de  2 PQ , x’PQ,  x'PQ,  etc.  sera  semblable  à cet  egard 
à celle  des  dcvrloppemens  de  (1  +-*r)-‘,  (1  +.v)~*,  (j  +x)-!,  etc.  (*). 


(*)  Taylor  démontre  immédiatement  son  résultat  par  des  intégrations  qu’il  est 
aisé  de  reconnoitre  dans  l’expression  de  et  d’effectuer  ensuite.  Il  est 

évident  que  si  Ion  change  m en  n+i  et  qu’on  écrive  en  conséquence  At)  B„  C,.  etc. 

Nous 
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Nous  ferons  remarquer  en  passant  que  par  suite  de  l'analogie  des 
puissances  et  des  différences  on  auroit 

EmFQ=Q^P+  y a Q A— ‘p% 

. m(m — i )(m — l)  , 

-f  -i — -a'Q\  P,+  etc. 

1.1.3 

919.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  cas  oit  la  fonction  u 


pour  A , B,  C,  etc.  5 ’,~}PQ  , devenant  alors  XmPQ  , on  aura 
■A,— 4 , B,-)-A,—B,  C.+B,=C,  etc. 

d’oti  A A— 3 , AB= — A, , A C— — B,,  etc. 

La  première  de  ces  équations  donne  d'abord  A=comt.  puis  A=  1,  puisque 
rrt—o  donne  aussi  /=t  ; la  seconde  conduit  à A B— — t , B— — - , à cause  de 
.8=0 , quand  n.=3  ; poursuivant  de  la  même  manière  on  obtiendra 
&C  = m + l t AC— ”Cl"+0  p__  w(m+t)(ei+a) 

Pour  mettre  pUs  d'uniformité  dans la  méthode,  j'ai  préféré  ce  procédé,  la  consi- 
dération  de  l'analogie  des  puissances  et  des  différences,  si  souvent  employée  dan* 
ce  qui  précède  : en  le  suivant  j’aurois  rendu  ^démonstration  indépendante  de  celle 
du  binôme  ; mais  j'observerai  que  l’on  peut  se  servir  de  l'intégration  pourparvenir 
cette  dernière,  sar.t  tomber  dans  aucun  cercle  vicieux.  En  effet , si  l'on  prend 

(\  + *)"  =l+A  x+B  x’+C  *’+•  etc. 

( I + *)"-t-,^=i+af'*+B'a*+C*’+ etc. 


on  aura  A'—A-\-ii  B'z=B-^-A,  C'=C+B,  etc. 

&A=  1,  AB=A  , A C — B , etc. 


en  intégrant  d’après  le  r.°.  899 , qui  ne  suppose-point  1a  théorie  des  puitsances , et 
faisant  attention  que  A,  B,  C,  etc.  doivent  être  nuis  quand  m=o , on  obtiendra 


A~\' 


B: 


mfrn — 1)  m ( m — 1 ) ( (n — a) 

: — rr — » . „ ; < 


etc; 


que!  que  soit  l'exposant  m.  Il  seroit  facile  de  donner  à cette  démonstration  une 
forme  purement  élémentaire  ; c’est  ce  qu’on  peut  voir  dans  l’Encyclopédie  métho- 
dique ( Dictionn.  de  Math,  au  mot  iinomt  ) et  dans  les  Nwaacra  AcjJ.  Pitropoliur.*, 
ann.  1787. 

Appendice,  Q 


Application  du 
Calcul  des  diffé- 
rences à U som- 
mation des  suites. 
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renferme  plusieurs  variables;  nous  nous  bornerons  à indiquer  les 

formules 


i,u  — 


{Ju  i t iu  l i du  I I 1“ 

<5i*+37*+J7/+c,c-*I} 

I 

7 v T T ' y*  * 

l(*+^«)A(«  + vO*  (>+*»“)*•■•  — « J 


qui  résultent  des  expressions 

(du  du  du 

— *+—*+— 1 + etc. 

(dx  dy  _,J  /n% 


( n\  865  ) 


f £ £ L V 

" “=  1(i+A,b)a  ( + a7«)*  (l  + ûtu)J...— 1 J (n’,895), 


lorsqu’on  y change  +m  en  —72 , en  vertu  de  l’analogie  des  puis- 
sances négatives  et  des  intégrales.  Le  lecteur  familiarisé  avec  les  dé- 
monstrations que  nous  avons  données  des  cas  les  plus  simples  de  ces 
formules , trouvera  sans  peine  le  moyen  de  les  prouver  en  général. 


9jo.  D’après  l’équation  S( (x , A)=Sf  (*,  A)+f(:e,  A) — consi. 
obtenue  dans  le  n\  897,  chacune  des  fonctions  intégrées  dans  ce  qui 
précède , nous  donnera  la  somme  de  la  suite  dont  cette  fonction 
représente  le  terme  général.  Ayant  trouvé,  n*.  902 , 

a+t  — <H*i 

* \p  1 

s [p  ] = -—7  + conu.  2 [/>  ] = + conu. 

n 4- 1 — /i  -f- 1 

nous  en  déduirons 


"4-t 


- const . 


mais 


[/’]+(«+ l)b3=(/,—',)C^]+(',+ 0l>]=C,,+ »)[/>]=[/’+ '1 
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»+I 

donc  S [ p ] = — const . 

Æ + I 

de  même 

— <*— i)  —n  —a  — » — /»  — (n— ï) 

— »+i 

-»  r^+n 

donc  S [p  1 = — — const. 

L J — n+  i 

résultat  qui  se  tire  du  précédent  en  changeant  seulement  le  signe  de  n. 

« 

L’un  et  l’autre  se  concluent  immédiatement  de  ? [/>]  , en  y écri- 
vant p + i , au  lieu  de  p ; car  on  voit  en  général  que  S((x,  A) 
est  aussi,  à la  constante  près,  ce  que  devient  2f(x,  A)  , lorsque  x 
devient  x+A. 


Les  expressions  que  nous  venons  d’obtenir  nous  donnent  la  somme 
des  suites  de  nombres  figurés , ou  dont  les  termes  ont , avec  un  nu- 
mérateur constant,  ces  nombres  pour  dénominateurs \ on  a par  ces 
expressions 

1 + 1+  *+  »+ + oî=-^-—  =7 


i + * + 3+  4 


+ r P 1 _ [p  + i ] _ p(p+  i> 

i i i.i 


i + 3+  6+io 


i ^+ii—  __ K/’+oc/’+o 

1.2  1.2*3  1.2.3 


1 + 4+  10+20. 
etc. 


! [p  + 1\_  Cf +3?  _ Kf+O  (/>+*)(/’+ 3) 

1.1.3  (.1.3.4  1.1.3. 4 


Il  n’est  pas  nécessaire  d’ajouter  de  constante  à ces  valeurs , parce 
qu’elles  s’évanouissent  en  même  tems  que  p. 

On  a de  même  la  somme  des  séries  inverses  des  précédentes, 
, en  exceptant  néanmoins  celle-ci 


1 


t + ï + ï + ï*  • • • + 1 [P — * ] » 


Q* 
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u 

— a m r i *i 

pour  laquelle  — i]devient  =— - J ( ne.  915  ) ; on  trouve  ensuite 

— 1 

i + t+-t+tî"-'+  1 •*[/’— 1]=—  *[/>]  + ««/. 

-1 

,-t'ï+7î  + TJ****+  — 1]  = — l[f>]  + const. 

“4  —J 

« + T+7T+TÏ +I'**3'4[/’— »J=“ ■»<4|>]+«W'- 


La  constante  est  ici  nécessaire  pour  compléter  les  résultats  ob- 
tenus qui  doivent  donner  l’unité  , lorsqu’on  fait  p—  t ; mais  comme 
dans  cette  hypothèse 

. W = ,-fT"'  ,)'(,+  »)’ Mc- 

se  réduisent  respectivement  i j,  j,  etc.  on  a pour  le  premier, 
const.  = 7 ; pour  le  deuxième , const.  = £ ; pour  le  troisième  , 
const.  = 1 + j = | ; etc. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  valeur  de  chaque  constante  est  la 
limite  de  la  série  à laquelle  elle  se  rapporte,  car  les  puissances 

— t —1 

négatives  du  second  ordre  [/>],  [/>],  etc.  s'évanouissent  lorsque  p 
est  supposé  infini. 

Cela  posé  , on  aura 

7— »OL  ^ — 3 OL  | — 2.4[/ô’,  etc. 

ou* 1_  \ * 4 . »-4.  efc 

1 p + C 1 (p+  i)(p+ 1)'  3 (/>+‘Xf’+1Hr+})’ 

pour  les  sommes  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 
—1  — 1 

t.i[p—i],  i.i.j  [/>  — »],  i.i.j.4[p— 4],  etc. 

i.i  t.i-3  1.1.J.4 

°U  Mf+  »)’  p(p+  00’+1)  ’ P(.P+  OiP+^KP+î)' 

Il  est  bon  d’observer  que  tout  ce  qui  précède  reposant  entièrement 
sur  le  n°.  899  , peut  être  facilement  ramené,  s’il  ctoit  besoin,  à une 
forme  élémentaire. 
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Toutes  les  séries  dont  le  terme  général  pourra  se  décomposer  en 
puissances  du  second  ordre , soit  positives  ou  négatives , seront 
sommées  facilement  par  ce  qui  précède. 

....  ■tx+ih  . 

93  t.  La  fraction  -r  J — ■ — -,  que  nous  avons  intégrée  dans 

*(*+«)(*+ lA) 

le  n'.  905,  produit,  dans  le  cas  où  A=>i  , la  série 

1 JL  11  _Li_  Ptr 

6 9 *4>  6°  9 i*o> 

on  en  obtient  la  somme,  soit  en  mettant  x+  1 , au  lieu  de  x,  dans 

« AT  | - I 

l’expression  — — + cons/,  que  donne  l’intégrale , par  la  sup- 

position de  A=  1 ; soit  en  ajoutant  à cette  intégrale  le  terme  général  : 
on  a par  l’un  et  l’autre  procédé 

c 3*4-1  _ 3*+4 

*(*+i)(ar+l)  (*  + i)(*+a)  + const‘ 

En  égalant  au  premier  terme  | , ce  que  devient  la  somme  quand  x=t, 

on  a cons/.= 1 , d’où  S ■ ■ ***  * r = 1 — - Ultâ. ; 

*(*+i)(*+i)  (*+ i)(*+i) 

On  se  conduira  de  meme  dans  tous  les  cas  où  l’on  aura  intégré  le 
terme  général  de  la  série  proposée  ; mais , sans  nous  arrêter  davan- 
tage à des  exemples  particuliers  , parcourons  successivement  les 
divers  résultats  que  donnent  les  expressions  générales  de  su. 


931.  Si  dans  la  formule 

jf(xr,  A)  = ïf(*,  A)  + f(x-,A)  — cons/.  ( n°.  897  ), 
ou  S u = su  + u — cons/,  on  met  à la  place  de  su,  les  diverses 
expressions  que  nous  avons  obtenues  jusqu’ici , on  en  déduira  les 
principales  formules  qu’Euler  a données  pour  la  sommation  des 
suites  dans  ses  lnsti/u/ioncs  Calcul i diffcrcn/ia/is. 

i°.  L’expression  de  su  du  n°.  911,  en  y faisant  A=i,  et  en 
employant  pour  abréger  la  notation  du  n“.  901 , donne 

Su=  (x+  l)u— [*+l]  [o]  Au  + [*  + ij[o]A*«—  [*+3][o]a5u 
* — ï 

+ [x+4][o]  a4« — etc.  — • cons/, 
a*.  11  résulte  de  l’expression  de  s u , rapportée  dans  le  n\  919  , 

^ x du  î (Pu  /pu 

Suz=fuJx+TU  + B,[i)-£—  + Bî  [’]^s 


— etc.  — » cons /, 
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Lorsqu’on  prend  «=*”,  il  vient  par  la  dernière 

[7]*— -*,[7]  f.j^+^w  fl*-1 

— etc.  — const. 

en  remettant , au  lieu  des  lettres  B, , 5, , 2?5 , etc.  les  nombres 
qu’elles  représentent , on  a cette  valeur  s 

S.x’=~+',x’+  { h] [T]x-'_ Tr[^fî^5+7r[»][« 

/77-f  * 

- f.  M [7>’-’  + il  M THê  WW  ' ' 

+ IH  [V,’-^^V-‘5 + 

- w[*W*^-+ W[ô7»“> 


+^1-’  ['"][>>" 


a*  —as  a?  —17 

- - — — r 


+ "M>;K~~[7][l  ]*"  M— etc.  + const. 

La  constante  arbitraire  satisfera  aux  conditions  relatives  au  terme 
d’oii  l’on  commence  à prendre  la  somme.  Si  l’on  veut,  par  exemple, 
qu’elle  soit  nulle  en  même  tems  que  x , la  constante  doit  être  nulle 
pour  tous  les  cas  où  m est  pair  ; mais  il  faudra  la  prendre  égale  au 
dernier  terme  et  de  signe  contraire,  pour  ceux  où  m est  impair. 
3*.  L’expression  du  n\  gio  donne 

du  h _ <Pu  A*  , tPu 

Su=(Sn’+  i)u— Sn.- pdV.— 'T~à  + *tc. 

v ' dx  ï dx‘  i .i  dx 3 

4*.  Enfin  les  expressions  des  H**.  910,  913  «conduisent  à 

SPQ=Q(xP+P)—  a Qx'P,  +&‘Q*3P,—ts1QxiPi+etc. 

SPQxxQ£P+P)-  J-£fc'P,  + J|a’(2’P,-«  sVP.) 

h\ÏP,-a'x3P.+pï'Pt)  + etc. 

Par  les  trois  premières  formules  on  obtiendra  la  somme  des  suites 
dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  et  entière , et  par 
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les  deux  dernières  celles  des  suites  dont  le  terme  général  est  com- 
posé de  deux  facteurs  dont  l’un  est  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  u,  et  l’autre  une  fonction  susceptible  d’un  nombre  indéfini 
d'intégrations. 

çj  j.  L’un  des  cas  les  plus  simples  de  cette  dernière  classe  de  séries 
est  oompris  dans  le  terme  général  a’ x ",  appartenant  à la  suite 

a.im,  a'. Y' a'.x™, 

résultante  de  la  multiplication  terme  à terme  d’une  progression  par 
quotiens  ( ou  progression  géométrique  ) , par  la  suite  des  puissances  m 
des  nombres  naturels.  L’expression  de  "En1  y , du  n°.  9x3  , qui  donne 


! y ,dy  J'y  {Aa'  + AS^h.' 

ah — I dx  (a* — 1)*  dx'  (a* — l)3 


t<Py 


dx 3 

devient  pour  ce  cas 
a’’*’-*  f 

Sa*xTx=- 1 *"— * 

a* — I l 


(»*-04 


+ etc.  + const. 


h 1 ,J+A'a">h‘ 

(a*—,)  +'”('n  (4*— I)* 


-m(m-  OC*-»)*-1  i + 


+ const. 


etc. 


Si  l’on  veut  prendre  la  valeur  de  Sa'x”,  à partir  de  x=o , il 
faudra  déterminer  la  constante  arbitraire,  de  manière  à rendre  nul, 
dans  la  même  hypothèse  T le  second  membre  de  cette  équation;  on 
trouvera  ainsi 

»‘+i  a* 

Sa’x‘=- 


1 — I ah — 1 


Ça*r 

k \ /h 

Ou  A - , 

ar — 1 

l 

4*_I  ) r(a»—,y 

h (a*+i)A* 

1 

\ 

**  ak—  1 + (a1— t)* 

etc. 

a (a1  + 1 )/i* 


On  voit  par  ces  résultats  particuliers  que  la  constante  est  égale  à 
ce  que  devient , lorsque  x=o  , le  dernier  terme  de  la  partie  variable 
de  l’expression  , et  doit  Être  affectée  du  signe  — . 

L’expression  générale  de  Sa’y  s’arrêtant  toutes  les  fois  que  la 


( 


• nigiti7Pft  by  Google 


I 


% 
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fonction  y sera  rationnelle  et  entière,  on  pourra  par  son  moyen 
obtenir  les  sommes  des  séries  qui  résultent  de  la  multiplication 
terme  à terme  d’une  progression  par  quotiens  ( ou  progression 
géométrique  ) et  d’une  série  dont  le  terme  général  sera  rationnel 
et  entier.  Les  suites 


i 

— 9 

p 

i 

~ » 

p 

i 

— 9 

P 

etc. 


a 

P' 


P 3 

6 


to 

~T  »••••••' 


l'P 

*(*+l) 

I .»./’* 

*(*  + «)(*+*) 


que  l’on  rencontre  fréquemment  sont  dans  ce  cas.  Leurs  sommes  se  dé* 
duisent  de  l’expression  de  Sary  , en  y faisant  d’abord  h=  i , , 

puis  successivement 

*(*+«) 


•y  = 7» 


1.2 


1.1.3 


934.  La  formule  SPQ=Q(P+sP) — a Qx'P,+  etc.  semble 
encore  plus  appropriée  aux  séries  ci-dessus , à cause  de  la  simplicité 
que  présente  l’expression  des  différences  des  fonctions 

*(*+  i)>  ou  [*+  1],  *(*+«)(*  + *),  o»  r*+i],  etc. 

— n h 

En  faisant  P— a’  et  Q=[oJ[x+n — t],  on  obtient  pour  le  cas 
général 

5[o]  a»  [x  + n—  1 ] = [o]  } [at + n—  ^ 

2 »— 2 <j*+*  » 

+ [n]|>+J»-l]^— |y,..  - j + const- 

Ce  résultat  est  susceptible  de  plusieurs  réductions,  et  notam- 

— 1 

ment  de  celles  du  facteur  commun  [o],  avec  les  facteurs 
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I 2 

facteurs  [u],  [n],  etc.  en  les  effectuant  toutes  il  vient 
5[o]a*[*+n — 1]=— ja[°]  [j+zi—i] — [o][*4-n— 1]—^— - 

+ [o][x+n-.]  — — =b  + CORS,. 

— -R 

9} 5.  Si  l’on  fait  P = [x] , et  que  Q représente  toujours  une 
fonction  rationnelle  et  entière , on  aura  pour  tous  les  cas  où  n sera 
un  nombre  entier  positif  et  différent  de  l’unité , 


-»+■ 

H 


-n+i 

Q-H] 


5wq=  q(  r.v] +— ÜL'l  _aQ Ü-LÜ +A*ç Ii+4 

— ! 1+4 

— — — CT w ; + etc.  + const. 

(— »+  l)(— /!+l)(/l  + 3)(/!  + 4}  T 

résultat  qui  peut  s’écrire  ainsi  : 

0(x  4-  O -1  — »+«  -*  -*+*  -?  -»i+i 

*M<2=“  3] [*+  ,]-A*Q[b_4] [x+  a] 

“4  -«+4 

— A3  Q[n — f][*  + 3 etc...  + const . 


j) 


— * M 

en  observant  que  [x]  = i-^— 


et  en  changeant  les  produits 


( — n+i)( — n+  i) , etc.  en  puissances  négatives  du  second  ordre, 
conformément  aux  loix  établies  dans  le  n°.  901. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l’on  peut  rapporter  à cette  formule 
toutes  les  fonctions  telles  que 


Q . 

(*+«)(*+  *)  (•*  + 1)(*+ 1 O* 

dans  le  dénominateur  desquelles  les  facteurs  ne  sont  pas  consécutifs  ; 
et  pour  cela  il  suffit  de  remplir  les  lacunes , en  écrivant , tant  au 
numérateur  qu’au  dénominateur,  tous  les  facteurs  qui  manquent 
dans  ce  dernier.  Dans  l’exemple  cité  on  arrive  à 


Q(*+?K*+4)(*+6)(*+7)(*+8X*+9)(x+10) 
(x+  1)  (x+ 1)  (*+3)(*+4)(*+  j)(*+6).  • • • (*+  1 0 


Q[*  + 4][*+io][*]'. 


Appendice, 


R 


I 

4*’+4* 
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La  fraction appartient  au  cas  qui  nous  occupe  ; 

4V+4*— 3 

car  en  décomposant  son  dénominateur  en  facteurs  simples , elle 

revient  à r-— . et  faisant  iï— i = u'+i,  on  a 

(ix—  1)  (1*4.3)’ 

A *'=  4i=l,  iar+3  = l at'+6, 

I t *'  + * 

•3  4(*'+i)  (*'+3)~ 4C*'+0(*'  + 1)(*'+3) 


prenant  donc  3 , on  obtiendra 

s=  » _ __  (*'4-i)(*'-H) 

4.ï*+4x— 3 4(*'+3) 


t'IM— ïWC*'+  t ]+const, 


puisque  a‘Q  = o. 

Si  on  repasse  à la  notation  ordinaire , on  trouvera 


y= \ — — I ( — ! 4. — l — ) 

4*'4-4* — 3 8 \ V + 3 *4-1  J 


+ const. 
•v+l 


1*'  + < _ , . 

“ — • — — — -ç -+  ionst.— — ; — -+  const. 

8(x- +i)(.v +3)  ( 1*4- »)(>■*+ 3) 


936.  Lorsque  a est  négatif,  et  qu’on  prend  h= 1,  la  série,  dont 
le  terme  général  est  a’ y , a ses  termes  alternativement  positifs  et 
négatifs , si  d’ailleurs  la  fonction^  conserve  toujours  le  même  signe  > 
Euler  profite  de  cette  remarque  pour  obtenir  une  formule  propre 
à donner  la  somme  desséries  quelconques  dont  les  termes  sont  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs.  11  suppose  a = — ■ 1 , et  la  série 
proposée  de 


a'y , *,+'y,  % 

> etc. 

qu’elle  étoit , devient 

y t —y,  » 

+ y, . etc. 

l’équation 


CI  1 1 dy  j4ah  + A,a'C 

^>=-4—  {‘V-  Ta—  TT+- 


a* — 1 dx  ' (a*— 1)* 

4'ai  + À'yh  + ji',au 


, dy 
i*— =- 
dx' 


(a‘_i)> 


A’ê+etc^ 


+ const. 
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donne  alors  , en  prenant  h = i , 

cr  v,  (—0*  f 1 h ■*—'*.  <?y  ) 

_ — — / 

A-A.+A.  d’y  { 

J ' 1 i ■ « CtC.  1 


4-  CO/25/. 


Les  termes  affectés  des  coefficiens  différentiels  d’un  ordre  pair  dispa- 
roissent  dans  cette  formule  comme  dans  celle  du  n*.  918  ; car  en 
faisant  a = — 1 dans  le  terme  général  de  l’expression  de  2 a’ y , 
trouvée  n\  913  , il  se  change  en 

sfcI 

i.x.3...(7^i)x*j  _ r 3— 0 +etc 
(.  1/  J 1 .1  1.1.3  ) 

et  nous  avons  prouvé  dans  le  n".  918,  que  le  second  facteur  de 
cette  dernière  quantité  s’évanouit  toutes  les  fois  que  n est  impair. 

En  la  comparant  avec  la  valeur  de  , obtenue  dans  le  même  . 
atticle,  on  l’exprimera  par  (1” — ; changeant  ensuite  n en  i/> , 

B 

mettant  à la  place  de  Â,p  , sa  valeur  ± , rapportée 

1.3*4****  V 

(i*p  i)B 

aux  nombres  de  Bernoulli  ( n”.  9 1 9 ) , on  aura  =fc — , et 

1.3*4****  y 

par  conséquent 

( ) ) |4+  j dx  1.3.4  dx’  1.3. 4. 5. 6 dx1 f 

fl'— 1)5,  dry  . ( * 

, q - + etc.  V 

1.3. 4. 5. o. 7. 0 dx'  J 

résultat  auquel  Euler  n’est  parvenu  que  par  induction  et  d’une 
manière  assez  pénible. 

937.  Appliquons  cette  formule  à la  fonction  ( — 1 de  laquelle 

il  résulte  la  série 

o" — 1"4 1" — 3 " -4*  4“  • • ■ * — 
en  commençant  à x—o;  nous  trouverons 

5(._ ,)V"==fc  { -ar"  + (l  .tix"-'—  (,1  0 ('»— 

il  i*i  1.1*3. 4 t. 


1.1  1.1*3* 4 f 

+ ^ 1 ) («— i)(*i— 3)  (m— 4)x”-5— etc  A 

1.1.  ...v  J 


+ conjt. 


Digitized  by  Google 
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Si  l’on  fait  successivement  m=o  , m=i , m — i , , etc, 

il  viendra 

o — i +i — i +i  ,.,.=pLr°=^=  j-v'+C 
o— i +1  — } +4  ....=*=*  =q={jar  -fiJ  + C, 

O*—  1*+»*— 3,  + 4*....=fZiJ==r:{^**+’.ïa:}  +Ç , 

o5—  i 3 -H  X-' — 3J  + 43....^=*,=^={farJ+i.3jr—  ^.n}  +C, 

etc. 

Les  constantes  arbitraires  C, , C, , C, , C, , etc.  doivent  être  dé- 
terminées de  manière  que  ces  expressions  s’évanouissent  lorsque  a.-=o, 
et  il  faut  observer  que  le  signe  de  la  première  partie  du  second 
membre  est  le  même  que  celui  du  dernier  terme  de  la  série  du  premier 
membre  ; avec  cette  attention  on  obtiendra 

C„=!  — j,  C,=  — i,  C,=  o,  C)— + î»  e*c* 
et  l’on  verra  , qu’excepté  quand  m—o , la  constante  est  nulle  toutes 
les  fois  que  l’exposant  m est  pair. 

938.  Soit  une  série  quelconque 

A.+A,+A,+Ai+At + A,  » 

dont  le  terme  général  A,—  u ; si  l’on  pouvoir  obtenir  séparément  la 
somme  des  termes  affectés  d’un  indice  impair,  on  arriveroit  faci- 
lement à celle  de  la  série 

A„— At  + A A .^4“  As — etc. 
puisqu’en  nommant  S la  somme  de  la  série  complète,  et  S'  celle  de 
la  série  des  termes  dont  l’indice  est  impair  , on  auroit 

$ ^ ç* . | A,-\-  A,-\-  At-\-  A^-^-  A ^ A^  A etc. 

\ — iA, , — iA} , — *i/#5  — etc. 

— A a — ’A j -j-  A t ■ A . A^ — A ^ A ^ — etc. 

Si  l’on  désignoit  par  S"  la  somme  des  termes  pris  de  trois  en  trois 
dans  les  suites  proposées  , on  auroit 

ç , ru f A„+A,  + A,  ■{-  A)  +Ai+A^-ieAç-\rA1-\‘Ai  + etc. 

\ —iA,  —1  A,  —iA,—etc. 

— A,  + A, — A%-Jt-A^-\-At — A^  + Ae  + A,— ■-^»+etc. 

On  voit  assez  par  ces  combinaisons  le  parti  que  l’on  pourroit  tirer 
pour  la  sommation  des  suites  de  l’expression  des  termes  pris  à des 
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intervalles  égaux  dans  une  série  quelconque  -,  or  c’est  ce  que  donnent 
les  formules 


{(i  + a«)* — 1 } 


( “*•  9*5  ) » 


en  y faisant  m=  1 , A=t , et  A'=i , =3  , =4  , etc.  puis  déter- 
minant la  constante  arbitraire  de  manière  à faire  commencer  la  série 
partielle  à tel  terme  que  l’on  voudra  de  la  série  complète. 

La  première  formule  donne  x'u=  — - - , et  son  développé- 

es* — 1 

ment  se  déduisant  de  celui  de  Eu  ( n\  919  ) , en  y changeant  seu- 
lement A en  A',  il  viendra 


, t , 1 ndu  h'  tPu 

Xu^fudx-  + 


A” 

1-  etc. 

i.j.4 


ajoutant  ensuite  le  terme  général  u , pour  passer  à la  somme  S'x, 
on  aura 


1 t „du  h!  d'u  h'1 

S u=-fudx+-u+B,~ h e*c.  + C , 

h'  X dx  x dx 3 1.3.4 

C étant  la  constante  arbitraire , et  on  tirera  de  là 

„ „ / »\  1 (1 — iA'IS  du 

Su — xSu=(  — )fudx — 

s A r i x dx 

(i—xh«)Bx  Su 

, — - — —,  + etc.  + conu. 

1.3.4  dx 

quand  A'si,  le  terme  fudx  disparoît,  et  on  a,  comme  dans 
le  n°.  936 , 

, fi  (1* — 1 )B,du  (i4 — 1 )B.d,u  ) 

Su — xS  u— — { -u+- - — ; +etc.  +conse. 

Il  1 dx  1.3.4  dx*  ) 

en  observant  de  donner  à « le  signe  du  terme  où  l’on  s’arrête. 


939.  Parmi  les  cas  où  les  diverses  expressions  de  Su,  rapportées 
dans  le  n°.  931,  ne  se  terminent  point,  ceux  dans  lesquels  on 
obtient  une  série  convergente  méritent  une  attention  particulière , 
car  alors  on  arrive  au  moins  à une  valeur  approchée  de  la  somme 
des  suites  proposées. 


1 34  Ch.  I.  Du  Calcul 

La  formule 

_ , , B,  du  B.  <Pu 

Su=fudx+-u-\ - + etc.  + conu. 

x dx  1.3.4  4* 

étant  appliquée  à la  suite 


donne 


111 

• + - q 1 — . 

* 3 4 

B, 


1 —\x  + 1 — B'  B' 
x i*  x.v*  4**  6x‘ 


4-  etc.  +•  conu. 


h 

X 14-  XX'  4** 

Cette  dernière  est  d’autant  plus  convergente  que  la  valeur  de  * devient 
plus  grande  ; mais  avant  d’en  faire  usage,  il  convient  de  déterminer  la 
constante  arbitraire.  On  ne  peut  supposer  x=o  ; et  si  l’on  fait  jt=i , 


ce  qui  rend  S-  = 1 , l’équation 

1 B,  J?, 

1= 

114 


B, 


+ conu. 


qu'on  obtient  alors  ayant  pour  second  membre  une  série  divergente 
ne  mène  à rien.  Pour  parer  à cet  inconvénient  il  n’y  a qu’à  prendre  * 
plus  grand , égal  à 10  , par  exemple  ; et  désignant  par  A la  quantité 

i+ï  + r + i + T + ï+  7 + i + 5 + r;  = 

1,918968153968153968, 


on  aura 

1.  1 B,  Bx 

A — — 1 1 o q — — — -f-  * — 

1 10  100  40000 

et  on  tirera  de  là 


B , 


6000000 

5, 


+ etc.  + const. 


. 1 , l B, 

const.  = A—-\  10  — — + — 

1 10  100  400000 


+ etc. 


et  mettant  cette  expression  en  nombres , on  obtiendra 
const.  = 0,5  771156649015315. 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  cette  valeur  est  aussi  celle  de  la 

série  divergente, 

1 B,  B.  B.  B, 

- + — ! + — ! + etc. 

1x457 

mais  il  faut  entendre  ici  par  la  valeur  d’une  série  divergente  la 
quantité  dont  cette  série  tient  la  place,  ou  ce  qui  est  la  même  chose, 
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la  valeur  de  la  fonction  dont  la  série  divergente  offre  le  dévelop- 
pement , soit  général , soit  particulier. 

Pour  faciliter  les  applications  de  l’expression  de  5 - , aux  diffé- 
rentes valeurs  de  x , nous  rapporterons  ici  les  valeurs  des  huit 
premiers  nombres  de  Bernoulli , exprimés  en  décimales , savoir  1 
B,  = 0,1666666666666 
Bt  =0,0333333333333 
B , =0,0138095138095 
B , =0,0333333333333 
Bt  = °, <>757575757575 

-B,,=  o,i53ii3  5 53  ,l35 

B ,,=  1,1666666666666 
■5.5=7,091»  56861745  t. 

Supposons  à présent  que  l’on  demande  la  somme  des  1000  premiers 
termes  de  la  série  i+|+j+etc.  on  trouvera,  en  faisant  x=  1000, 
que  pour  avoir  cette  somme  avec  treize  décimales , il  suffit  de  cal- 
culer les  quatre  premiers  termes  de  l’expression  de  S - , et  en  ob- 
servant que  le  logarithme  népérien  de  10  est  1,301585091994045 
( lntrod.  n°.  14  ) , on  aura 
pour  l'x-  = l'iooo=  6,9077551789811  , 

pour  4 — 1 — =+0,0005000000000 

~r  = — 0,0000000833333 

B 3 

+ r = + 0,0000000000000 

+r4 

+ const.  = + 0,5771156649015  i 

ce  qui  donnera 

»+T-  + 7T5tr=  7,48497o86°5503» 
résultat  qui  fait  voir  avec  quelle  lenteur  marche  la  série  proposée , 
quoique  cependant  la  somme  totale  ou  la  limite  en  soit  infinie, 

puisqu’elle  se  réduit  à .5^  = 1*,  lorsque  * est  infinie, 
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Si  l’on  prend  pour  * un  nombre  très-grand,  le  premier  terme 
et  la  constante  suffiront  seuls  pour  donner  une  valeur  très-approchce 
de  la  somme  entière  de  la  série  ; on  aura  donc 

t-J !--••••  H — = 1 x + C , 

i 3 * 

On  aura  à plus  forte  raison 

i , i ii  i . , , 

1-3 1 ; — • . • • + ; =1  (*■  + jr  ) + Ci 

13  X X+l  X+f 

retranchant  la  première  série  de  la  seconde  , il  viendra 


-JT+-T? 

ar+i  ar+i 


formule  qui  peut  être  utile  pour  trouver  les  logarithmes  des  nombrej 
un  peu  considérables.  On  la  rendra  plus  exacte  en  introduisant  dans 
la  somme  des  séries  ci-dessus  quelques-uns  des  termes  qui  suivent  la: 
et  l(x  + y)  ; on  obtiendra  de  cette  manière 

- H — t~*  ••  • 4 — r~  *=!(■*  +y)  — !*+• 

x+i  a + x -x-hy  ' 


I 

1 

IX  , 

B. 

5.| 

»(*+,?)*  T 

IX*. 

B'  1 

4(*+?y 

4 *4 

etc. 


et  toutes  les  fois  que  l’on  pourra  négliger  les  termes  divisés  par  les 
puissances  (a:  4-  y)  et  de  x , supérieures  à la  première , on  aura 

940.  On  déduit  encore  de  l’expression  de  S--  quelques  consé- 
quences remarquables.  Il  est  d'abord  évident  que 

111  1 1 ,,  1 B,  B, 

— I 1 • . . • + — = — {la;-! — — H j—  etc.+C}; 

m %m  3/71  mx  m xar  ix'  4X* 

en  changeant  x en  mx,  on  a d’un  autre  côté,  si  ot  est  un  nombre  entier, 

.1-1  1 , 1 B,  B, 

1 H — I — ••••-) =lmx-l — — — +- — “T  — etc.  +C)  t 

a 3 mx  • jma : %mx  Am'x* 
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si  l’on  retranche  de  cette  série  la  précédente  multipliée  par  m , il 
viendra 


équation  dont  le  second  membre  se  réduit  à 1 m , lorsque  x est  infini. 
En  faisant  successivement  m—x  , m= 3 , m= 4 , etc.  on  tirera  de  là 


li  — 1 — i + l“'ï  +T~i  + 7 — ï + e,c* 

*3  = 1 + r — t +-i  + f — î + ? + ï — 7+ete- 
1 4 = « + t + t — 4 + ï + i + ï — i + etc- 
* 3 = 1 + ï + ï + i — y + ï + 7 + ï + î — ^ + ac‘ 
etc. 


. + ■ 


t > • 1 , 1 , 1 

oat.Lascrie i - + — . 

• m-\-n  im  ■+•  n }m  + n mx4-n 

qui  comprend  toutes  celles  dont  le  numérateur  est  constaht , et  dont 
le  dénominateur  ne  renferme  que  la  première  puissance  de  la  va- 
riable x,  a pour  somme 

„ 1 1 ,,  ■ . . 1 B.m'  B.m* 

S — — {'!ix  -J-  ni  -j — — — - T- "h  — 

mx+n  m x[mx+n)  i(mx+ny  ^{mx+n)‘ 

B^ms  B7m’ 

6{<nar+n)“  8(mx  +n)’  6tC.  + C. 

Si  l’on  veut  déterminer  la  constante  de  manière  que  la  somme 
s'évanouisse  lorsque  x=o , il  viendra 


i , I B,1 71*  B,m* 

o=  — l/l  + — — -4-  + - 


lit 


ta 


4»’ 


• etc.  + C. 


941.  Si  nous  considérons  en  général  la  série 

‘4*7+7 +^’ 


nous  aurons 

1 _ I I mB,  m(m+  l)(ro  + 1)5, 

_ (m—  1)*—  +lxm  l*"+,+  1.3.4?"+^ 

m(/7r+t)(OT  + zX"J+j)(m  + 4)S,  . ..  . „ 

r^r.y.6^ + e,c- + c 


j4pptnd\ct. 


S 
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Cette  série  devient  très-convergente  lorsque  x est  un  peu  grand  ; 
et  on  peut  se  servir  utilement  de  cette  propriété  , pour  déterminer  la 
constante  C,  com metlans  le  n°.  939.  Si  l’on  fait  par  exemple  , 
on  aura 


x’ 


•f  etc.  + C , 


et  posant  x=  io,  on  obtiendra 


t + — — -...4 1 

1 3*  10  10  100 

d’où  l’on  tirera 


ri  _ 

- — -H etc.  + CT 

6000  3000000 


C=  1,644934066848226430 , 


en  poussant  la  série  du  second  membre  jusqu’à  son  dixième 
terme. 


Une  circonstance  très-digne  de  remarque  , c'est  que  la  valeur  de  C , 
à quelque  degré  d’exactitude  que  l’on  porte  l’approximation , se 

trouve  la  même  que  celle  de  — , 1 désignant  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre  ou  la  demi-circonférence  du  cercle  dont 
le  rayon  est  1 , et  que  la  transcendante  entre  aussi  dans  l’ex- 
pression de  la  constante  relative  aux  séries  dont  les  termes  géné- 
raux sont  — , —,  etc.  En  attendant  que  nous  démontrions  ri- 
x'  x 4 

goureusement  la  vérité  de  cette  assertion , par  la  considération  des 
produits  composés  d’un  nombre  indéfini  de  facteurs  , on  peut  au 
moins  la  vérifier  par  approximation  et  de  proche  en  proche  , sur  les 
séries  indiquées  précédemment. 

Si  l’on  calcule  aussi  les  valeurs  de  la  constante  dans  les  séries 
dont  les  termes  généraux  sont  , etc.  et  qu’on  les  com- 

pare aux  puissances  n-%  w5,  etc.  on  aura , en  portant  l’exactitude 
à seize  décimales  et  en  observant  que  la  constante  donne  la  valeur 
de  la  série  lorsque  x est  infini , 


«39 


i + 

t + 

i + 

i + 

* + 
etc. 
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' xB. 


1 TT* 

*+'—  + etc.=  i,  6449340668481164= — - — 

1 61. 

1 ' 1 

1 -t — j-+etc.=i, 101056903 1 595941= »’ 

1 15,79436  • 

I „* 

1 + ^-+etc.=  1,081313 13371 1 1381=  — — — =— 
> 4-  -3- 4-etc. = 1,0369177551068631 


i3B 


195,1115 


1.1.3. 4 . 
1 *B.  . 


945 


t.i. . 


1 

1+  =- 4- etc.=  1,01734306 19844491; 

1+  4-+etc-=I>oo8349i773866oi8= ■ 

1 l995>l!i6 

1 + ~r  + etc.=  1 ,004077  3561979443=  w — 1 Bl 


9450  1.1. ...8 

1 + + etc.=  1,0010083  918160811= b-» 

1 19749»35 


1 4-  — + etc.=i,  0009945751178180= 


SB, 


etc. 


93555  1.1...10 


643.  Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  valeurs  donnent  aussi  les 
limites  des  séries 


1 - -+ 
1 

1 ' 1 

- — -+ 
3 * 


B.  — 


- B.— 


B.+ 


B 5- 


-I*.- 


B,  + etc.- 


i B, 


t .1 


•ff,  + etc.=i,ioîo... 


3’4  B 

Ç.6  „ 

- R 1 

7-8 

77  _ 

9. 10 

i35, 

x-3  ‘ 

*•3 

1.3 

*•3 

B.  -f-  etc.=— 
1 

T7f 

.1.3. 4 

■ ’’4*5  B 

- 5’6’7  B +. 

7.8.9 

77 

9. IO. 1 1 

,0369. . . 

1.3.4  ‘ 

i-3-4  ’ 

1.3.4 

1.3.4 

-2?74-etc.=  i, 

3 -4- 5-6  „ 

.5- 6.7.8  5 

f.8.9. 10  „ 

9.!0.tl.Iln 

SB,  jC 

1.3.4. 5 1 

*•^4-5 

1.3. 4.5 

S — 

1.3.4. 5 

1 

. 1. . .6 

qu’on  obtient  en  faisant  ..*=1;  et  successivement 
m ~ 1 » 3 > ™ = 4,  /n  = 5 , etc.  dans  la  série  dont  le  terme 


général  est  — . 

x 


S 1 
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Les  mêmes  valeurs  conduisent  aussi  à insérer  un  moyen  entre 
chacun  des  termes  de  la  suite 

B,,  Bt , B , , B, , B , , etc. 

c’est-à-dire,  à trouver  les  expressions  des  quantités  qui  seroient 
représentées  par 

B Bt,  B 9,  B,,  etc. 

En  effet.  B,  et  B,  répondant  aux  séries  i +—+  etc.  et  i +— +etc. 

B , doit  répondre  à la  série  intermédiaire  r + + etc.  et  d’après 

la  loi , suivant  laquelle  sont  formées  les  limites  des  deux  premières , 


on  doit  avoir , pour  la  troisième , 
. t 


TT  = y -n  , 

t.i.3  t5»79436 


w3,  ou  B,—  - 


l ‘B, 
1.1.3 
3 « 


t3  ; on  conclura  de  là 

0.0581 5 *17, 


1 15.79436 


on  arriveroit  de  même  à Bt , Bô  , etc. 

044.  Soit  encore  la  séiie  dérivée  de  u = — ^ — -,  on  aura 

n'  + x% 

— - arc  ^ tang  = “ ) ( n*-  366  ), 

J n+x  n ' ns 

et  si  l’on  prend  y = arc  ^ cot  = - ^ , il  viendra 

” dx  1 / 1 \ * c< 

= y),  - — cot  y — — 

n'  + x*  Ai  n si 


J 


cosy  1 
sin  y ’ n'+x* 


sinj'* 


d y 1 i dy  siny  COSy dy  sin  1 y 

Jx~~  ^sin^*’  /i*+**  n'  n'  * 

, du  sin  v*sin  ly  ... 

d’où  on  conclura  — = •;  on  obtiendra  ensuite 

dx  n 


lrfy  (sin^cosysin  1 y + siny’cos  îy) 

~ 7 ’ 

(sinj^cos^smiy  4-siny‘cosiy  ) îsin^sin  3 y 


au 

77~ 

d'n  t 

dx'  ~ n*  n * 

on  trouvera  de  même 

iPu  2.3siny<sin4y  d*u  3.3. 4siny3sin  5 y 

dx 3 ~ n- 


dx* 


, etc. 
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et  l’on  aura  par  conséquent 

sinjr' 


Ml 


«■+*•  n\  1 xn 


B,  siny’sinxy  t ff,  siny'sin^ 

T n3  +T 


5,  siny‘sin6y 


+ etc.  + C. 


Pour  appliquer  cette  série  à des  cas  particuliers  , il  faut  aupa- 
ravant en  déterminer  la  constante  C.  Il  semble  d’abord  qu’on  peut 
etTsctuer  cette  opération  , en  partant  de  la  supposition  de  x=o  , de 
laquelle  il  résulte  y = \*,  siny=i , sinx_y=o,  sin^^o,  etc. 

et  par  conséquent f- C = o,  ou  C= mais  cette  va- 

r 1 i«*  x/i 

leur  de  la  constante  n’est  pas  complète , car  si  on  faisoit  x infini , ce 

qui  donneroit y— a , on  trouveroit  pour  la  limite  de  la  série  proposée 

— + C.  ou  — -,  tandis  que  nous  montrerons  dans  la  suite 

1 n 2 n i»" 

...  rr  l rt 

que  la  vraie  valeur  de  cette  limite  est  — — ^^4 — . 

n(e  — 1) 

Nous  expliquerons  alors  à quoi  tient  le  paradoxe  que  nous 
faisons  remarquer  ici,  et  dès  à présent  nous  prendrons  en 

conséquence  C=—  ^ + ^ » parce  changement  l’cx- 

71  (e  —1) 


pression  de  S - — deviendra  applicable  à tous  les  cas. 

r 7l‘4-X* 

945.  Occupons-nous  maintenant  des  séries  dont  le  terme  général 
est  une  fonction  transcendante;  soit  « = lx,  nous  aurons 


1 .B,  B , Bs 

5lx=xlx — x4 — Ix  4 — r — ! T~T~~  4*  C t 

x l.ix  5 . 4xJ  <j . 6xg 

en  observant  que  fdx\x  = x\x — x ( n°.  4x5  ). 

On  ne  sauroit  encore  ici  déterminer  la  constante  en  faisant  x=i  , 

parce  que  le  second  membre  n’offre  alors  qu’une  série  divergente  ; 

mais  en  faisant  *=10,  calculant  la  somme  des  dix  premiers  termes 

de  ce  membre , et  l’égalant  à celle  que  donnent  les  logarithmes 

népériens  des  dix  premiers  nombres  , on  trouvera 

. C=o, 918938533x047, 
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a ...oins  d une  unité  décimale  du  troisième  ordre , valeur  qui  sera 
par  conséquent  la  limite  de  la  série  divergente 


B . B,  B, 

i -+-A- L 4.  etc. 

*•*  5*4  5-d 


L’expression 
que  l’on  doit  à Wallis, 
manière  bien  simple  de 


^ 1. 1.4. 4. 6. 6. 8. 8. 10. 10.  n etc. 

2 • -3  *3*  î • 5*7-7-9*9«  t « • • t «etc. 

et  que  nous  déduirons  dans  la  suite  d’une 

y%  Jjç 

... conduit  à la  vraie 

A* 


valeur  de  la  constante  C.  Pour  cela  il  faut  observer  qu’en  passant 
aux  logarithmes  ,et  s’arrêtant  à un  nombre  a-  de  facteurs , on  obtient 

• f il  1 + a I4  + il6-r  il  8 + i1  10. . . + il(  1 X’ — i)  + Iix 

— \ — 1* — 2l3 — 2,î — il  7 — 119.... — il(i  x — 3)  + (ix — 1) 

et  qu'en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x infini,  on 
trouvera  par  le  moyen  de  l’expression  précédente  de  .91* 
lH-li  + 13  + 14+15... . +1*  =C+(  A + r)U — x 
I1+I1  + I3+I4  + I5. .. . + ll*=C+(ix  + j)li.r — 1* 

I1  + I4+I6  + I8  + I10...  + lix=.Jlx  + .vli=C+  (a + 7)  bc + .vl  1 — x. 
Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde , il  vient 


li  +13+15+17*  • • • +!(»*— M)=jrl*+(jr+i)li— Xf 
d’où  l’on  conclut 

1I1  + 1I4+ 1I6. . . + i1(ix—  i)+lix  1 [ iC+i(x+;)U+ixli  — Ix — !l.r 

.lit— 1I3— 1I5...— ll(l.v— 3)+ll(lx— 1)  J ( — ixlx— l(*  + i)ll  + lA- 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à It — la  t on 
obtient , d’après  la  réduction  du  second  , l x — 1 1 = 2 C 1 1 1 , 

d’où  Cr=ï(l*-+li)=ilin-  = l l^i ?r, 
résultat  bien  remarquable  et  d’après  lequel  on  a 


S Ix  = jl  lsr+xlx — x + jlxq * 

I.  IX 

On  rendra  cette  équation  propre  à un 


B, 


B< 


• etc. 


3*4*  5.6X5 

système  quelconque  de  lo- 


garithmes, en  multipliant  parle  module  les  termes ‘ — 1 — etc. 

1 . ix  3 .4X-1 

dans  lesquels  il  n’entre  point  de  logarithmes. 
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946.  Proposons-nous  pour  exemple  de  trouver  la  somme  des 
logarithmes  des  1000  premiers  nombres  des  tables , c’est-à-dire,  la 
valeur  de  li+l  1+13..  • . 4- 1 1000.  La  caractéristique  1 désignant 
ici  des  logarithmes  ordinaires , dont  le  module  sera  pour  abréger 
représenté  par  M , on  aura  *=1000,  d’où  on  conclura 

x\x  = 3000,0000000000000 

+ jlx=  1,3000000000000 

+ jli»  = 0,3990899341790 

— Mx  — — 434,1944819031318 

MB,  , ' * 

+ = + 0,0000361911068 

i.xx 

MB. 

V — — 0,00000000000 1 1 , 

3 • 4 


résultat : 1367,6046441111318  : 

. IOOO 

mais  I1  + I1+I3 + 1 iooo=l.  1.1.3 . . . 1000=  1[  xooo  } ; 

IOOO 

il  s’ensuit  que  1 [ 1000]  = 1367,6046441111318. 

10:0 

L’on  apprend  par  là  que  le  nombre  [1000],  dont  le  calcul  est 
presque  impraticable,  doit  avoir  1368  chiffres,  et  que  les  dix 
premiers  chiffres  sur  la  gauche  sont  4013871600,  en  sorte  qu’il  est 
compris  entre  les  nombres  qui  résultent  de  4013871600  et  de 
4013871601,  suivis  chacun  de  1338  zéros.  Cette  connoissance 
suffit  dans  beaucoup  de  recherches , où  l’on  ne  demande  que  les 
rapports  des  produits  de  grands  nombres  ; et  dans  ce  cas  la  valeur 
approchée  de  ces  rapports  devient  précieuse  par  l’impossibilité  où 
l’on  est  d’effectuer  les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  devient  alors  un  obstacle  aussi 
insurmontable  que  la  difficulté  d’exprimer  rigoureusement  une  fonction 
transcendante.  Laplace  a beaucoup,  étendu  cette  recherche , dont 
les  appb'cations  sont  très-fréquentes  dans  le  calcul  des  probabilités  , 
mais  comme  il  s’appuie  sur  des  considérations  différentes  de  celles 
qui  nous  occupent  maintenant , c’est  plus  bas  que  nous  rendrons 
compte  de  ses  travaux  sur  ce  sujet. 

947.  En  suivant  Euler,  nous  allons  montrer  comment  on  parvient  à. 


I t m ] 
• [«  J 
'[•■•‘-"J 

m 

j 

[»][«■ 
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trouver  le  coefficient  quelconque  d’une  très -haute  puissance  du 
binôme  et  le  rapport  que  l’un  quelconque  des  termes  de  cette  puis- 
sance a avec  la  somme  de  tous  ceux  qui  la  composent. 

Le  terme  général  du  développement  de  (a+  b)m  étant  MW-—*, 

n —n 

son  coefficient  [b*][o]  peut  être  changé  en 


n — « — (m — t) 

O][o][o]  = . 


H 


~n  ( n”'  9°*  )» 

. Ht”—»] 

et  passant  aux  logarithmes  il  vient 

1['nKo]=l[OTî— l[»î  — 1[>  — "]*» 

or  on  a par  le  n°.  945 , 


=illrr+(  m + 7 )'OT — m + 


B, 


B , 


=ïll»+(  n + j )ln— n + ~ 


1 . im 

B, 


3 • 4'"3 


B, 


I . 1 n 


=ï'  »»•  + (w— n + «)— m + n + 

ce  qui  donne 


3*4* 


7~  + 


5 . 6 œ5 
*5 


5 .6«5 


etc. 

etc. 


B , 


t.x(w — /i)  3 . 4(nz — n) 


■3  + etc. 


— = — iIlTr4-(OT+ï)l/n— (n  + i)ln— (ot  — n+  1 (/7z — n)j 

, B, B,  B, 

l.lm  t.W  1 . l{m — n) 

B , 


B , i?, 

3.4m’  3.4ns  3.4(/n— ny 

+ etc. 


Lorsque  Ton  fait  b =—,  quand  b est  pair,  on  tombe  sur  le  terme 
qui  occupe  le  milieu  du  développement  de  la  puissance  de  a + b, 

. ' \ 2n 

et  qui  est  affecté  de  a’b";  son  coefficient  est  exprimé  par  , 

([-])* 

le 
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la  formule  ci-dessus  donne  pour  son  logarithme 

(H)* 


M5 


B « 


• z.i  n 
1 B. 


i.l.n 

expression  que  l’on  peut  changer  en 


3.4.1V 

îtf, 

3-4«‘ 


3.6.1V 

1 B, 


S 


.6 1? 


3», 


63  B. 


VI 


1,1. 1/1  3.4.  i3/i3 


5.6. 1/ï 


([»])*  Kn,r 

si  l’on  passe  des  logarithmes  aux  nombres , on  aura 

r ’i"  3^«  *5*3  <51^5 

[*"]  _ jr_  — r~rr.  : 

(W)* 


fr  + e,c< 

•’h3 


5 -6'lV.  etc. 


Il  est  facile  maintenant  de  développer  cette  série  suivant  les  puis- 
sances de»,  en  substituant  à chaque  quantité  exponentielle  la  série 
qui  lui  est  égale  ; mais  nous  n’effectuerons  point  ce  calcul , parce 
que  la  forme  logarithmique  est  la  plus  commode  pour  les  appli- 
cations. 

Si  l’on  se  proposoit  par  exemple  d'obtenir  le  rapport  du  coefficient 
moyen  de  la  puissance  1 n du  binôme  à la  somme  de  tous  les  autres , 
on  feroit  a et  t=i  , d’où  (a  + é)*"=i";  le  logarithme  du  rapport 
cherché  auroit  pour  expression  • 

1 ' + 

V nw  1.2. an  3.4.2  V 5.6.aJn3 

En  prenant , par  exemple,  2»=  100,  on  trouvera  par  cette  formule 
le  rapport  de  1 à 0,0795891. 

948.  Soit  u = a*i  la  formule  Su  =fudx  + j u + etc.  donnera 

+ — ->(U)S— etc. } + C. 

[In  a 1 2.3.4  a. 3. 4. 5. 6 j 

En  faisant  S «*=  o , lorsque  x — a , on  trouvera 

C=-{p+-+- 1«-  — 0<0’  + 7(U)*_etc.}f 

(U  2 2 2.3.4  3.3.4. 5.6'  * J 

Appendice,  T 


— etc. 
+ etc. 


C A L C U 


t 
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et  on  aura  par  conséquent 


-M 


*4 


3.3.4  ' * 3.3.4. 5.6 

mais  on  sait  d’ailleurs  que  S a*=  — ( n’.  933  ):  on  con- 

4 •—  1 

dura  donc  de  ce  qui  précède  que 

— =—+-+ — 1 a (i«)  h r(ifl) — ctc- 

a — 1 lu  3 3 1.3.4  3.3.4. 3.6 

d’où  on  tirera 


■etc 


(— -)lu=t +-(!<«)* Ml*)‘+ -Cl-)8— 

Va — 1 2/  3 2.3.4  3.3.4. 5.6 

équation  dont  le  premier  membre  se  réduit  à Llltillf  et  donne , 

2(a — 1 ) 

comme  on  voit , la  somme  d’une  série  très-remarquable. 

949.  Si  l’on  prend  a — sin a j;  , on  obtiendra,  par  la  formule 
S u=fudx  \u  + etc. 

B. a 


. t 1 . B, a B,  a5 

S sina*= cosax+ -sinajr  -1 cosax  -| 

a 2 3 3.3.4 

5,a5 

+ ' 


COS  ax 


— cos  ax  4-  etc.  4-  C 

2. 3. 4. 5. 6 

Dans  le  cas  où  x = o,  on  a .?  sin  a *=o  , d’où  il  suit 


C=  -■ 
« 


B,a  B^a? 


— etc. 


: 3.3.4  2.3.4. 5.6 

et  par  conséquent 

. . , , (1  -®,«  -Sjo3  5<a5 

Ssmax—  ^sinaar  4-  (1 — COSajrH — ~2~ 

* v la  3 2.3.4  2. 3. 4. 5. 6 


C.}. 

. • cosfaa; — '-a)  , , . . 

Mais  puisque  ssinaar= — — ‘ ( n • 9°°  ) > “ vient 


5sin  a x ■- 


cos  (ax — |a  ) 
ssin  \a 


4-  sin  a x 4-  const. 


cosaxcos{a — sinaxsinja^  cos  4 a 
2 sin  4a  2 sin  4 a 


: j sin  a x 4- 


COs4a  ( 1 — cosaar  ) 


2 sin  i a 
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en  déterminant  la  constante  pour  que  cette  dernière  expression 
de  S sina*  s’évanouisse,  ainsi  que  la  première,  lorsque  x = o. 

La  comparaison  de  l’une  avec  l’autre  donne 



x 


cosia  1 B, a 

■=icotia=- f 


isinja  ■”'*  a x 1.3.4  1.3. 4. 3. 6 

On  parviendroit  au  même  résultat  en  partant  de  S cos ax. 


• etc. 


930.  En  général , si  dans  les  formules 

cos  {p  + qx—^qh) 


xs\n(p  + qx)  = - 
2 c Os(p  + qx)=z 


isin  j q h 

S\t\(p±qx—iqK) 


4-  const. 


+ const. 


isin  j qh 

on  change  x en  x 4-  h , et  qu’on  détermine  ensuite  la  constante 
arbitraire,  de  manière  que  les  résultats  soient  respectivement  sin^ 
et  cos p lorsque  x=o,  on  aura 


S sin(^4-  qx)- 


cos(p  + qx  + jqh)  cos  (,p—\qh) 


isin  iqh 


f , sin(/>4-  y* 4-  kqh) 

Scos  (/>  4-  q*)—  


1 sin  f q h 
sin  (p—jqh)' 

1 sin  i q h 

La  formule  S P Q(P  + zP) — A Q z'P,  4-  etc. 

conduit  au  même  résultat  que  celui  qu’on  déduiroit  des  expressions 
du  n'.  909 , et  donne  la  somme  de  toutes  les  séries  dont  le  terme 
général  est  le  produit  de  sin  (/>  4- ÿ jc)  , ou  de  cos(p  + qx),  par 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x ; et  pour  étendre  ce  procédé 
aussi  loin  qu’il  peut  aller,  il  ne  faut  pas  oublier  que  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus  se  ramène  à des  sinus 
et  à des  cosinus  d’arcs  multiples. 

931.  Il  paroît  difficile  au  premier  coup  d’oeil  de  trouver  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  .îsin  (p  + q x)  et  de  S cos(p+qx)  , 
lorsqu’on  y suppose  x infini;  car  on  ne  voit  pas  quelles  peuvent 
être,  dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  des  fonctions  cos(j>+qx+iqh) 
et  de  sin(/>+ÿ.r  4.  iq  h ) , qui  pourtant  ne  sont  pas  susceptibles 
de  devenir  infinies , puisque  le  sinus  et  le  cosinus  ne  sauraient 
surpasser  le  rayon.  Cette  difficulté,  agitée  d’abord  entre  Daniel 
Bernoulli  et  Euler  , paroît  avoir  été  suffisamment  éclaircie  par  Lexell 
„ ( Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  T.  XVIII  ), 

T i 
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Il  faut  observer  premièrement  que  la  série 

siny>  + sin  (p  4-  q ) + sin  (/>  4-  1 q). . . . + sin  (/>4-  q x) 
est  périodique,  c’est-à-dire,  que  ses  termes  redeviennent  successi- 
vement les  mêmes  , et  qu’en  conséquence  les  diverses  sommes  par- 
tielles deviennent  nulles,  à la  fin  de  chacune  de  ces  périodes.  En 
effet , l’expression  de  S (/>  -t-  q x ) , qui  se  réduit  à 


Ssin(/>  + q x)  = — 


cqs(/>4-(a-+  j)g) 
zsin^? 


COS(p  — T?) 
isini? 


lorsqu’on  prend  h=  1,  s’évanouit  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
données  par  l’équation 

p + (x+$)q  = imir+p — jÿ  OU  (r+i)}  = i mx, 

dans  laquelle  zmx  désigne  un  multiple  quelconque  de  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  =.  1 . Si  le  rapport  de  x à q est  celui  de  deux 
nombres  rationnels  , on  aura  évidemment  une  infinité  de  valeurs 
de  x , pour  chacune  desquelles  l’expression  de  S ( sin  p + q x ) 
s’évanouira. 

Cette  expression  étant  ainsi  susceptible  d’un  nombre  indéfini  de 
périodes  ne  sauroit  avoir  de  limites  déterminées  ; mais  il  est  impor- 
tant de  remarquer  que  si  l’on  prend  le  milieu  entre  les  différens 
résultats  que  l’on  en  déduit  pour  toutes  les  valeurs  de  x , on  tom- 
bera sur  une  expression  dont  le  développement  en  série  sera  iden- 
tique avec  la  proposée.  Pour  cela  on  fera  successivement 

X O y X - — I y X — — 2 y • • • • X fl  y 

dans  S(p  + q x) , et  on  obtiendra 


«*(/>+  îî)  . cos(/>—  4?) 

: — ; H : — ; 

1 Sin  - q 2 Sin  jq 

cos  (p  + \q)  cos  (A—  kg) 

2 si n'-q  2 sin  £ ÿ 

COS  ( p + 7 1 ) + COS  ( P 7 9) 

isin  jy  z sin  7 q 


/ xn+i 

cos(f_j5) 

+ 


1 Sln  «y 


1 sin  4 9 ’ 
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la  valeur  moyenne  résultante  de  ces  valeurs  particulières  dont  le 
nombre  est  n+  1 , sera  exprimée  par  la  série 

(n+i)cos(n — \a)  Î in  + t 

La  somme  de  la  série , renfermée  entre  les  accolades , s’obtient  en 
écrivant  p + -j- q , à la  place  de  p , dans  l’expression  de  icos(/>-|-f.v) 
et  en  y faisant  x—n  et  h=i  , ce  qui  donne 
sin  (/>  + (n  + i)q)  sin p _cos (p+(r  B+  i)?)sin-j-(n  + i)q 


asin-j-ÿ 


sin-j-y 


quantité  nulle  dans  l’hypothèse  actuelle,  puisque  est  un 

multiple  de  la  demi-circonférence  : le  résultat  précédent  se  réduit 

donc  à Telle'est  l’expression  que  Daniel  Bernoulli 

ism-5-ÿ  • * 

regardoit  comme  la  somme  ou  la  limite  de  la  série 


sin  p + sin  (/>  -+•  q ) -J-  sin  (p  4- 1 q ) + etc. 
continuée  indéfiniment , mais  qui  n’en  est , à proprement  parler , 
que  le  développement  ( Int.  n".  4 ) , ainsi  que  l’on  peut  s’en 
convaincre,  en  formant  l’équation 


-°S^f  = sin^  + sin  (/>  + q ) + sin  (p  + 1 q ) + etc. 

2 Sin  — q 

de  laquelle  on  tire  d’abord 

cos(/> — jÿ)=asin/>sin  jq+  zsin(/>4-f)sinj$-|-  isir(^4-i?)sin-jÿ+etc. 
puis 


«»(/»— if)  = cos  (/»  — •;f)  + co*'0>  + £î)  + co$(/»+!j)+  cos(/>+iŸ)  + 

— COS  {p  + ïf  ) — COS  {p  + i q ) — etc. 
en  mettant  pour  les  produits  de  sinus  leurs  expressions  connues  ; les 
deux  membres  de  ce  résultat  deviennent  identiques , abstraction  faite 
du  dernier  terme,  ainsi  que  cela  arrive  dans  le  développement 
des  fonctions  en  séries  divergentes  ( Int.  n°.  5 ). 

Cette  dernière  transformation  donne  un  moyen  aussi  élégant  que 
facile  de  parvenir  à l’expression  de  Ssin(p+qx).  En  effet,  si  on 
multiplie  par  isin-j-j  les  deux  membres  de  l’équation 
S sin  (■/>+ q x )=sin^ + sin  ( p + q ) + sin  (/>  + iq  ) . . . . + sin  (/>  + q x j , 


•îeos(/>  + y;t)  = 
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elle  devient  2sinjf.îsin(,?+f:r)= 

xsinysin  jy  + 2sin(/>-t-y)>in  jy+xsin(/>+i  q )sin  j j. . . . + xsin(p-+-y*)sin  jy, 
et  se  transforme  en  i sin-j-y Ss\n(_p+qx)  = 

cos  (P—  ) + co5(/.  -h  -f  y ) . . . . + cos(  p + (r—  -f ) 7)  î 

— cos(/>  +4-?). cos(f +(x—  4-)y)— cos(/.+(*+4-)î)]  ’ 

d’oîi  l’on  conclut 

...  . cos  ( p j-y) — cos(/i  + (;r-t--f  )y) 

i sm  T î 

ççi.  En  appliquant  à l’expression  de  .îcos  (/>  + yx)  et  à la  série 
cos/>  + cos(/>  + y)  + cos(/>  + 2 y ) + cos  (p  + 3î)+  etc. 
les  raisonnemens  et  les  opérations  du  n“.  précédent,  on  parvient  à 
des  conclusions  analogues.  On  trouve  d’abord  que  la  valeur  moyenne 
de  toutes  les  sommes  particulières  déduites  de 

sin(/»  + (*  + d)y)__$infr— |y  ) 

2 sin  jy  2 sin  j y 

donne  la  quantité 

(n+  iVinfr — -a)  l ...  . . ..  1B+I\ 

7 , v . . { Sin  (/>  + ïf) + stn  (/> + |j) . . . + sinf  />  4 ) y } . 

l(/i+i)unjf  x(n+  l)sinjy  \ i / 

La  somme  de  la  série  comprise  entre  les  accolades  se  tirant  de  l’ex- 
pression de  .S sin  {p+qx) , en  y changeant  p en  p+  '-q  , et  en  y 
faisant  h = t , x — n,  est 

COSp  cos(/>  + (n  + I )y)  _sin(/r  + 1 (rt+t)  ?)  sin  l(n4-i)y 

2 sin  jy  îsinjf  sinjy 

et  s’évanouit  nécessairement  lorsque  l’équation  (n+  i)q—zmrr  a Keu. 

. sinfp — t?) 

On  a donc  encore  dans  cette  circonstance — ; — , ; et  on 

îsin^  y 

prouve  que  ie  développement  de  cette  fonction  reproduit  en  effet  la 
série  proposée,  en  multipliant  par  x sinjy  les  deux  membres  de 
l’équation 

sin(/>—  jy)  , . . , 

— i — =cos p + cos  (y?  •+■  q)  + cos  (p  + z y)  + etc. 

1 sin  - q 

qui  devient  alors 

— sin(/  — ï î ) = «in  j ycos/> + 2 sin  \ q cos(p + q)  + 2 sin  j ycos(/> + iy ) + etc. , 
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se  change  en 

— sin(/>—  s\n(p—  '-q) + sin(/» + \q) + sin  {p  + \q)  + sin(/>  + \q)  + etc. 

— sin(/>  + T?)—  sin(/>+  \q)—  etc. 

Iorsqu'ou  y met  pour  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  leurs  va- 
leurs , et  devient  par  conséquent  identique  si  on  la  considère  comme 
indéfinie. 

On  arrive  aussi  à l’expression  de  Scos(p+q  x)  , en  multipliant 
par  1 sin  j-  q , les  deux  membres  de  l’équation 

S COS(/>  + qx)—COSp  + COi(p  + q)-\-COi(p+  lq)+  . . . +COs( />  + ?*)  , 
on  forme  de  cette  manière  l’équation  îsinj  qScos(p+qx)-=* 

isin  j qcosp  + isin  ':qCOi(p +q)+ isin  { qcos(p +iq)...  + iùn±qcos(p-irqx), 
équivalente  à cette  autre:  1 sin  j ÿ J cos  ( />  + 7 x ) = 

—sin {p—  '-q)  + sin(/>  + i?)+  sin(/>  + èy) . . . + sin(  p + (x—  j)j)  + sin  {p  + q x + i q ) 
— sin(/>+if)—  sin^+^Ÿ). . . — sin(/>+(x—  {)q)t 
de  laquelle  on  tire 

5 cos(,+î)*=  + , 

7 ismjî 

résultat  conforme  à celui  du  n°.  950. 


953.  La  sommation  des  suites  a conduit  Euler  à des  interpo-  Application  de 
lations  très-élégantes  dont  nous  allons  donner  une  idée.  11  faut  la  sommation  des 

.....  . . . , , séries  a Imtci- 

d abord  observer  que  certaines  suites  représentent  des  fonctions  que  polation. 
l’on  ne  sauroit exprimer  d’aucune  autre  manière,  et  dont  on  n’a  pas 
même  les  différentielles  ; Euler  les  appelle  functiones  iruxpUcabiUs. 

La  première  recherche  à faire  est  celle  de  leurs  différentielles 
dont  on  obtient  des  valeurs  approchées  par  le  moyen  des  formules 
du  n*.  93  i. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  demande  les  différentielles  de 
la  fonction  qui  exprime  la  somme  de  la  série 


1 i t 

i 

i 3 4 


. i 
■ + - » 
X' 


fonction  dont  on  ne  sauroit  avoir  l’expression  indéfinie , mais  dont 

la  valeur  approchée  est 

t B.  Bx  B. 

1 * d d 1 — t 5 + ^ ( u*.  939  ) , 

ix  ix*  ex*  6x  ' 77 
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en  désignant  cette  fonction  par  U , on  aura 


d_U__  t i_  n,  _ ba  b1_ 

dx  x lx * a;3  a-5  x’ 

série  qui  donnera  avec  d’autant  plus  d’exactitude  la  valeur  du’ 
coefficient  différentiel  que  celle  de  x sera  plus  grande. 

En  général , la  formule 


, i B,  du 
Su=fudx  + -u  + — — 
J l i dx 

donnera 


B.  d'u  B<,  '(Pu 
1.3.4  dx*  1.3.4.  5.6  dx’ 


— etc.  + const. 


dU  1 du  B , d'u  Z?,  d*u  Bj  (Pu 

dx  “ ldx~^  1 dx'  1.3.4  dx*  1.3. 4.5. 6_  dx’ 

si  l’on  fait  S u—U. 

On  appliquera  de  même  à cette  recherche  les  autres  formules  du 
n*.  931 , et  par  leur  moyen  , on  obtiendra  le  développement  de  la 
valeur  que  prend  U , lorsque  a:  se  change  en  a+®,  ordonné  suivant 
les  puissances  de  «. 


954.  Euler  est  aussi  parvenu  au  même  développement  sans  le 
secours  des  formules  citées,  et  par  des  considérations  qu’il  est  bon 
de  connoître. 

Soit  S la  somme  de  la  série 

d t B,  C,  ...AT, 

correspondante  aux  indices 


1 » 1 > 3*  4» x * 

Sa  et  Xa , ce  que  deviennent  cette  somme  et  le  terme  général 
lorsque  x se  change  enx  + w,  et  [désignons , comme  à l’ordinaire 
par  S, , S,  , X,,  etc.  les  valeurs  de  S et  de  AT,  corres- 

pondantes à *■+ 1 , A--fi,  etc.  Cela  posé,  nous  aurons 

S,=S+X, 

J -5® +1 — Ba  4*  X»+t 

s^s+x.+x.  j 

f S a+t—Sa  + X <u+1  + XK+t 

Si=S+X,  + X,-t-Xi 

> + Aé  M+.  + A’o,+1  -f- AT«+1 



sm=s+xt+x, +x„. 

' Sa^M—Sa+Xa+,-i-Xa+t' . . + -X«+». 

Maintenant 


! 
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Maintenant  il  faut  examiner  la  forme -que  prend  la  s'érie  dans  les 
termes  très-éloignés  du  premier,  afin  de  connoitre  la  limite  vers 
laquelle  elle  tend  sans  cesse.  Si , par  exemple , ses  termes  consécutifs 
approchoient  de  plus  en  plus  de  l'égalité , de  manière  qu’en  supposant" 
l’indice  n très-grand , on  eût , avec  une  exactitude  toujours  crois- 
sante , X„=Xa+,,  Xnh,=Xn+.,  etc.  on  en  concluroit 


■Sn+p—^n  + -’l’n  + . + n f » ■ • • + -*’>!+/> =, £„•+/»  A „+,  , 

et  par  conséquent  ^B+«=  Sm  + »A',+, . En  égalant  cette  expression 
de  J«+,  h celle  qu’on  trouve  dans  le  tableau  ci-dessus , on  obtiendra 

5-„+“A',^,=.Îm-P  A’m+1+A«+,.  . . + AT.v+„  ; 

mettant  pour  .S„  son  développement,  et  tirant  la  valeur  de  Su  , on 
aura 

S„-=S+X,  +X%  -1- Al,  +X^ +A'B  + »Xn+, 

— -X®+, — -Y»+. — • • — -&»+». 


Cette  formule  étant  appliquée  à la  série  1 + - + 

23  X 

donne 


Su~=  S -f- 


* + 1 
I 


+ 


* + 1 
I 


* + 3 

1 


■ + 


-+- 


* + /i  xr  + n + i 
I 


•V-j-W-f-I  „V  1 AT-j-to-l"  3 


x + u -J-  n 


OU 


t*  t*  tà 

S“~~  * (x  + 0(*+l+")  + (A  + 0(-,:+1  + ")  + (*'+3)(*+3+“)*  ^ 

en  négligeant  le  terme  correspondant  à « A'n+1  ; ce  résultat  sera 
d’autant  plus  exact  que  x sera  plus  grand  et  « plus  petit. 

Pour  le  développer  suivant  les  puissances  de  u , on  observera  que 


X I W ÛJ*  A)’ 


*+i+w  •**+ 1 

I I 

(*+>)’  ‘ (-V+,)’ 

t»  ..  * tt* 

(v+.)‘  + e,C- 

«3 

AT+Z  + » XT+2 

etc. 

Appendice. 

(xr+i)*  (xr  *j-  2)1 

(*+3  )4+Ctt' 
V 
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et  on  aura  ensuite 

f ■ - T-  1 1 L__j L__  4-  etc.  ] 

U'+O*  (»  + »)’  (*  + })'•  (r  + 4)  > 

• l (v+  l)J+  (.e+  2)J  + (*  + j}’  (a + 4)’  > 

4-»"[ — ! 1 ! \ i — 4-— 1 — 4-  etc.  1 

l(*‘+  *)‘  (A  + 3)*  (a  + 3)‘  (v  + 4)4  ‘ 

— etc. 

comparant  cette  formule  avec  la  série 

dS  « d'S  6J4  it  S ftt3 

SU~S  4-- [-  - — h 7— j h etc. 

. • . d\  I dx*  1.2  dx  1.2.3 

qui  résulte  du  théorème  de  Taylor , on  en  conclura 

JS  , ( 1 1 1 

— = + t . ; 1 1 1 4-  etc, 

U*+0‘  (*  + 2/  (*+j  )*  (*  + 4)‘ 

fi  1 1 1 

— 1 • 2 1 r — — 4-  + 7 — " — r,  + *lc- 


dx 
d'S 
dx * 


•1 


•« 

j 

r*I 


l(.r4-t)1'r  (v  4-2)’  'r  (.  + ))'  (.V4-4)3  T 

d^S  fi  1 1 t 1 •'*'  , 

Is-+  I-a*3l(TH/+  +(T^+  (T+tf  + e,c>  | > 


etc. 


Considérons  encore  la  série 

„ 1 r - 1 

*=!+-=■• + “ +—  • 
2“  3“  4™ 


' +‘ 


nous  obtiendrons , par  les  formules  précédentes , 

■*.—  XK+,= 


(»  + >r  (*+!+«)“ 

n: a m(m- |-i)ms  _ >»(«/+ t}(m  4- î)»s 

— (*4-»r+‘  “ i(.v4-ir~*+  T. 3 c x + 1 )*h  etc* 

1 


etc. 


"+i  (*+l)"  (*+!+«)“ 

ma  m (1/1  + 1)11*  m(m  + i)(oi  + l)u* 

(7+  2)"+,_  i(jr  4- + ~l ."3  (.v  + i)‘+T 


• m 


■etc. 
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Su—S  = mt,)  f p- — -j- * -4- etc.  î 

l (*+!)"«•' T (.v+  x)*;+,T(jf+ J)“+,T  f 


et  l’ cquation 


l.x  I (.v  + 1 ) + (r  + l)~* + (*  + j)-+* 


=r.+  Ctc, 


, ib(/«+  i)(«+  l)W  f 1 

d — — , ; — — ", +-, 


1.1.3  l(v+  1)-^  T (.V  + i)'-TJ  + (v  + 3)"^ 


etc. 


j+  etc 


1 

•} 


de  laquelle  nous  déduirons  comme  ci-dessus  les  valeurs  de 


! S 

d'S 

d'S 

r > 

— 

~n»  etc* 

lx 

d x * 

1/  ad 

, on 

a 

dX 

6.  d'X 

«’  ( d"X  u’ 

dx 

I + dx * 

1.2  i/ad  1.2.3 

dX, 

> * 

«* 

* 

dx 

1 i/a;' 

1.2  dx 3 1.2.3 

X„  —X  -f  —j— ( — — l--r-i — + etc. 

Xa+,  =X,  + ^-  -+^f  — + -r-f  + e,c* 

etc. 

d’oit  l’on  tire 

u d {X,+X,+  X^+  Xt  + etc.  } 

«T  *+■  j Jx 

d,[X,  + X,  + X)+Xi+  etc.  )x 
î.x  dx'  , 

«’  d^X.  + X.  + A etc,  } 
1.2.3  ^ *3 

etc.  *■ 

Si  le  terme  Jiri+I  ne  s’évanouit  pas,  comme  dans  les  exemples 
du  n\  précédent , lorsqu’on  fait  n infini , on  observera  que 
, XH+l=X,  + (X-X,)  + (*,-*.)*  (X^*ù  + etCi 
et  l’on  substituera  , au  lieu  de  Xn4_, , le  second  membre  de  cette 
équation  qui  forme  une  série  convergente,  puisque  les  termes 
X, , X , , -,Y, , etc.  sont  supposés  tendre  vers  l’égalité. 

En  prenant  x = o , il  vient 

X=X,  X,=  B;  X^C,  etc. 

V i 
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si  l’on  représente  par  D',  D",  etc.  ce  que  deviennent  dans  la  même 

hypothèse  les  séries 

J{X,+X,  + XxA-  etc.}  J’{X,  + X,+  A',  + etc. } 

— — <?.r » 77 • e,c- 

que  l’on  écrive  St,  au  lieu  de  S , et  S , au  lieu  de  S*  , on  aura 
S,— o,  et  par  conséquent 


S u — ■ {//+( 5 — *4 ) d* C C — B ) + ( D — C } -f*  etc,  } « 
D'«  D <*'  D"n' 

1 î.i  1.2.3 


Il  est  visible  que  l’on  peut  changer  « en  x dans  cette  dernière 
expression , qui  devenant  par  h\ 

{A  + ( B -A)  + (C—  B ) + {D—  C)  + etc. } * 

D'x  D x‘  D'x' 


donnera 

JS, 

dx 

* ££. 

dx' 


i.a.j 


-etc. 


\A  + ( B — A)  + (C—  B)  + (D—C)  + etc. 
D'x' 


— D' — -- 
■ 


_ D — - 


/>"* 


-etc. 


• etc. 


dx 3 

etc. 


956.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  j’étend  au  cas 
où  les  différences  d’un  ordre  quelconque  des  termes  de  la  série 
y/,5,  C,  D,....X , tendent  sans  cesse  vers  L’égalité  ; et  l’appli- 
cation que  nous  allons  en  faire  , au  cas  où  les  différences  premières 
de  X deviennent  constantes,  suffira  pour  montrer  comment  on 
doit  se  conduire  dans  tous  les  autres. 

Désignons  trois  sommes  successives  par  Sn  , S„+l , .Vn+» 

leurs  différences  premières  seront  Xn+,  Xn+, , 

leur  différence  seconde  sera  donc  A'n+1  — A„+, , 
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et  on  aura  par  les  formules  du  n°.  860 , 

■*■+»=  S*  + " A„+l  H — —y — — ( K fj — A„+,  ) • - 

mettant  dans  cette  équation  , au  lieu  de  511+a)  et  de  .r„ , leurs  déve- 
loppemcns  respectifs , on  obtiendra  la  suivante 

Su  4"  A»+,  + A 4 A'<»+. . . . 4 A»+„ 

=5+*,  4*.  +*, 4-*  .+«X„.m  + ~P(X.^-Xn+,)  , 

I • Z 

d’où  l’on  tirera 

SX=S  4 (A, — Affl+I)  4 (A,  — A«+>) 4-  (A,j — A«+ J 

+ »*„+.  + -y~-^  ( A,+ _A„+,  ). 


Les  quantités  A'„+I  et  A„+I — A„+I  étant  équivalentes  aux  séries 
A,  + ( A,- A,  ) 4 (A,-*  A. ) + etc. 

( A,- A,  ) + ( A,-  a A.  + A,  ) +(  A4-  1 A,+  A.  ) + etc. 
on  pourra  donner  à l’expression  de  Sa , cette  forme: 

Sa—  $ + ( A, — A«+1  ) 4 ( A. — Aw+1)  + ( A", — A'*.+)  ) 4-  etc. 
4-  y {A,  4- (A, — A,)  + (A, — A.)  + etc.  } 

+*Ç»_L)  { (x_x)  + (X-iX,  4 A,)  + (A4_î  A,  4 A.)  4 etc. J 


et  en  l’ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  » , or.  en  déduira  , 
de  même  que  ci-dessus,  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  S. 

Le  théorème  de  Taylor  fournit  encore  ici  le  moyen  de  chasser 
A«+t , Aw+J,  etc.  en  substituant  à ces  quantités  les  séries 


A. 


« d‘  X 

T+^ 


«■  <f'X,  a.1 

4--L 

1 . Z d x 1.1.3 


4 etc. 


X.4-- 


d2L 

dx 


« J'X% 


s-  x. 


1.1 


i.z.3 


4-  etc. 


etc. 
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et  on  aura  ensuite 


S + »{Xl+  (A\-X,  ) -r-  ( A’,-  X.)  etc. } 

+ (X _A,)+(A',_iA,+A'  ) + (X4 — iA'(  + JV.)+etc.} 

_ 1.  X' + x '+elc-  ) 

I d x 

_ — a*  f X,  -f  X,_  + A",  + etc. } 

1.1  J.\‘  . 

fA",  4-  A",  + A'|ff  etc.  ) 

1.1.3  dx‘‘ 

— etc. 


Si  les  termes  de  la  série  A,  B , C , D ,, . .X,  tendent  à s’évanouir 
on  pourra  effacer  de  l’expression  précédente  les  séries  qui  mul- 

tjplient  ùet  — , dans  la  première  et  dans  la  seconde  ligne  ; 

^ «r 

mais  on  ne  supprimera  que  la  seconde  seulement,  si  ce  sont  les 
différences  premières  qui  s’évanouissent , et  dans  ce  cas  on  retom- 
bera sur  l’expression  complète  du  n°.  préc.  La  comparaison  de  cette 
dernière,  avec  celle  que  nous  venons  d’obtenir,  fera  voir  évi- 
demment comment  doit  être  composée  la  valeur  de  Su  pour  un  ordre 
quelconque  de  différences  constantes. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l’on  change  S en  St,  Sa  en  S,^„, 
comme  dans  le  n\  préc.  on  passera  de  Sx+V  à S„,  et  par  suite 
à S* , en  écrivant  dans  les  deux  premières  lignes , A , B , C,  D , etc. 
à la  place  des  quantités  X, , X,,X,,X4,  etc.  et  /?',  D" , D ",  etc. 
à celle  des  coefhciens  différentiels  qui  multiplient  respectivement 

U B*  . 

- , , , etc.  dans  les  suivantes. 

1 1.1  1.1.3 


957.  Ce  qui  précède  s’applique,  par  le  moyen  des  logarithmes , 
aux  fonctions  de  la  forme 

S=A  B CD X-, 

car  l’équation 

\S  — \A  + \B  + 1C’+  12?.... +1  A, 
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conduit  ;'i 

1 5»=1 S 4-  1 A,— ! A»+l  4-1  A', — ! A '.■> _r.t  4*  1 A ' — l A»+f  •+■  etc. 
en  supposant  que  les  logarithmes  1 A , 1 A, , 1 A’. , tendent  à s’éva- 
nouir; et  repassant  aux  nombres,  il  vient 


= 5^ 


A, 


A, 


- , etc. 


Aw+,  A’s+S  A'»+i  As'+4 
Il  est  visible  que  cette  hypothèse  répond  au  cas  oit  les  fractions 
A,  A, 

X»+I  ’ X»H 


, etc.  tendent  vers  l’unité. 


Dans  le  cas  oh  ce  seroient  les  différences  premières  des  loga- 
rithmes qui  tendroienl  à s’évanouir , il  faudioit  ajouter  à l’ex- 
pression précédente  de  15»,  la  série 
» { 1 A,  + ( 1 X,- 1 X.)  + ( l A',-  lX,)4-(  1A4- 1 A,  ) + etc. } , 
qui  revient  à 

-{'A.+  r^  + l-J  + l^+etc.  }, 

et  donneroit , en  passant  aux  nombres , le  produit  indéfini 


A," 


d’oii  il  résulteroit 


A"  A,‘ 


a;  a; 


-.etc. 


= 5A, 


» A.  X,  • A, “A x/A,’ 


-.etc. 


A»+,  A»+.  As+i 

L équation 

1 5»  = 1 S+ 1 A,—  1 X»+,  + 1 A,—  1 A»+, + 1 A,—  1 A»+,  + etc. 
se  transforme  comme  celle  du  n°.  955  , par  le  moyen  des  coefficiens 
différentiels , en  mettant  pour  1 X»+, , etc.  les  séries 

, v . d\X,u  d‘l  X,  «*  <P\X,  «’ 

* A,  + — — — +-— + etc. 

ax  1 dx”  1.1  dx3  1.1.3 

etc. 

et  donne 

15*_U  = _ _L  ^ ( 1 A,  + 1 A. -f  I A,  + etc.  } 

. I dx 

_ Jïl  ^{1  A, 4-1  Ar, 4-1  A, 4-  etc.  } 

t.i 


</** 

»3  <T{.1  A, 4- 1 A, 4-1  A,  + etc.  } 

1.1.3  .V1 

— etc. 
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résultat  duquel  on  déduira  les  coefficiens  différentiels  de  S , en 
observant  que 

J AS  » d'\S  «..*  d'\  S 

+ etc. 


, „ , , ja  s « d'\s  «.*  «m 

1 Sa — 1 S = — 1 - — h — - — ; 

dx  I dx  1.2  u.v  1.1.3 


Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à montrer  comment  on  peut  faire 
partir  du  cas  de  x—o , les  quantités  S , X, , X, , etc.  ce  qui  a été 
dit  à cet  égard  dans  le  n\  955  suffit  pour  quelque  formule  que  ce 
soit  ; il  ne  seroit  pas  plus  difficile  de  donner  au  cas  qui  nous  occupe 
toute  l’extension  de  celui  du  n\  précédent  ; il  ne  nous  reste  donc 
qu’à  faire  quelque  application.  . 

. * 

938.  Soit  S~  1 . 1.  3 .4. . . ,.vr=  [a  ■].  Dans  cet  exemple  les  lo-  ... 
garithmes  des  facteurs  tendent  sans  cesse  à devenir  égaux,  et  leurs 
différences  premières  à s’évanouir  ; car  on  a 


l(i»+r)—  l»=l(i  4-  -)  = - ™ + 

\ n/  n i/2* 


etc. 


■ ."tiS  . 


équation  dont  le  second  membre  tend  sans  cesse  vers  o,  à mesure 
que  n augmente  : il  faudra  pour  cette  raison  ajouter  au  dévelop-  -'IMl' 
pement  de  ld« — li’,  rapporté  plus  haut,  la  série 
M{lX,  + (L\i-l:\')  + ('X1-LY.)  + (IX4-!X,)  + etc.}  ( n».  953,) 

Substituant  au  lieu  de  IA,  d IX,  </*lX,  etc.  leurs  valeurs 


îjr, 


Jx' 

ï’ 


, etc.  on  trouvera 


1 s=+  „ {i(*+o  +i-iii-  + i-^-ii-  + 1--+  4 

a-  4-  1 x + 1 x 


» I"  1 
1 l x + 1 

!— 

1 l(*4-  O* 


x + 2 
I 


+ 


+ 7“ 


* + 3 

1 


+ 7~ 


_Ù[. 


(*-t-i)*  ( V + 3 )*  (*  + 4)' 

1 1 1 

ï + 


- + etc. 


3 l (ar+  t )’  (ar+l)’  (v  + 3)’  (a+4)’ 

4-  etc.  . ...... 

. ** 
résultat  dans  lequel  on  pourra,  si  l’on  veut,  convertir  en  série  les 

. , , x+ 1 ,a  + 3 . - 

quantités  1 , 1 , etc. 

. 1 a 4- 1 *4-1 
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o ♦ 

Si  l'on  fait  x=o , ce  qui  donnera  j’=[o]=i , et  qn’on  change 
ensuite  u en  x , on  aura 

1J„=1  [*]:=  + a:  { li  +lX+l±+l-i+  etc.  } 

z î .4 

X . I I I 

{ I + — + — + — + etc.  } 

■ « î 3 4 

X*  , I I*  - Lt 

4 { t + — + — + — + etc.:  } 

i i 3 4*. 

x1  , t i t 

{ i+~  + — + — + etc.  } 

3 , » .3  4 


tr  ,./• 


Les  deux  séries  qui  multiplient  la  première  puissance  de  x,  n’ont 

chacune  pour  limite  que  l’infini,  mais  leur  différence  aune  valeur 

finie.  La  première,  poussée  jusqu’au  n"*  terme  , se  réduit  à l(n+  i) , 

et  quant  à la  seconde  , on  a par  le  n\  939 

1 1 1 1 I , 1 B, 

i-\ 1 — 1 — H — ••  ••  +-  — C-\-\n-\ ; + etc. 

1 3 4 î n mm’ 

soustrayant  le  dernier  membre  de  cette  équation  de  l(n+  •)  , on  aura.. 

pour  la  différence  des  séries  proposées , 

l(n  + x)_l„_  C_±+£l  + etc. 

xn  x n’ 

quantité  dont  la  limite  est  C , en  supposant  n infini;  or 
C—0, 5771156649015323  : il  viendra  donc 


t'i. 

& 


1[  x]  = —*.0,5771156649015315 

X*  , III 

+ — («  + 7?+TT  + TT  + e,c-) 

, . 1 1 3 4 

■ •’«  "•  •.  \ i t 

-,  — Y(‘+p+p-+^r  + etc') 

- • . *«  - - 

. • 1 1 1 


'A 'pptnJict, 


+ 7(,  + ?+p-+^  + etc.) 


« •-  'V  ./ . . j -Z. 
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d’où  on  tirera 


x jr  1 

rf/[*3  = — T"— ~ </*.°»SÏ7»i  566490t  53x5 

M 

+ ****(«  +7r+^r+4-  + e,c-) 

1 > 4 

— .v“i^(n--V  + 4-  + ^--1-  etc-) 

1’  3 4’ 

+ srV.i(  I + -V  + ^- Ÿ + etc0 

i4  î4  44 

— etc. 


Toutes  les  séries  de  cette  équation  peuvent  se  réunir  en  une  seule, 
si  l’on  observe  que 

, x 

x — x‘-{-  xz  — x*  4-  etc.  = • , 

I +x 


x*  te 

-j-+  etc.  = 


»(»  + *)’ 


etc. 


et  il  viendra  ensuite 


• iWB. 

s 

['] 


•^^.0,3771156649015323 


^^{lO+ar)"*  i(i  + jr)  + 3(3  + .v)+4v'44-A)^"etC‘î' 


959.  Pouvant  ainsi  trouver  ce  que  devient  la  fonction  S, 
lorsque  *■  se  change  en  * + on  obtiendra  sans  peine  la  vraie 
valeur  des  expressions  composées  de  ces  fonctions , et  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  telle  est  la  suivante 


1 1 

1 -| 1 — . 

1 3 


*(*—  O 


lorsqu’on  y fait  x=i. 


(r-i)(u— i)’ 

• . / •» 


des  Différences. 


163 


Si  on  fait 


11  1 , . 

H 1 — . ...  + - — S , on  aura  ( n°.  953  ) 

1 1 x 

S—  x ( 1 H--^r  4“  4“  + etc.) 

* 3 4 

t \ 

. I \ \ v ' 

— •ïV+^r+p-+^-  + etc>) 

+.t'(«+^r+-^+iV  + e,c-)' 

— etc. 

ce  qu’il  est  facile  de  convertir  en  ». 

i=f+  — + — + — + — + etc./ 

1 3 4 f ’ (. 

1 1 1 1 f * 

etc.  i - 

I 4-jt  i + x 3+at  4+*  J 


= 1 + 


1 x ■ 


• 1 X- 


■4-  etc. 


*(»  + *)  3(1+-t)  4(3  + *) 

La  substitution  de  1 4-  » » à la  place  de  x , dans  ce  dernier  résultat , 
donnera 


• ^ 'f 

J-'  ■ 

' -’t: 


I -f* 


+ etc. 


> * 


£ 

1 s. 


i..,\  .. 


l(l  + w)  3(3+»)  4(4+") 

ou  1 4-  /),«  + D,u‘+  /?,«’+  etc. 

* en  développant  par  rapport  aux  puissances  de  « ; par  ces  opérations , 
la  fonction  proposée  deviendra 

»(i  + »)  b(  i+l) 

( 1 4-  1 «)(  1 4-  4"  4- 7?^®* 4*  etc.  ) — ( 1 4 - « ) 

T *»(  1 4-  ")(  1 4-  x.») 

D,u  4-  Da«s4-  etc.  4-  “ + 1 “ ( D,»  + Z?,®’ 4-  etc.  ) 
“(<4-")(i  + 1“) 

divisant  enfin  les  deux  termes  de  cette  fraction  .par  u , et  supposant 

ensuite  »=o,  on  aura  Z>,4- 1 pour  la  vraie  valeur  de  la  fonction 

proposée  dans  le  cas  où  Se— o ; or  il  est  facile  de  voir  que 

1 1 1 7 

D,—  —4-— 4 — r + etc-  et  <lue  Par  conséquent 

A + ,=1  + ^r  + ^ï+^r+  etc,  = — ( n°.  941  ). 

X i 


7C ■ -v  . Vy 1 _ ^ t 
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.960.  Venons  maintenant  à quelques  exemples  d'interpolation  : 
soit  la  suite 


1 , 1 1 11  1 

- « — I , > — I rid r » 

a a a+ b a a+b  a+ib 


1 I I 

T+TT-7  + - 


a ' a+  b ' a+xb  4 + ( x — •) 

En  désignant  par  S le  terme  général  de  cette  suite , on  aura 


„ 1 1 1 1 

S — K — - — : “i ; -7  ••••+- 


a a+  b a + lb  a + (x — 1 )b  ’ 

et  comme  les  parties  qui  le  composent  tendent  à s’évanouir,  on 
trouvera  par  le  n“.  957  , 

v __  1 . v « ' 

A'~  a + bx\  +'  a + bx  + bu 

I ' 1 


x.= 


a-\-b-\-bx  ’ 


X » 


etc. 


Su— s + 


a b q- b x q- bu  ^ ' 

+ 


. • T- 


a + bx  ^ a q-  b q-  bx  a-\-xb-\-bx  e!C"  . , , 

b-Â’-i.- 


a^bx^bu  a-x-b  + bx+b(t  a q- 1 b-^-bx^bu 

ou  bien 

• * . * s» 


Sm=s  + h * { jÿfïïÿ + (4  /+  i>xy + (7+ïï+ï îÿ  + etc;  ) / 

— b'u'\ — — q — q. — : î l etc  Vi 

4 i(aq-ijr')4^"(a+#q-Asr)l"^(aq-iAq-iar<)*’^"  *tC’ 


— etc.  ■..  ,•  h 

ec  employant  la  valeur  de  Su  , exprimée  par  les  coefficiens  diffe- 
renticls.  Appliquons  ces  formules  à la  série  • ♦ 


*»  «+ii  .1+4+4» 


V|»> 
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nous  aurons  a—  1,  t—i,  .Ç  t=r  r 4- --t- -f  - 

13^  x 

„ „ r '1  1 1 

S(u=^4-  — I — 4-  — , — 4-  — - — 4"  — r—  + etc. 

l+Jf  !■  + *■  j+v  4 + Jt 


s 


1 


— etc. 


t 4-  .v  4-  1 4*  4“  ^ 3 4*  x 4*  w 4 -t-  .v  4~ w 

Il  est  évident  par  la  forme  de  la  série  que  si  T désigne  le  terme 
qui  répond  à l’indice  fractionnaire  «,  les  termes  T,,  T,,  etc. 
correspondant  aux  indices  t+«»  1 + »,  etc.  seront 

T+  ' 


‘ 1 1 

T+  etc. 

I A>  2 -f*  ** 


I -}•« 

or  en  faisant  .v=o,  dans  S «,  on  aura  .f=o,  et  , 

T—  t+ï  + ï + ï+f  . 

, 1 1 1 1 1 ■». 

■- etc. 

t + » *+/»,  4+«-  .$+» 

et  la  seconde  expression  de  S »,  rappdt  tée  dans  la  page  précédente , 
deviendra  paf  les  mêmes  hypothèses 

T—  + » ( 1 + ~T  + :r+~r  + e,c-) 

a III 

— ® ( 1 + 7r+a-+7î-  + e'c-  ) 

■*-  ‘i  z J 4 

• ^ 

H-’.-tf  -K  +“5(,+ïr+ÿr+7,+:'etc-) 

**\Y*  ' «M.  Ttâf-.  . 

«Lorsque  « = 1-,  il  vient,1 pjr  la  première  de  ces  valeursNde  T, 
y$jtrtî  • l+ï  — î+etc. 

■ïb  * v « ' ■ — 1G — j+i — t+ï  — — -,*<-etc.) 


VV(.  • 

P . f 

* 


y et  comme  li=l(i  + i)=  i — j*-?  — j + j — j+i  — 5 + ««• 

est  visible  qûe  Ii=2— I2 ; on  a donc  dans  ce  cas  T sous 
’yéfl* forme  finie  , dé  laquelle  il  résulte  qu’aux  indices 

JBH  ' - k 

* répqlxKwf les  Urmès  '• 


une 


etc. 


' ’ '■  + 1+1— 1,1  » etc- 
■»>■<*  Prenons  pour  second  exemple  la  série 


1 


,+F’  ,+F+r +7’ e,c’ 


I 1 I 

r 
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nous  aurons  • X = —~,  Xa~  — * — - , et  en  faisant  x=o  , 

* , (*+") 

il  viendra  , pour  le  terme  correspondant  à l’indice  u , 


S »= 


+ F 


3 


— + etc. 

4 


(t+")"  C1-)**')'  (3  + “)’  (4  + w) 

Si  l’on  prend  » = j,  on  trouvera 

* 2r 


— etc. 


i 1 


i"  1 2'  1 

'7+~r*7 


-+  etc. 


ce  qui  rçyient  â 

„ r / 1 11  II  Tl  1 N 

•£'=1  (-7 r+r; - + 5- 1-  etc.  ) ; 

r \i  } 4 5 6 7 8 9 / 

et  si  l’on  représente  par  A la  série 


1 . 1 l.i 

x-  Ÿ 4'  5-  O"  »"  9" 

on  obtiendra  A.  = 2" — C'A , d’où  l’on  conclura  pour  les  indices 


•>  — Tr + ^r— + — — ^r+ + etc. 


les  termes 


.'—2 "A , 2’ 
• * 


, etc. 


2 2 

■2 "A,  2"+—  + — — 2 "A,  etc. 


961.  Occupons-nous  encore  de  quelques  séries  de  la  forme 
A , AB,  ABC,  A B CD  V'-’etc, 
et  prenons  pour  premier  cas  particulier  la  suivante 


a a A-  c a a + ca^-ic. 


a a + c 


a+{x—i)c 


b ’ b b -y  c ’ 1 b+c  i + XC*  b b-YC.  ' b + {x—rl)c 

. ’ 

Nous  aurons  par  le  n°.  957  , 

^ df  f + c u J ^.2  -t-  r)  {b  -p  c-Y  es1)  (-t  4 2r] -f  tt4 fw) 
é(a- t-t»)  (i-t-c)  (a-t-c  + i»)  (^-j- 2fj(a  + 2f + f») 
en  supposant  que  les  logarithmes  des  facteurs  tendent  à s’évanouir, 
et  en  faisant  .r=o  , dans  A', , X„,  A ; , et  dans  Ah+, , X«+,  , etc. 
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Si  l’on  prend  a—\ , é=2,  c=i,  on  auta  la  strie 


1-1  t ■ T . 

* • I * 


.LL!  « -te 

V * 6 6*10»  ClC* 


pour  laquelle  on  trouvera 

s _ i(i+i«»)  3(4+ 2w)  s(6+-2>-i)  7(g  + iw)  e 

et  les  termes  qui  répondent  aux  indices  o + 1 , b+i,  etc.  seront 
nécessairement 

[ + 1 0) 


Sa. 


Sa..— 


- Sa 

Ï.+  1 » 

I + !«  3 + !» 


Sa 


2 -+  2 4+1» 

1 + 2»  3+i«  5+2» 


i.  . 

Vv 


Zi 

, 14” 

r^1 


..  a. 

é.  * * 


ainsi  qu’on  peut  s’en  convaincre  par  leurs  logarithmes , qui  se  rap- 
portent au  premier  exemple  du  n°.  précédent. 

Soit  » = ï,  il  viendra  . • 

j »-3  3-j  W 7*9  9^*1  etc 

2.2  4.4  6.6  8.8  10. io’ 

résultat  qui  se  change  en  - , d’après  l’expression 

*T 

v 2.2  4.4  6.6  8.8  10. 10 

1 ~ 5-7*7-9’  9- 1 1 

rapportée  dans  le  n°.  943  ; on  aura  donc  pour  les  indices 


1 
a 9 


etc. 


2.4.6  2 

ctc- 

3.5.7  * 


les  termes 

2 .2  2-'  I.4  2 

” 9 “*“>  ‘ " * J 

» 3 ir  3.5  X 

Proposons-nous  e#ore  la  série  , 

a,  ’à(a  + b),  a(,i  + b)(j+.ib)  , . . , b) . . ..  (a  + (x — l)b),  etc. 

dans  laquelle  ce  sont  les  différences  des  logarithmes  qui  tendent  à 
s'évanouir;  la  seconde  formule  du  n".  957  , nous  donnera  pour  ce  cas 

I— t)  M ^ J <V  ô»  1 .V  01 

{>>  -h  ê)  (»-M)  (j-+2é)  (<:-+2tf)  (û-+3é) 


Sa=  a 


4 - b b ti 


.etc. 


rtr  T 
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d’où  nous  condnrons  ensuite 

Set^_t‘=z(à  b«à)S& 

+ + b-\-bù)Sri 

S — (a  4*  bv^tt  4“  b -f*  -f-  ib  bo^S 0 , 

etc. 

/ 

Soit  pour  exemple  a — i , b = t , ou 


i,  t.x,  1-2.3 , 
et  faisons  * = j , nous  obtiendrons 


i.2. 3. 4,  etc. 


1*1* 

2’3-  3’4*  4*5* 

‘»  + r 

*+  ï 3 + ï 4+  é’ 

• 

nous 

aurons 

« 

_ 2-4 

4.6  6.8  8.10 
. - — . — . , etc. 

♦ * 
A%  . 

3*3  5-5  7-7  9-9 
* . *■  - . ~ 
En  rapprochant  cette  expression  de  celle  de  -,  on  verra  que 


S‘u=  -,  d’où  on  conclura  qu’aux  indices 
4 


répondent  les  termes 

V'Z  2 V'. 


1 — 
1 2 


hlÏJI 

2.2  2 


i,  etc. 
3.5.7  v'Z 


■x  21  X.X  2 2.2.22 

962.  Ces  dernières  interpolations  s’obtiennent  avec  la  plus  grande 
facilité  par  la  théorie  des  puissances  du  second  ordre.  Il  suffit  pour 

n 

cela  de  changer  l’expression  [/>],  en  produits  infinis.  Or  on  a 
( n°,  902  ),  ' 

n —r  n+r  — r n r • 

o î=oi  ip+A- 


-k 

l £•  -• 

V. 

a»- 

, • 

=■»  • r“ 


ou 


lP-*l 


en  observant  que  [p  + r — n | = 


-.  Il  viendra  de  même 


[/>—«] 


[f]  = Lf]tî+r]-' 


L?+*.l 


- :ëli* 

r.  i«  •. 

1*! 


d’où  • î V ■'■f.-'. 

' • _ »_  JJ  . 
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d’oîi  on  tirera 

&-5[»1=0+'5[f+3.— 

+ [î  — n] 

Maintenant  il  est  visible , soit  par  le  développement , soit  par  ce  qui 

a etc  dit , n’.  901 , que  la  limite  vers  laquelle  tend  l’expression 
* — ■ 

lP+r~\  [ÿ+r]  , à mesure  que  le  nombre  indéterminé r augmente  par 

A — « 

rapport  aux  nombres/;,  q,  et  n,  est  [r]  [r],  et  que  cette  dernière 
tend  à son  tour  vers  rV~"=i.  En  supposant  donc  r infini , on  aura 


I >][?]: 


\P  1 [?]  _(/>  + n+Q(/>  + n + x)etc.  (q—n+  t)(g—n  + i)etc. 


(F+t)(P  + 1)  etc- 


0+*]  [y— «] 

valeur  dans  laquelle  le  nombre  n n’entre  plus  comme  exposant. 
Prenons  pour  exemple  la  série 

I I J.  «-3-Î -7  ■••(**—  1) 

**  1.4*  1.4.6*  1.4. 6. 8 ..  ..ix  ’ 

{>*— l,l]  i’[*—  i) 


(f+0(f+*)e «• 


n = x,  et  il  vient 


dont  le  terme  général  est 

[lx,lj 

dans  ce  cas  on  a />  = x — j,  q — o 

[*-iîCôî= — ~i][0]_r- 

[»-;][-*] 

Si  l’on  fait  x = i,  on  trouvera , en  développant  les  puissances  af- 
fectées de  l’exposant  infini  r, 

rJ  (.i+1)(i+1)(i+3)etc-  _ (1— j)(i— t)(3— Qetc. 

L J - 1.1.3. etc<  " 1.1.3. etc*  * 


3-5-7-«c-  . 1 • 3 • 3 .etc.  _ 1.3  .3 -3.  5 -7. etc. 

1 .4.6. etc. ‘1.4.6. etc.  1. 1.4. 4. 6. 6. etc,  * 

résultat  semblable  à celui  du  n°.  précédent. 

963.  En  changeant  dans  réquation 

[/’  + ?]=!>"]  + [?]  [“K"]  [H+[î][°  ][»]OJ 

+ [ f ] [ oJ]  [”]  [J]  + [ f ] [ O ] [ « îb  J + «*c. 

y 
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à laquelle  ncrtis  sommes  parvenus  dans  le  n'.  904 , q en  m , p en 

B 

p + n , et  multipliant  ses  deu*  membres  par  [/>] , il  viendra 
0+/»+b]|>]  = [p +n][A>]+[m][o][/i][/>+n][/-] 


+ [m][°][n][/>+«][/>] 

+ Wt< 

+ etc. 


+ [m][o][>j][/»+B][/>] 


B— ! —B 


or  il  est  visible  que 

lp+n][Pl  = * » tP+n ][/’]  = [/’]>  l>+'I][it’]  = [/,]>‘-> 


on  aura  donc 

a —B 


a —1  « — » 


[/>  + '»  + «][/']  = «+[>]  [o]  ["]  [/»]+[«]  [o]  [»][/’] 

+ [»][o]  [»][/’]  + [“]  [o][«][^]+etc. 
et  comme  le  second  membre  de  cette  équation  demeure  le  même 
lorsqu’on  y échange  les  quantités  m et  n entr’elles , il  s’ensuit  que 

B » B IB  —JH 

[/>+m+B]|>]=[>+rt  + /n][>  ]. 

Si  l’on  remplace  p par  q , et  qu’on  écrive  ensuite/»  à la  place  de 
q+m+n,  on  aura  cette  expression 

S.P ][?]=«+  lp—q—n ] [ o ] [ n]  [ q ] + [p—q—n]  [o][n][f] 

+ ][o]  [«][?]  + [p— ?— n ] [o]  [«][/]  + etc. 

dans  laquelle  la  quantité  n n’entre  plus  comme  exposant,  et  qui 
peut  par  conséquent  servir  à l’interpolation. 

En  l’appliquant  à l’exemple  du  n\  précédent , elle  donnera 


I —I  » — 1 


1—1  1—1 


l*-T][°]=>+[-mo][*][0]  + [-i][o][*][o] 

4 +[  — ï][°][*][°]  + [— i][o][*][°l*  + e‘c. 

résultat  qui  revient  à 

■[_- :îm=, fi— »)t»—o  „ 

J 2 I • I 2.2  1.1.2.2  2.2.2  I.I.2.2.?.? 
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964.  Nous  pouvons , à l’aide  de  ce  qui  précède , trouver  l’ex- 
pression de  t , dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n\  945  , et  plusieurs 
autres  trcs-remarquables.  Pour  cela  il  faut  développer  la  quantité 
(1 — xr)m,  dans  l’intégrale  nrfx"~'dx  ( 1 — ce  qui  donnera 

nrfx"'~'dr{ t — x’y—nrfx'r~'dx{\ — [tn]  [o]x'  + [m]  [o]*"' — [m]  [o]sJ'-f  etc.}. 
Intégrant  chaque  terme,  depuis  x=o , jusqu’à  x=t  , il  viendra 


n * — 1 n 1-1 

[m]  [o]  -(-  — -f,«][o] 

n+iL  JL  J n + iL  JL  J n + } 


n 1-1  n * 

W°  + — ;t>][°]+  etc. 
n + 4 


expression  équivalente  à celle-ci 

, (-/>)(-*— i)rJ[^i-  (-n)(-n-LU-a-x)  l -i 
(«+.)('>+i)L  JL  J+  (n+i)(»  + i)(/H-3)  LJLJ 


I+—MM  + 

n+  I 


(-n)(-n-lX-/t-a)(-n-3)  4 + 

("+  ,)(n+1)("  + 3)(n+4) 


J "J  \ 

-»5w  ? 


que  l’on  peut  écrire  comme  il  suit 

t + O]  [o]  [— n]  [n]  + [m]  [o]  [— n]  [n]  + O]  [o]  [— n' 

+ M [0]  [— n]  [«]  + etc. 

Cette  dernière,  devenant  identique  avec  le  développement  de 

n — * *- 

[ p+m+n]  [/>]  , rapporté  dans  le  n’.  précéd.  lorsqu’on  y change  n 

• # —a  a 

en  — n et  p en  n , est  par  conséquent  celui  de  la  quantité  [n + m — n]  [n]  , 

—R  A 

ou  [»»][«] , d’où  il  suit  que  la  valeur  de  l’intégrale  nrfx,,~‘dx(  1 — 

— n n 

prise  depuis  x = 0,  jusqu’à  xr=j , est  [«][»],  ou 

1.1.3...  (/n+n+  0(/n+n4-i)(OT4-n  + 3). .. 


(n+i)(n-t-i)(n  + 3)...  (m+tXm  + iXm+j)... 

Appliquons  maintenant  ces  formules  au  cercle , dont  la  derai-cir- 
• dx  " 

conférence  est  donnée  pari  intégrale  f——=.  ( n*.  410  )j  nous 

J V i—x* 

aurons  pour  ce  cas  r=  1,  <n  = — j,  et  nous  tirerons  du  dé- 

veloppement en  série 

ir  I.  I 1.1.3  I.I.t.ï 

- = 1 q 1 1 — + etc. 

2 3.3  1.4.3  1.4. 0.7 

Y i 


( n°.  961). 


ü 
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résultat  qui  n’est  que  celui  du  n°.  410  ; mais  en  faisant  usage  du  dé- 
veloppement en  puissances  du  second  ordre,  nous  obtiendrons 

£ __  t 

n m n —m 

et  en  observant  que  l’équation  [/>]  = [/>]  [p — m]  ( n".  901  ), 

ï 1 — T T 

donne  [t]=[^‘][ — v]»  nous  déduirons  de  là  7»  = i([j])*, 

î /-h 

ou  » = 4([j])*,  ou  enfin  = 

Cette  expression  est  bien  digne  de  remarque , car  la  quantité  ana- 

I 

logue  à i[  j]  ,dans  les  puissances  ordinaires  ou  du  premier  ordre, 

étant  1 (j )»=-—=  K x,  exprime  la  diagonale  du  quarré  dont  le 
V 1 

côté  = 1 , tandis  que  V* ■*  est  le  côté  du  quarré  dont  l’aire  est 
égale  à celle  du  cercle  ayant  pour  rayon  l’unité. 

M 

Si  l’on  développe  le  produit  [ t ] [ — 7 ] , d’après  le  n°.  962  , on 

, 1. 2. 4. 4.6.6. • • 

tombera  sur  l’expression  de  Wallis  t*  = , rap- 

i-3- 3*  W-7*--  » 

portée  dans  le  ( n\  945  ). 

On  parvient  encore  à ce  résultat  sans  le  secours  d’aucune  inté- 
grale , ainsi  qu’il  suit  : on  a 


ti][-7]  = 


-7(7-0 


(-7+«)(-7+*)' 


J “î 
[7][~7]  = 


£(*—«)(*-*> 


(-7+  0(-f+*)(-i  + 3)  5 

r 1 4 r—n  — * Ki-0(i-Q(7-3)  _ . 

UJL  *J  (-7+l)(-7  + *;(-7+3)(-7+4)_  7* 


etc. 


d’olt  il  faut  conclure  [,L][  — 7 ] = d=  - 


-,  suivant  que  n est 


impair  ou  pair  ; et  avec  un  peu  d’attention  on  reconnoît  que 
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. zn  — i 
Sin •* 

l'expression donne  précisément  les  mêmes  valeurs 

i«— i 

lorsque  l'indice  n est  entier  , d'où  il  résulte  que  les  deux  expressions 

. 1»  — i 
sm 

« — « 1 * . 

[j]  [ — -j]  ct  » ont  une  infinité  de  valeurs  communes. 

l/I—I  • ^ 

En  interpolant  donc  la  première  par  la  seconde  , on  en  déduira 


sinox- 

.1 


v O 


mais  la  vraie  valeur  du  second  membre  de  cette  équation  étant  4 w , 

t I , 

• a « T 1 TT 

il  viendra  [^  ] [ — 7 ] = - , comme  ci-dessus , et  nous  apprenons 

en  même  tems  par  là  que  le  terme  qui  répond  à l’indice  ; dans 
la  série 

•t*.  + 4»  “ ï » "h  7 » — etc. 


«t  [.4  31—0- 

Si  l’on  fait  n = j ou  ^ , on  trouvera 

3*9*  9*  * ) • * 5* • *i • 27* • 

puisque  sin^ 

Prenant  encore  «=■;,  ou  on  parviendrait  à 


"•  à cause  de  sin^.»  — i ^ a. 

965.  On  peut  obtenir  dans  cet  algorithme  un  nombre  infini  de  ré- 
sultats semblables  à ceux  que  nous  venons  de  rapporter , et  parmi 
lesquels  il  s’en  trouvera  qui  seront  transcendans  , d’autres  qui  seront 
seulement  irrationnels , et  d’autres  enfin  qui  seront  rationnels , ce 
qui  établit  une  différence  essentielle  entre  les  puissances  du  premier 
ordre  et  celles  du  second , puisque  par  les  unes  on  n’a  pu  exprimer 
en  termes  finis  que  des  quantités  rationnelles  ou  irrationnelles,  et  que 
les  autres  s’appliquent  aussi  à certaines  transcendantes.  11  est  incon- 
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testable  que  les  puissances  du  troisième  ordre , nécessairement  plus 
générales  que  celles  du  premier  et  du  second , doivent  s’étendre  à des 
quantités  qui  ne  peuvent  s’exprimer  en  termes  finis  par  celles-ci. 
Vandermonde  , dans  le  Mémoire  dont  nous  avons  tiré  ce  qui  pré- 
cède , comprend  toutes  ces  quantités  sous  la  dénomination  géné- 
rale d’ irrationnelles  , et  il  les  distingue  en  ordres,  en  appelant  irra- 
tionnelles du  premier  ordre,  celles  qui  résultent  de  l’extraction  des 
racines  , irrationnelles  du  second , celles  qui  répondent  à des  ex- 
posans  fractionnaires  dans  la  série  des  puissances  de  cet  ordre  et 
qui  sont  irréductibles  aux  précédentes , et  ainsi  de  suite.  Non-seu- 
lement cette  nomenclature  , et  la  notation  dont  elle  dérive , ont 
l’avantage  de  conserver  l’analogie  des  idées  , mais  elles  me  pa- 
roissent  propres  à mettre  sur  la  voie  pour  résoudre  des  questions 
importantes  qui  se  lient  avec  les  réflexions  exposées  dans  les 
n-  675  et  697. 

Jusqu’à  présent  on  ne  s'est  guère  occupé  que  du  problème  direct 
de  l’interpolation  ; cette  recherche  présente , comme  toutes  les 
autres , une  question  inverse  qui  peut  être  plus  difficile  que  la 
question  directe  , mais  aussi  qui  semble  intéresser  beaucoup  les 
progrès  de  l’analyse.  L’extraction  des  racines  n’est  évidemment  que 
l’interpolation  par  rapport  aux  puissances  du  premier  ordre,  et  la 
recherche  des  logarithmes , la  question  inverse  dont  nous  parlons , 
puisqu’il  s’agit,  dans  le  premier  cas,  de  trouver  la  quantité  qui  ré- 
pond à un  exposant  fractionnaire  , et  dans  le  second  l’exposant  ou 
l’indice  qui  répond  à une  quantité  donnée.  Dans  l’interpolation  on 
connoît  l’indice  et  on  cherche  le  terme  intermédiaire  ; dans  la  ques- 
tion inverse  c’est  ce  terme  que  l’on  connoît  ,•  et  l’on  veut  trouver  à 
quel  indice  il  répond.  Il  résulteroit  de  la  solution  de  cette  question 
une  manière  d’exprimer  toutes  les  grandeurs  en  les  regardant  comme 
faisant  partie  d’une  suite  proposée , et  il  doit  nécessairement 
arriver  que  quelques  - unes  répondent  à des  indices  entiers  , 
d’autres  à des  indices  fractionnaires  , d’autres  enfin  à des  indices  dont 
la  valeur  ne  seroit  susceptible,  en  nombres,  que  d’une  expression  ap- 
prochée ; et  comme  toute  série , dont  les  termes  croissent  indéfi- 
niment , peut  comprendre , au  moins  par  approximation , une  quan- 
tité qui  surpasse  son  premier  terme , quelle  qu’elle  soit  d’ailleurs , 
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il  existe  un  nombre  indéfini  de  manières  de  représenter  une  quantité 
quelconque  parmi  lesquelles  il  doit  s’en  trouver  d’utiles  pour  classer 
les  transcendantes , pour  les  réduire  les  unes  aux  autres  lorsque 
cela  est  possible,  et  enfin  pour  en  dresser  des  tables , ce  qui  paroît 
le  seul  progrès  qui  reste  à faire  dans  le  Calcul  intégral  des  différen- 
tielles d’une  seule  variable,  • : 


066.  Nous  avons  montré  dans  le  n°.  191 . les  inconvéniens  de  „1P'?re,von  ,ur 

' ...  ...  ...  1 élimination  d int 

l’élimination  successive  des  inconnues,  inconvemens  qui  deviennent  les équations  Jhc- 

d au. teint  plus  grands  que  l’on  a plus  d’équations  à combiner  en-  bn<lue‘- 
tr’elles  ; nous  allons  faire  connoître  la  méthodejqu’a  donnée  Bézout 
pour  les  éviter.  Pour  faire  concourir  de  la  même  manière  chacune 
des  équations  proposées  à la  formation  de  l’équation  finale,  le  moyen 
qui  se  présente  d’abord  à l’esprit , et  que  l’on  trouve  appliqué  dans 
les  élémens , aux  équations  du  premier  degré , consiste  à les  multiplier 
par  des  facteurs  indéterminés,  puis  à^es  ajouter  entr’elles,  et  à 
égaler  à zéro  les  quantités  qui  multiplient  les  inconnues  que  l’on 
Veut  faire  disparoître. 

Si  l’on  avoit , par  exemple , les  trois  équations 
a x'  + b y’ + c xy  + d x+cy+f  =0 
a1  x'  + b'y’  + c1  xy  + J'  x + t'y+f  =0 

a'x'1 4- b" y'  + c"xy  -+-  d"x  + t’y  + f"—0 , s 

et  qu’on  les  multipliât  respectivement  par  trois  polynômes  de  leur 
degré,  savoir:  par 

A x'+By'JrC  xy+D  x + i:r+-/- 
A’x'+B'y'  + C x y + Dx  + E’y  + F' 

A"x‘  + B"y‘  + C’xy  + Dx  + E"y  + F\ 
en  réunissant  les  prodiffts  qui  seroient  du  quatrième  degré  et  en  les 
ordonnant  par  rapport  à x et  y , on  auroit  une  équation- somme , qui 
contiendroit  quinze  termes  , respectivement  affectés  de  * 

JT3  V*  *• 


X*  V* 

*9  X 9 

*, 

.V* 

x>y , x'y , 

xy  i 

y 

*'y\ 

*y\ 

-y' 

y ' 

• j,,  f t' 

.Jiigiiized  by  Google 


176  C h.  I .Du  Calcul 

mais  comme  on  auroit  introduit  dix-huit  coefficiens  indéterminés, 
on  pourroit  égaler  à zéro  les  coefficiens  des  quatorze  termes  qui 
contiennent  x et  y , et  ne  conserver  que  celui  qui  en  est  indépendant 
ou  qui  est  multiplié  par  x°  : on  obtiendroit  ainsi  l’équation  « 

Ff+F'f  + F"f"=  o. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  A , B,. . .A',B',.  ..A",  B” . .. 
se  détermineroient  par  des  équations  du  premier  degré  ; mais  leur 
nombre  total  étant  18,  il  en  resteroit  quatre  d’arbitraires. 

Pour  appliquer  cette  méthode  à des  équations  plus  élevées , ou  qui 
soient  en  plus  grand  nombre , il  faut  avoir  préalablement  résolu  les 
questions  suivantes  : i*.  déterminer  quel  est  le  nombre  de  termes  que 
doit  renfermer  un  polynôme  complet  d'un  degré  quelconque  et  comprenant 
un  nombre  quelconque  d'inconnues  ; 1“.  déterminer  parmi  ces  termes  U 
nombre  de  ceux  qui  contiennent  celle  de  ces  inconnues  que  ton  voudra 
et  le  nombre  de  ceux  où  elle  n’entre  pas  ; car  ce  n’est  que  d’après  la 
solution  de  ces  questions  qu’on  pourra  prévoir  à quel  degré  doit 
monter  l’équation  finale , choisir  en  conséquence  les  polynômes  qui 
doivent  multiptier  les  équations  proposées , et  s’assurer  qu’ils  con- 
tiendront un  nombre  de  coefficiens  indéterminés  suffisant  pour  qu'il 
soit  permis  d’égaler  à zéro  tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les 
inconnues  que  l’on  veut  éliminer. 

967.  Occupons-nous  d’abord  de  la  première  question.  Lorsque  le 
polynôme  ne  renferme  qu’une  inconnue , il  est  visible  que  son  degré 
étant  désigné  par  m , le  nombre  des  termes  qui  le  composent , s’il 
est  complet,  sera  m+  1 , car  il  contiendra  les  termes 

m -m-i  tn— § 3 . ,o 

* y * y 1 y * ••••**  * » 

et  si  l’on  rend  ces  termes  homogènes  par  l’introduction  d’une  nou- 
velle inconnue  u , on  aura  précisément  tous  ceux  qui  composent  II 
puissance  m du  binôme  t + u,  dont  le  nombre  est  encore  m+  1. 
Réciproquement  si  l’on  fait  u= 1,  on  reviendra  de  la  puissance 
du  binôme  t+u  au  polynôme  à une  seule  inconnue  ; on  passera 
delà  même  manière  de  (r+a+x)"au  polynôme  complet  à deux 
inconnues  t et  u,  en  faisant  x = t:  il  suffit  donc  de  trouver  le 
nombre  des  termes  que  doit  cont  enir  ( t •+•  u ■+■  x )".  Or , en  mettant 
cette  expression  sous  la  forme  {(f+B  )+*)}”,  et  en  ^ développant 

seulement 


•'  / 


*» 
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seulement  par  rapport  àr,  on  obtient  m+  1 termes  dont  l’un  quel- 
conque est  multiplie  par  (r+a)"-'**-".  Si  maintenant  on  développe 
celui-ci  par  rapport  à 1 et  à «,  il  en  fournira  m — n+  i,  d’où  il 
suit  que  le  nombre  total  des  termes  du  polynôme  proposé  sera  la 
somme  de  la  quantité  m — n+  i , prise  en  faisant  varier  n depuis  o 
jusqu’à  m , c'est-à-dire , la  somme  de  la  série 
m - j-  1 , 1 ' m , m — 1 


m — x .....  1 , 


, , I * 

dont  le  terme  général  est  [m-'r  t],  et  qui  revient  à - — . [/n+x],  ou  à 


1*2 


En  mettant  le  quadrinome  (t+  u + x + y)*  sous  la  forme 
{(*+“+*)+J'}">  et  en  le  développant  par  rapportât  seulement , 
ji’ù  on  trouvera  m+ 1 termes  dont  l’un  quelconque  sera  multiplié  par 
M (r+B-1 -*v)"-V>  et  par  le  développement,  de  la  puissance  du  trinôme 


en  fournira,  d’après  ce  qui  précède,  un  nombre— — ~ 1^m — 

1.1 

La  somme  de  cette  expression , prise  depuis  p = o , jusqu’à  p = m , 
c’est-à-dire,  celle  de  [m+x],  donnera  le  nombre  des  termes 


- v!-1 


£ contenus  dans  le  développement  de  la  puissance  m du  quadrinome , 
ou  dans  le  polynôme  complet  à trois  inconnues  : on  aura  donc,  pour 


: nombre  de  termes  , 


— !—[,«+ 3],  ou 
^ 3 1.1.3 


De  même,  puisque  le  terme  (r+tt+Ar+y-)”-'^,  du  développe- 
ment de  {(r+B  + Af+^')  + {}"en  fournit 

(m— 7-f- })(/«— ?+x)(ot— Ÿ+i)  • • 

, et  que  la  sommme  de  cette  ex- 


* t.1.3 

pression,  prise  depuis  y = 0 , jusqu’à  y=zn,  revient  à celle  de 

I ? {.  4’  é-  ’ 

[«+  î],  on  aura  — : [m  + al,  ou 

i.x.j.K  - f • i.x.3,4 


’l 


(m  4)  (m  + 3)  (m  + x)>+  i ) 

t ** , pour  le  nombre  de  termes  du  déve- 

1 . a . 3 . 4 

loppement  de  la  puissance  m du  quintinome,  ou  celui  des  termes  du 
polynôme  complet  à quatre  inconnues. 

''\\/tppcndue,  ; • x 

ry'l'VW  T» 


St 


S: 

< l 
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En  général  le  développement  de  la  puissance  m du  polynôme 
formé  de  n termes  e,  u,x ,y,{,  etc.  en  contiendra  un  nombre 


exprime  par 


et  ce  nombre  sera  aussi  celui  des  termes  du  polynôme  complet 
contenant  1*  inconnues.  Passons  maintenant  à la  seconde  question. 

968.  Pour  envisager  cette  question  dans  toute  son  étendue,  nous 
l’énoncerons  ainsi  : trouver  dans  un  polynôme  complet  du  degré  m , et 
renfermant  un  nombre  quelconque  J inconnues  t , u,  x,  y , etc.  combien 
il  y a de  termes  divisibles  par  t"  ; combien  , outre  ceux-là,  il  y en  a de 
divisibles  par-  u' ; combien,  outre  les  précldens  , il  y en  a de  divisibles 
par  x%  etc.  en  supposant  et  ailleurs  n + p+q  + etc.<m. 

On  voit  aisément  que  si  l’on  rassemble  tous  les  termes  divisibles 
par  t ",  et  qu’on  supprime  ce  facteur,  le  quotient  sera  un  polynôme 
du  degré  m — n.  Si  on  avoit,  par  exemple,  le  polynôme  complet' 
du  sixième  degré  et  à trois  inconnues  t , u et  x , dont  les  termes, 
seroient  jJ 


En  réunissant  ceux  qui  peuvent  être  divisés  par  t\  savoir , tou* 
ceux  qui'sont  multipliés  par  des  puissances  de  e,  supérieures  à la 
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seconde,  et  en  effectuant  la  division,  on  fortneroit  le  polynôme 
du  troisième  degré , dont  le  nombre  des  termes  scroit  par  conséquent 

(3  + 3)(H-^Xl  + 0_.„ 

En  général,  dans  le  polynôme  du  degré  m à j«  inconnues,  que 
V.-jSiV  nous  désignerons  ainsi  (r. le  nombre  des  termes  divisibles 
par  F sera  égal  au  nombre  des  termes  du  polynôme  (ir« . . 

ou  à [m  — 

Après  qu’on  aura  effacé  du  polynôme  du  sixième  degré,  qui  nous 
sert  d’exemple,  les  termes  divisibles  par  r3,  si  l’on  se  propose 
• ■ « de  trouver  ceux  qui  sont  divisibles  par  u‘,  il  faut , du  nombre  de 
ceux  qui  l’étoient  avant  l’exclusion  des  termes  divisibles  par  i\ 
retrancher  celui  des  termes  divisibles  par  u‘ , contenus  ‘dans  le 
lÆk  polynôme  dont  r’  est  le  facteur  commun  ; or  les  termes  divisibles 
par  «*  dans  le  polynôme  total  sont  au  nombre  , de 


(4+3)(4+  *)(4+  i)_ 


3 5 , et  celui  des  termes  divisibles  par  u‘ 


Wy.’  dans  le  polynôme  du  troisième  degré  formé  des  termes  divisibles 
Par  f3>  étant  le  même  que  celui  des  termes  du  polynôme  du  degré  3 — 2, 
iOsîlifr*  ou  t*11  <^e8ré  1 > est  égal  à 4 ; la  différence  3 5 — 4 , ou  3 1 , sera  donc 
HESR-'  le  nombre  des  termes  divisibles  par  u't  après  l’expulsion  de  ceux 
V qui  le  sont  par  F. 

iP--?  En  général  \m — [o]  étant  le  nombre  des  termes  divisibles 

F —1“ 

■ ’ par  ur  dans  le  polynôme  proposé,  et  [ m — n — ^ + ,«][o],  celui 

des  mêmes  termes  dans  le  polynôme  du  degré  m — n , formé  des  termes 

wSjgr  . - -/u  _«  ' 

divisibles  et  F , la  différence  [m — p+p]  [o]— [m — n — />+/«]  [o  ] , 
sera  le  nombre  des  termes  divisibles  par  u\  après  l’exclusion  de  ceux* 
qui  le  sont  par  t'. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ceux  qui  le  sont  ensuite 
par  x 1 s’obtiendra , en  retranchant  dit  nombre  total  des  termes  de 
é cette  espèce  contenus  dans  le  polynôme  complet , le  nombre  de 

ceux  que  renferme  le  polynôme  divisible  par  F et  le  nombre  de  ceux  ;► 
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qui  sont  en- outre  divisibles  par  up,  et  que  l’on  aura 

f'+H  [ °3 — [“ — n — 1+P  ] [o  ] — [«— p — q+p)[  o]  + [/n. — r.—p — ?+f*][o] 

[A  fj.  jx.  fJL 

— [°]  { [m  i +M} — [m — n—q  + /*] — [/« — p — q +/i]4- [m — n—p — ? + f]}. 

On  trouveroit  de  la  meme  manière  que  le  nombre  des  termes  divi- 
sibles ensuite  par  y'  est  égal  à celui  des  termes  de  cette  espèce  que 
contient  le  polynôme  complet,  moins  le  nombre  de  ceux  que  con- 
tient le  polynôme  divisible  par  t‘,  moins  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outçe  divisibles  par  ;/  et  moins  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outre  divisibles  par  ce  qui  revient  à 

r ^ r ’ • P ' P 

\pt — r+f*J — [m — n — — [ni — p — r+n]  -f  [m — n — p — r] 

P **  •’  /*  -, 

—[m—q—r+p  J+  [m—n — q — r + f*]  -f  [m—p— q—r-i-p]— [_m— n— p— q 
et  ainsi  de  suite.  - 

En  examinant  de  près  les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir  , 
on  reconnoît  bientôt,  i°.  que 

j.  jj.  ^ f 

—p  p p —p  y p 

[o]  (L[m—p  + p]-[m—n—p+p']}  =â„[o][/n— ■p  + p']  , 

* * 

marquant  que  la  quantité  m — p+p  varie  de, — n , que 

—p.p  P p P’  4' 

t°l  { lm—q  + /*]  ~ [m—n—q  + p]—[m—p—q  + p}  + [m—n—p—q  + p]  } 

—p(  P P P p\. 

=[°](  {\.m— ?+#*]“ [**— P— f+p]}  — {[«■—• n~ ^ «— p— î+f*]}  j 


—P 

L°] 


7S 

' 

Ü 


— p p —p  p 

=A/[°]["' — ï+f*] — a^[o][wj — n-~q+p~] 

— A4  h * * ^ -* 

= AV»[°]['7J— ?'+!“]  » 

a*,,»  marquant  une  différence  du  second  ordre,  dans  laquelle  la 
quantité  m — q + p varie  successivement  de  — p et  de  — n ; et  d’après 
ces  considérations  on  verra  que  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  y,  après  l’exclusion  des  termes  divisibles  par  r“,  «%  x1' , est 


exprimé  par  &\,p,  „ [o][> — r + u]  , a’ 


marquant  que  la 


quantité  m—r+p  varie  successivement  de-  — q,  — p,  — n,  et 
—P  p 

enfin  que  „[o]  [m — s +/*]  , exprimera  le  nombre  des 


DES  Différen  CE  S.  1 8 1 

termes  divisibles  par  j',  après  l’exclusion  des  terjnes  divisibles  par 
t\  **,  y'.  # . a - : • . » 

Quant  au  nombre  des  termes  restans  après  l’exclusion  de  tous 

ceux  qu’on  vient  de  designer  , il  s’obtiendra  en  observant  que  ceux 

qui  restent  après  l’exclusion  des  termes  divisibles  par  F est 

* 

— “ t*  V-  —J*  h 

[o]{[m+//]— O— r.+p]}=A„[o]  I y+f*]  , 
et  si  l’on  en  retranche  ceux  qui  restent'  divisibles  par  up  et  dont 

— F-  F ' * 

le  nombre  est  a„[o]  \m — p + f],  il  viendra 

— f/.  j/.  . IJ.  fJL  — — fS.  i U 

*»[o][«+^]— â»[o][m— /-+f*]=A*w.,[o][«+;*]; 
retranchant  encore  de  ce  résultat  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  x\  après  l’exclusion  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  F et  uf, 
on  aura  , 

—U  fs.  >^E4  fS.  — ^ fS. 

û’«. ,[o] [«  + F] —A*, . „[o] [m—q  + f] — a’„ , [o][/n + f]  , 
pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l’exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  F , u”,  x’ , et  on  arrivera  à 

—F  F —F  F-  —FF 

K A5-,  p . f [o][m  + y]— A3,  ,p.n[p]  [w— r+fO =A4„ . , ,[o][>  + f]  , 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l’exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  F,  uf , x\  y'  : enfin  à 

—U.  (JL  — U fA  — fs 

a4„.j Jo][»x+f«]— A<r,s.J>,»[o][/n— s+j*]=asb<,,#,><  ,[o][>+f]  , 
pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l’exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  F,  up,  x\  y'  et 

969.  Maintenant , pour  procéder  à l’élimination  entre  un  nombre 
quelconque  f d'équations,  renfermant  un  pareil  nombre  d’inconnues 
et  représentées  par 

(t*  « * pt ^ - — o,  ( n * — o , ( /•  • • f o,  etc. . . . 

concevons  qu’on  multiplie  la  première  par  un  polynôme  complet , 
contenant  aussi  p-  inconnues , mais  d’un  degré  indéterminé  m' , et  dé- 
signons le  résultat  ou  Ycquation-proJuit  par  (r p 0 ; 

les  autres  équations  pourroient  donner  immédiatement  les  valeurs 
de  iF , Xe,  y\  etc.  considérées  comme  des  inconnues  au  premier 
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degré , et  sérviroient  par  conséquent  à chasser  ces  quantités  de 
l’équation-prodifit , après  quoi  il  n’y  resteroit  plus  aucun  des  termes 
divisibles  par  j.-’’,  y’,  etc.  Si  donc  l’on  ne  veut  conserver  que 
l’inconnue  t,  dans  l’équation-produit , qui  deviendra  dans  ce  cas 
l’équation  finale  résultante  de  l'élimination  des  inconnues  u ,x  ,y,  etc. 
il  faudra  faire  évanouir  tous  les  termes  qui  en  demeurent  affectés  , en 
disposant  pour  cela  des  coefficiens  introduits  par  le  polynôme  multi- 
plicateur. 

Pour  ne  pas  embarrasser  le  Calcul  de  termes  inutiles  , il 
convient  d'abord  de  faire  disparoitre  du  polynôme  multipli- 
cateur tous  ceux  qui  sont  divisibles  par  u ",  x p,y\  etc.  afin  de 
connoître  ensuite  le  nombre  de  ceux  qu’il  faudra  faire  évanouir 
et  le  nombre  des  termes  restans  après  cette  opération  sera  exprim 
par 

f»—  ' — « 

A [o]  [ m'+ni  ( n*.  précéd.  ) , 

puisque  /x—  t désigne  le  nombre  des  inconnues  que  l’on  élimi 
Les  mêmes  substitutions  réduiront  l’équation-produit  à un  nombre  tfe 
termes  marqué  par 

ix— i —n  ■ t* 

A [o]  [m  + m +ft]. 

".F. 

Si  donc  D représente  le  degré  de  l’éqüation  finale  en  t , le  nombr 
de  ses  termes  sera  D-\- 1 , et  par  conséquent  le  nombre  de  ceux  qui-' 
resteront  affectés  des  inconnues  u,  x,  y , etc.  dans  l’équation-pro- 
duit , après  les  substitutions  que  nous  venons  d’iodiquer , aura 
pour  expression 


IX— 1 


—IX  ix 

[o]m+  m +IX~\—D — I , 


tandis  que  le  nombre  des  coefficiens  indéterminés , introduits  par  lé 
polynôme  multiplicateur , sera 


* 


fi—' 


— IJ.  fi 

!>]!>'+**]. 


Parmi  ces  coefficiens  il  en  doit  rester  un  qui  soit  arbitraire , puisque 
l’on  peut  toujours  réduire  à l’unité  le  coefficient  de  l’un  des 
termes  de  l’équation-produit  ; d’après  ces  considérations  og  a , 


i*3 
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pour  déterminer  m',  l’équation 


— F F-  F—l 

[o][w'  + fi]— I=A 


—{J.  fx 

[o]  [m+rri  + *4] — Z)— i , 


i 
A 

qui  donne 

fi— 1 F F—'  —F  ' F 

D=[o]  { A [m+m'+F] — A [o]  [m'  + p]  V 

—FF  F 

r=[o]a  [m  + m+p], 

...  , “ 

en  passant  hors  de  la  caractéristique  s , le  facteur  constant  [o] , et  en 
réduisant  les  deux  termes  du  second  membre  à un  seul.  Il  ne  reste 
plus  qu’à  développer  la  différence  indiquée , en  observant  que  les 
/jRK  variations  de  la  quantité  m + m'+F  sont  successivement  —m, 

* -^«u'4-ért..n  - • 

Pour'y  parvenir  il  suffit  de  remarquer  que  la  fonction  [ m+m'+F ] » 
étant  développée,  par  rapport  aux  puissances  de  m + m\  sera  de 
la  forme 

“ '*>«■  {m  + m')'' +A{m+m')F-'jr  B + . . + M(m  + m’)  + N , 

et  que  l’on  aura  par  conséquent 

f 'r^ 

^ Anl[m  + m'  + u]  —ftm (m  + m’)M  ' + (f* — m + m'  ..+1 Mm 


A\,,,î|>H-fl»'+f*]=«if*— i)mn(m  + m')F~‘  + (F — i)(p — i)mnA(m+m')F-3. . . . 


W3  . * 


r..  

F 


■\  F F . 


af  Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  D , on  aura  seulement 
D —mnp  q. . . . . . 

c'est-à-dire,  le  théorème  de  Bézout , énoncé  dans  le  n\  189; 
saveir , que  le  degré  de  l'équation  finale , résultante  de  l'é/irnination  ttun 
nombre  quelconque  d’équations  complètes  , renfermant  un.  pareil  nombre 
d'inconnues  et  de  degrés  quelconques  , est  égal  au  produit  des  exposant  de 
ces  équations. 
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De  l'intégration  970.  Jusqu’ici  nous  avons  suppose  que  la  différence  de  la  fonction 
Mé?enca  à*deua  cherchée  étoit  donnée  explicitement  par  les  variables  indépen- 
v ambles.  dantes,  nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  cas  où  l’on  a 

seulement  une  équation  contenant  la  fonction  cherchée,  ses  diffé- 
rences, les  variables  indépendantes  et  leurs  accroisscmcns.  Supposons 
d’abord  que  la  fonction  cherchée  y ne  dépende  que  de  la  seule  va- 
riable x , dont  l’accroissement , considéré  comme  constant , sera 
désigné  à l'ordinaire  par  h.  L’équation  proposée  sera  comprise  dans 
la  formule  générale  F(,xfh,y,Ayt  a’y  , etc.  ) = o. 

Il  est  h propos  d’observer  que  l’on  peut  en  faire  disparoître  les 
différences  a y , A’y , etc.  en  les  remplaçant  par  les  valeurs  consé- 
cutives dey,  puisqu’on  a 

Ay  = y,— y,  A*y  =y,— iy. + y , etc. 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

F(x»k,y>y,  »%>  etc.)=o, 
d’après  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  différences  fait  con-  y 
noître  la  valeur  de  la  fonction  cherchée , par  le  moyen  d’un  certain 
nombre  de  valeurs  antécédentes. 

Si  l’équation  étoit  du  premier  ordre,  par  exemple  , on  auroity, , 
par  le  moyen  de  y;  si  elle  étoit  du  second,  on  en  tireroity,,  ex- 
primé par  y,  et  par  y , et  ainsi  de  suite. 

11  est  facile  de  reconnoître  qu’une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences équivaut  à une  série  , dans  laquelle  on  obtient  chaque  terme 
par  le  moyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec 
l’indice  qui  marque  le  rang  qu’il  occupe.  En  effet , lorsqu'on  a , 
par  exemple,  y,  = f(.v,  A,y,y,)  , on  en  déduit 

y,=  f(x,  A,y,,yJ,  y4  = f(* , A, y,, y, ) , etc. 

et  l’on  forme  ainsi  la  série 


.y»  y.  > y, , y y*  > etc. 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  dans  la  série  déduite 
dune  équation  quelconque  aux  différences , il  y aura,  toujours  autant  de 
termes  arbitraires  qu’il  y a d’unités  dans  l' exposant  de  l'ordre  de  cette 
équation. 


On 


y 
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97  1.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences  en  une 
équation  différentielle  d’un  ordre  indéfini , en  substituant , au  Heu  de 
Ay,  a*/  , etc.  leurs  développemens  d’aprcs  le  n°.  864 , et  il  n’est  pas 
moins  évident  que  l’on  convertiroit  aussi  toute  équation  différen- 
tielle en  une  équation  aux  différences  d’un  ordre  indéfini,  en  rem- 
plaçant les  coefficiens  différentiels  par  leurs  développemens  tirés  de  la 
formule  du  n°.  867. 

Il  ne  paroît  pas  que  ces  transformations , qui  ont  l’inconvénient 
d’introduire  un  nombre  infini  de  termes  , puissent  être  , en  général , 
fort  utiles  pour  l’intégration  des  équations  ; mais  elles  sont  très- 
propres  à faire  sentir  la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  diffé- 
rentiel et  le  Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que  par  la  nature 
de  ce  dernier , les  différences  de  la  variable  indépendante  doivent 
avoir  nécessairement  une  valeur  déterminée  ; car  si  l’on  avoit  une 
équation  entre  x , y , ax,  Ay  , a y , etc.  dans  laquelle  Ax  de- 
meurât indéterminé , qu’on  'la  développât  suivant  les  puissances 
de  ax  , Ay,  A'y,  etc.  ce  qui  lui  donneroit  la  forme 

A A x + B Ay  "i 

+ Cax'-\-Dax  + £ Ay'+FA'y  ? = o; 

+ etc.  J 


on  y pourroit  substituer , au  lieu  de  Ay,  A'y  , etc.  leurs  développe- 
mens , et  comme  a x y resteroit  encore  indéterminé , il  faudroit  que 
les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  cet  accroissement  s’éva- 
nouissent d’eux-mêmes.  On  obtiendroit  ainsi , entre  les  variables  x,y, 
et  leurs  différentielles , un  nombre  infini  d’équations  qui  devroient 
s’accorder  entr’elles  pour  que  la  proposée  signifiât  quelque  chose  ; et 
dans  ce  cas  elle  ne  seroit  équivalente  qu’à  la  première  de  ces  équa- 
tions , dont  les  autres  deviendroient  les  différentielles  successives. 

En  ne  supposant  l’équation  aux  différences  que  du  premier  ordre  , 
ce  qui  la  réduit  à 


, AAx  + BAy+CAx‘  + DAxAy  + EAy’+  etc.  = 0, 
et  prenant 


__  dy  Ax  d'y  Ax'  d?y  A 
* dx  i +dx‘  dx*  i.x. 
Appendice. 


3 


■ + etc.  ■ 
A a 


-T 


— V 
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il  vient 


Calcul 


a **+etc. 


• = o, 


A +Dè+c+i-£>;=0  „t 

<***  dx  i.idx * * Cl 


d’où  l’on  tire 

*s+-'=« 

et  si  cette  suite  d’équations  ne  peut  avoir  lieu , la  proposée  ne  pourra 
se  vérifier  qu’en  assignant  la»  une  valeur  particulière. 

97».  Ces  préliminaires  posés,  entrons  en  matière  par  l’intégration 
de  l’équation  générale  du  premier  degré  et  du  premier  ordre. 

Son  l’équation  aj >+Py=  Q,  analogue  à l’équation  différen- 

k.  m T T*  aVO"S  ‘raitée  dans  Ie  "*•  547!  un  procédé  sem- 
blable i celui  du  n».  cité  va  nous  conduire  à son  intégrale. 
Faisons  y , et  nous  aurons 
ce  qui  changera  l’équation  proposée  en 

«A{  + {AK.fAaAî  + .P«î==Ç>; 
en  posant  séparément 

î4“  + Pui  — o»  ou  a u q.  Pu  =3 o , 
il  restera  uA{+a«a{=(2,  d’où  l’on  tirera 

At=-g-.,;-  = Q 

U + A U II  + Ail 

La  question  se  réduit  donc  à intégrer  l’équation  iu+Pu^o  dans 
laquelle  on  peut  séparer  les  variables  en  lui  donnant  la  forme 

A U 

T P ' puisque  P est  supposé  ne  contenir  que  x.  Prenons  «=««, 

il  en  résultera 
d’où  nous  tirerons 


Au  m 

Au=zt*(c  — 1)  et  — = * — 1 =_/> 
u * 


A r 

‘ —l~p>  a r=l ( 1 — p'j  et 
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mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  1 -*-P,  répondant 
au  produit  continuel  des  valeurs  successives  que  reçoit  1 — P , entre 

* 

les  limites  de  l’intcgrale , si  l’on  désigne  ce  produit  par  [ 1 — /*,_,]  , 
* * 

on  aura  / = 1 [ 1 — PÆ_,  ] , d’où  on  conclura 


« = «'*=[  1— 

Le.  sens  de  la  notation  que  nous  venons  d’introduire  est  facile  à 
saisir  d’après  celle  du  n*.  901 , car  il  est  visible  que 

C * - = ( « - P,-,  ) ( I - P,-.  ) ( I -P.-,  ) (>-*.> , 

en  s’arrêtant  à la  première  des  valeurs  de  x ; et  si  l’on  fait  attention 
que  a+  au— u, , on  obtiendra 


«+ /»,]  et  î = : 


ce  qui  donnera  enfin 


C l—pA 


_y  = [ J — Pt_,  ] Z 


Jt+1 


la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l’intégrale  indiquée. 

C’est  à peu  près  ainsi  que  Lagrange,  qui  le  premier  fit  voir  l’ana- 
logie que  les  équations  du  premier  degré , aux  différences , ont  avec  les 
équations  différentielles  du  même  degré , a intégré  , en.  176 1 , l’équa- 
tion traitée  ci-dessus;  il  applique  ensuite  son  résultat  à l’équation 

qui  revient  à y -f-  A7  = Ry  + Q.  fin  comparant  cette  dernière 
avec  Ay+Py=Q.,  il  vient  P—\ — R,  1 — Px=R,  et  l’on  a par 

, * o- 

conséquent  y = [ Rx_,  ] s — 

[*,] 

* 

Dans  le  développement  du  produit  [1 — P,_  J,  nous  avorfs  sup- 
posé , pour  plus  de  simplicité la  différence  de  x égale  à l’unité  ; 
on  pourroit  conserver  la  même  expression  en  convenant  qu’elle 
répond  à (1— ^^(i— (1— etc.  lorsque  Ax—n,  ou 
bien  transformer  l’équation  proposée  en  une  autre , en  faisant  x=n.\', 
ce  qui  dçi^neroit  Ax=nAx'  et  Ax'=i. 


A a 1 
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Si  l’on  suppose  que  le  coefficient  R soit  constant,  on  aura 


L’intégration  indiquée  s’effectue  facilement  lorsque  Q est  constant; 
on  obtient  dans  ce  cas  ' 


QR- 


R-'—i 


RX'-R) 


( »*•  9°6  ) » 


rt  y = Riw(hR)  + COnSt-}- 

Rn  général  on  obtiendra  la  valeur  de  y , délivrée  du  signe  d’inté- 
gration toutes  les  fois  que  <2  sera  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  x ( n°.  91 1 ). 


973.  Dans  les  recherches  citées  n“.  prccéd.  Lagrange  applique  aux 
équations  du  premier  degré  et  d’un  ordre  quelconque  aux  différences , 
la  méthode  que  d’Alembert  a donnée  pour  les  équations  différentielles 
du  premier  degré  et  dont  nous  avons  fait  connoître  l’esprit , n\  638  ; 
mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet,  en  1773,  par.une  méthode  encore 
plus  simple , que  nous  allons  faire  connoître. 

Représentons  par  « 

• • • + (yf) , 

une  équation  d’un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
à la  fonction  yT-,  on  prouve,  comme  dans  le  n°.  647,' que  son  inté- 
gration se  ramène  à celle  de  . 

+ &G+»-.*  • • • + VA,=°  W » 

et  que  l’on  obtient  la  valeur  complète  de  , lorsqu’on  en  connoît 
un  nombre  n de  valeurs  particulières. 

Cette  dernière  proposition  est  évidente  par  elle-même  ; car  il  est 
clair  que  si 

-■  r..-— ' 

sont  des  fonctions  de  x , qui  satisfassent  à l’équation  ( B) , l’expression 

t=cy,+cf.+cY.+  «c. 

y satisfera  pareillement  ; et  quand  le  nombre  de  ses  termes  sup- 
posés absolument  réductibles  entr’eux  sera  n , elle  sera  l’intégrale 
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complète  de  cette  équation,  puisqu’elle  renfermera  n constantes 
arbitraires , C' , C,  C"\  etc. 

Cela  posé , si  l’on  regarde  ces  constantes  comme  des  fonctions  de  x , 
et  que  dans  cette  hypothèse  on  change  ^ en  .y,  , ou  que  l’on  fasse 

y.=C'X.  + CVX+C'V"I+  etc. 
on  en  déduira  d’abord  «. 

y*+>=  C.+iù+i  + + C*  j*i£<w*+t  + etc. 

résultat  qui  se  transforme  en 

+Cm,C,+.  + etc. 

+ î *+1 A C', + j"x+l  aC"x + + etc. 

en  mettant  pour  C'x+I , C"x+, , etc.  leurs  valeurs 
C'x+sC'r,  C“,  + aC"x  , etc.  et  se  réduit  à 

+c",i".+,  + etc. 

lorsqu’on  fait  v 

{',+•. aC'*+{"«+.aC''»+ï'"*+.aC"^+  etc.  = o (1), 

de  même  que  si  les  quantités  C'x,  C"t,  C"’ , , etc.  fussent  demeurées 
constantes.  En  faisant  de  nouveau  varier  x , on  obtiendra 

y.+%'==C  T+i d- C .^.i ^ x+,+  etc. 

==£'*1'*+.  +C",  €,+.+?",  (",+,+  etc. 

+ î'x+.^C+r»4.AC',;+t"'^.JAC"',+  etc. 

résultat  que  l’on  réduira  à 

y.+.=  C',{',+.  +C'X'I+,  + + etc. 

par  la  supposition  de 

{^.*C',+('T+>&C"T+i"‘r+iEC'",+  etc.  = o (1). 
Faisant  varier  x une  troisième  fois , on  parvient  à 

y*+\— C «+»  + *'  xî  x+ï  +C"J  x+t  + etc. 

en  posant 

Îx+j^C'.x+î  x+iA^  x + { x+  etc.  = 0 (3)  , 

et  l’on  continue  ainsi  jusqu’aux  équations 

^x+#-i— t’’  xï’x4»-'  + ^'x{'x4 n +C"a  x+»-.  +etc. 

î'x+B-.'it"x+{,x+»-.'lC''»+î/"x4»-.AC"'x+etc.=o(n— 1). 
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Maintenant , si  dans  la  valeur  de  on  change  x en  r 1 ; 

on  trouvera 

^.=  C'd'I+n  +^û»  4 -C",f'r+n  + etc. 

+ {',+n^C'i+{",+>C"I+î'"^nûr’,+  etc. 
mettant  dans  l’équation  {A)  les  valeurs  &ey„‘yT+, ,. . . 
en  observant  que  par  l’hypothèse  et  d’après  l’équation  (B) , 

{ *+n  4“  l*t{  x+n-l  4-  Qr{  X+B-I*  • • * • 4“  “O 

t'U,  +/>,l"x+a-.  4*  Çxt"*+»-»-  • • • 4-  ££{",  =0 
r^  + V^-,  4-  Qxî  ' x+a- 4-  . ‘ 

etc. 

il  restera 

t'x+aAC'x4-î'x+.iC'',  + t'",+„AC"'x4-  «C.=  V. (n). 

On  conçoit  facilement  qu’avec  le  secours  des  équations  ( i ) , 

(i) , (3), ( n — 1),  (n) , on  déterminera  en  fonctions  de  x , 

les  différences  aC',,  aC",  , aC',,  etc.  ce  qui  réduira  la  recherche 
des  quantités  C\  C",  C"\  etc.  à l’intégration  des  fonctions  d’une 
seule  variable. 

974.  Il  convient  donc  de  nous  occuper  de  l’équation 

{j4a  4-  ^.{x+li-l  4“  Çxîr+B-» 4 ^ï{x4n.î  U,{, O.  ...  (ü). 

Lorsque  les  coefficiens  de  cette  équation , au  lieu  d’être  des  fonctions 
de  x , sont  des  constantes , ou  que  l’on  a seulement 

(x+n4^{x+»-i  + Q{/+«-i4ll{,+«.|' . ..  + . . .(C) , 

on  y satisfait  en  faisant  , d’où  il  résulte 

{x+,=  îx+.=  • u+*= 

elle  devient 

m'+Pm'-‘+  Qm'-‘+ Rm*-* + V=  O (Z)), 

et  sera  vérifiée  si  l’on  prend  pour  l’indéterminée  m les  racines  de 
cette  dernière.  Si  donc  on  désigne  par  m',  m",  m"\  etc.  ces  diverses 
racines , on  aura  ( n°.  précéd.  ) 

îx=  CW'+ C"m"‘+  CMm,'*+ 

Cette  expression  présente,  par  rapport  aux  quantités  m',  m",  m'",  etc. 
las  mêmes  circonstances  que  l’intégrale  de  l’équation  différentielle 
<*■{  + W.xd—Î+  QJx'J'-\  + RJxV"-\. . . . + U^x’-o  ( n'.  648  ). 
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Il  peut  arriver  que  les  racines  de  l’équation  ( D ) soient  toutes  réelles 
et  inégales , ou  qu’il  s’en  trouve  d’égales  entr’elles  ; dans  le  premier  cas 
la  valeur  de  { est  complète , mais  elle  cesse  de  l’étre  dans  le  second. 
Il  faut  alors  recourir  à des  artifices  d’analyse , semblables  à ceux  que 
nous  avons  employés  pour  l’équation  différentielle;  mais  nous  pré- 
senterons cette  recherche  sous  un  point  de  vue  un  peu  différent , en  la 
ramenant  à une  détermination  particulière  des  constantes  arbitraires. 

975.  L’équation  (C) , qui  peut  Être  considérée  comme  exprimant 
la  nature  d’une  série  dont  un  terme  quelconque  représenté  par 
dépend  des  n termes  qui  le  précédent , suppose  nécessairement  que 
les  n premiers  termes  de  cette  série  désignés  par 

fol  îl  » * ît  »••••{«— I 

sont  arbitraires  ( n5.  970  ) : ce  sont  ces  termes  que  nous  allons 
introduire  à la  place  des  constantes  C\  C",  C",  etc.  Pour  cela  nous 
aurons  les  équations 


ïo  =C' 

+ C" 

+ C"r 

+ etc.  ■v 

î,  =CV 

+ C"m" 

+ 

+ etc  .1 

7.  =C'm’> 

+ C"m"% 

+ 

+ etc.f 

II 

r> 

a^ 

+ C'V'J 

+ C'"m'"3 

+ etc.f 

’ + etc. J 

dont  le  nombre  est  égal  à celui  des  quantités  C',  C",  C'",  etc. 
qui  n’y  montent  d’ailleurs  qu’au  premier  degré  ; et  en  prenant  suc- 
cessivement 12=1,  a = x , n — 3 , etc.  on  obtiendra  ces  résultats 
particuliers 

C'  = {- 

C = w.__ 

m'—m"  * *■  /a"—'”' 

_ t.~ (»»" + «*'){■  + 

(/»'— */»")(/»'-— m*1) 

( \m " — — m") 

c„_  + 

(/»”'■ — — n") 


I 
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La  loi  de  ces  résultats  est  déjà  assez  évidente  pour  qu’on  puisse 
les  pousser  aussi  loin  qu’il  sera  nécessaire  ; mais  on  peut  en  dé- 
couvrir la  forme  générale  sans  recourir  à l’induction , en  faisant 
usage  du  procédé  d’élimination  donné  à la  lin  du  n°.  649. 

En  effet , si  l’on  représente  par 

/v  +PV-+  Q'/-J 4-  o , 

l’équation  dont  les  racines  sont  m‘,  m'",  etc.  et  que  l’on  multiplie 
l’avant-dernière  des  équations  (E)  par  P',  la  précédente  par  Q't 
et  ainsi  de  suite  jusqu’à  la  première,  qui  sera  multipliée  par  U , 
on  aura  , en  ajoutant  les  produits  , 

C-’+PT'  +QT3 + £'?. 

z=C'  {m'"-'  +P’m-7'  +Q'  m"~3 + lf  ) 

+ C"  (m"—  + PW'—  + Q'  m + V) 

4-  C"'(» 4-  4-  Q'm'"’~s. . . . 4 -V') 

4-  etc 

toutes  les  lignes  du  second  membre , excepté  la  première  , sont 
nécessairement  nulles , comme  n’offrant  que  les  résultats  de  la  substi- 
tution des  quantités  m ",  m'",  etc.  à la  place  de  r:  il  viendra  donc 

w_  {n  -■  + -«  + • « • • + 

ni- ’ 4- PW— * 4-  Q'W-S + 

On  trouveroit  de  la  même  manière  C",  C",  etc.  en  substituant 
«uccessivement  les  racines  m",  m'" , etc.  à la  place  de  m',  et  en 
formant  l’équation  t avec  les  racines  W,  m ",  m"\  etc.  m\  m\  m ",  etc. 

Nous  avons  déjà  fait  voir  dans  le  n°.  cité , que 

m'*-  +P'm'"~‘+  QW-3 4-  etc. 

= n W— 1 4-(n — i)Pm'*~ *4-(n — i)Qm'~3. ...  + T t 
ce  qui  se  déduit  évidemment  de 

<f{m*4-P/n*-l4-  . . -\-Tm-\-  V } 

dm  * 

pourvu  qu’après  la  différentiation  on  change  m en  m.  Pour  foi  mer 
les  quantités  P ',  Q',  R'....V,  il  faut  multiplier  l’équation 

f— 1 + PV—  4-  Q'r-1 4-  V=o , 

* par  /— m',  ce  qui  doit  la  rendre  identique  avec 

m?  4*  P m"  1 4*  Q”  *• . . • 4*  P m 4-  U = 0 J 

en 
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en  changeant  t en  m,  et  on  aura , par  la  comparaison  des  termes 
semblables 

Q'-P'm'=Q,  R’—Q'm'—R,  S'-R'm'=S,... 

d’où  on  tirera 

P'=P+m’ 

Q'=Q  + Pm+m' 

R'=R+Qm' + P + 

. S'  = S + Rm'+  Qni * + Pmn  + m'4, 

etc. 


976-  Supposons  à présent  que  l’équation  en  m ait  des  racines 
imaginaires  et  des  racines  égales;  il  faudra,  comme  on  l’a  indiqué 
dans  le  n".  650,  réunir  les  premières  par  couple , et  on  convertira 
ensuite  chacune  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  , suivant  les  for- 
mules ^connues  : la  transformation  s’opéreroit  avec  un  peu  plus  de 
facilite  en  traitant  immédiatement  par  le  procédé  du  n°.  648 , la 
valeur  obtenue  dans  le  n*.  974, 

En  observant  que 


*'■  +Q”"-3 + w., 

+ir=(m . 

"'-  + P"'n’*-‘+  QV-\  ...  + u:=( 

etc. 


on  peut  écrire  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  / ainsi 
qu’il  suit,  1 

C i»-l~t'^î»-i+  <?{»-!•  •••-(-  V’i.  _ 

1 ) m 

m J {b-i  *1* P fn— Q {n-î*  • • • "4“  U 

V.  ( m — m ; ( m — m") .... 


et  l’on  voit  qu’ils  se  réduisent  à | lorsque  m'—m". 

Les  trois  premiers  termes  étant  écrits  de  cette  manière  : 


(«' — m 


_ + p'(n _s  + Q'<n  > 

(m'_ „««).... 

(m‘” — m*'). . . . 
Bb 


• • + v’üm“ 

..  + V%)n'“ 


c 


Apptndicc. 
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deviennent  visiblement  " , lorsque  l’on  a en  même  tems 
et  ainsi  de  suite , à mesure  que  le  nombre  des  racines  égales  aug- 
mente. 11  faut , pour  trouver  alors  la  vraie  forme  de  l’intégrale , 
recourir  ù la  méthode  du  n\  139  , quand  il  n’y  a que  deux  racines 
égales,  et  à celle  du  n°.  147  lorsque  le  nombre  de  ces  racines  surpasse 
deux.  L’usage  que  nous  avons  déjà  fait  de  ces  méthodes  dans  un  cas 
absolument  semblable  à celui  qui  nous  occupe  ( n°.  630  ) , nous 
dispense  d’entrer  dans  aucun  détail , et  nous  nous  bornerons  en 
conséquence  à donner  la  forme  des  résultats.  Il  faudra  substituer 
aux  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  { la  quantité 

c m'r  + c’x 

lorsque  m'=m“,  aux  trois  premiers,  la  quantité 

, iV'+f'W'-'+c- V1-*, 


lorsque  et  ainsi  de  suite:  dans  ces  expressions 

c , c\  c",  etc.  remplacent  les  constantes  arbitraires  C,  C“,  C“,  etc, 


977.  Nous  indiquerons  succinctement  ici  la  route  qu’il  faut  suivre 
pour  déterminer  les  quantité^  C',  C",  C,  etc.  par  le  moyen  des 
équations  (1),  (i)...(n — 1),  (n) , du  n°.  973  , afin  de  parvenir  à 
l’intégrale  de  l’équation  (A),  dans  le  cas  où  les  coefficiens  P,Q,R.  . . U 
sont  constans  et  Vx  est  une  fonction  quelconque  de  x.  Les  équations’ 
(l)>  (»)’••••(* — 1)*  («),  deviennent  alors 

m’*'  A C'+m"*'  a C“  + m"‘+'  aC"'+  etc.  =0 

*C“'+  etc.  =0 


,'X+l 


,«x-frt 


en  y substituant  pour  ( 
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on  arrivera  aux  équations 


A 4*  A 4-  A etc.  = o 
rt'A'  + m’A"  +m"'A + etc.  = o 


m'"-,A'j-mn-'A’+m“‘-lA"'+  etc.  = o 
m'—'A  +m"‘-,A‘,  + m"'—‘A“'+  etc.  = o 

traitées  dans  le  n°.  649 , et  l’on  terminera  l’opération  comme  dans 
le  n=.  975.  Si  parmi  les  valeurs  de  m , il  s’en  trouve  d’imaginaires 
ou  d’égales  entr’elles,  on  aura  egard  à chacune  de  ces  circonstances 
par  des  procédés  absolument  semblables  à ceux  qui  sont  développés 
dans  le  n°.  650. 


978.  L’on  n’a  fait  que  peu  de  tentatives  pour  intégrer  l’équation 

C.r-f-a  “T”  i d"  **  • ■ • d“  > 

dans  le  cas  oii  les  coefficiens  PIt  Q, ,...  UT , sont'des  fonctions 
de  x-,  c’est  Laplace  qui,  dans  ce  genre,  a porté  le  plus  loin  ses 
recherches,  et  pour  en  présenter  l’ensemble,  nous  commencerons  par 
donner  la  méthode  qu’il  employé  pour  intégrer  l’équation  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre.  . a 

Soit  yr+,—Pry.+  Q.< 
on  tire  successivement  de  cette  équation 

y.=P.y°+Q° 
y.=P.y.  + Q. 
y~P.y.+Q. 
y^Ptfi+Qi 
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expression  que , d'après  la  convention  faite  dans  le  n' 
peut  encore  écrire  comme  il  suit: 


on  a dans  cette  formule  la  valeur  de  y,,  exprimée  par  le  moyen 
de  y, , et  par  conséquent  le  terme  général  de  la  série  correspon- 
dante à l’équation 

y»<=p,  y*+  Q.‘ 

Si  l’on  représente  y „ par  une  quantité  arbitraire  C , et  que  l’on 
observe  en  même  tcms  que  la  série 


que  l’on  peut  vérifier  par  le  développement  ou  par  les  analogies  de 
la  notation  actuelle  avec  celle  du  n\  90a , revient  à 
* Q 

[/*,_, ]2  — — ( nV  897  ) , on  aura  de  même  que  dans  le  n’.  97a 


Ce  procédé  doit  être  remarqué  parce  qu’il  conduit  directement 
l’intégrale  et  qu’il  montre  le  parti  que  l’on  peut  tirer  de  la  fo 
mation  des  valeurs  successives  de  la  fonction  cherchée , pour  e 
obtenir  l’expression  générale. 
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979.  Passons  aux  ordres  supérieurs  : soit 

y x+fl  4"  • • 4“  ^ *y m 4"  ? * 9 

et  faisons 

=^rJx4‘f/ 

y x+*  ^ r+l  4“  f r-4-1  ’ • 

x-4-î  :SZP x+%y t+  a 4“ÿ x+s 

y *+n~P  s+n-t  .Xx+»— 1 “I"  » 

imiltipliant  successivement  les  n — 1,  premières  de  ces  équations, 
par  *, , , etc. , et  ajoutant  les  résultats  avec  la 

dernière,  nous  obtiendrons  l’équation 

y *+  H — ( /’x+ft — 1 “ “ a a ,4.1,—  1 “1~  (alt  — 1 P r-t-ft— » * n — >)  -■ 

+ +«. 

"l"îr+B-i  "1*  *-,? x4.l1— 1 ”1"  an— Wx+fl— î 

comparant  celle-ci  avec  la  proposée  , nous  en  déduirons  les  suivantes , 

’7:'  P*—Pi+n-> “n-. 

B-l 

* 

a,^x+. *.  * _ 

...  ^ = + + a.Ÿr> 

dont  le  nombre  est  évidemment  égal  à n+  1.  On  tire  successivement 
des  n — 1 premières, 

•1  ‘ 

v 4 **<1—1  Px+n—i  ^ * 

^ *n— «— ~Px+n— • /,x+n-i— “ /^x+n— s* 

*'•  an— }==Px+n-iPx+n-»Px+n—im~Ps+n-îPx4-n~ï^,*~~,P*+n—  \ Qx~“^x 

*P&v-*  -'H*-- 

»,  — [/"l+n-l] [/’^+ÎV-lJQf-  "■  + ^1 

et  ù cause  que  pz , il  viendra 

x' r*~%  \'r  *"  • . , “• 

[/’.+.-J  * 

ation  qui  n’est  que  de  l’ordre  n — 1 , par  rapport  à la  fonction 

pv-  ev.  f 

*y,v.  î - • . <■•  y%  • • • - ^ 

■ '■«**'  • ■ •*■•••■  " ■»■  . • 

. : ' 

M /■'.*■%  * ’ • î 

K**»’*  * •’  % 

7***?  — 1 — — 
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inconnue  p , , puisqu’elle  ne  comprend  que  les  valeurs 

• •Pt+r-i  » niais  qui  n’est  plus  du  premier  degré.  Il  n’est  pas 
nécessaire  de  l’intégrer  complètement , il  suffit  de  trouver  une 
seule  valeur  qui  y satisfasse  ; on  substituera  cette  valeur , ainsi 
que  celles  de  , , a,,  dans  l’équation  < 

^ an— tÿr+ji— t")~an-ris+n— î*  ■ • 

qui  ne  renfermera  plus  alors  de  fonction  inconnue  que  q,  et  qui 
ne  sera  que  de  l’ordre  n — . i et  du  premier  degré  par  rapport  à 
cette  fonction.  Cette  dernière  étant  intégrée  , donnera  une  ex- 
pression de  yx  , avec  n — t constantes  arbitraires,  et  l’intégrale  de 
l’équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  y,+I=/»,y,-l-fi  »: 
deviendra  celle  de  la  proposée;  on  aura  ainsi  par  le  n".  97a  , 


980.  En  poursuivant  les  conséquences  de  cette  méthode  , Laplace 
étoit  parvenu  de  son  côté  au  théorème  que  nous  avons  démontré 
dans  le  n*.  973  ; nous  renvoyons , pour  cet  objet , le  lecteur  à son-. 
Mémoire , mais  nous  intégrerons  avec  lui  l’équation  très-étendue 

r+n-.  + Æ[Xr+1„]_>'T.H,,i  + • • • +^[-yx+m]Kfi 

dans  laquelle  les  coefficiens  A , B , C,...L,  sont  constans  ; mais 
où  X désigne  une  fonction  quelconque  de  x.  L’équation  qui  donne/», 
devient  alors  â.> 

a étant  une  quantité  constante. 


et  si  l’on  prend  p, 
il  viendra 


l />,+*-, L-’r+mJ  , L^x-Wn-J  , t 

La  substitution  de  ces  valeurs  fait  disparoître  X,  et  il 
que  l’équation  algébrique 


Si , pour  simplifier  , on  prend  m—n — 1,  et  que  l’on  repn 
, a,  a"',  etc.  les  valeurs  de  a , celles  de  p,  seront 
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Il  est  visible  que  l’on  doit  supprimer  dans  ce  cas  la  quantité  q, . 

* 

et  que  l’on  a seulement  yx=[px_,]  pour  l’intégrale  premièiéMe 
l’cquation  proposée , mais  à cause  des  diverses  valeurs  de  px , on 
en  déduira,  par  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 

y,=C’a”[Xx]+  + + etc 

intégrale  complète  de  la  proposée , et  qui  revient  à 


y.= [AT,]  { C'a”  + C-a” + C'a"”  + etc } . 

981.  Les  résultats  précédens  peuvent  être  changcsen  d’autres  d'une 
forme  plus  simple  à quelques  égards,  en  mettant  à y l’indice  at  à la 
place  de  x+n  : l’équation  proposée  deviendra  par  là 

y,—P*y,-,  + Q,y,-* . • • + Txyx_x_,  4-  uxyx_n + vf. 

On  la  traitera  encore  suivant  le  procédé  du  n°.  979 , en  observant 
d’écrire  pt+,  et  qI+t , au  lieu  de  p,  et  de  qx , dans  les  premières 
équations#de  la  page  197,  avant  d’y  changer  x+n  en  x , et  de  les 
prendre  ensuite  dans  un  ordre  inverse. 

L équation  du  n°.  précédent  se  changera  , de  cette  manière  , en 

+ Æ[AT,ly»_, .. . .+ é[X]  » 
si  l’on  fait  m = n , et  dépendra  alors  de  1 équation 

A'i/J.1. . + Klp&xj\-L[xà=ot 

qu’on  transformera  encore  en 

aM—j4a"-'—Ba"-* —Ka—L- o; 

en  prenant  p.,-=aXx , et  la  valeur  complète  de  y,  sera 

x • * «'  • . 

y,=  [AT,]  { Ca”+  C"a"'+  C"a"*+e  te. } . 

981.  Passons  à l’application  de  ces  derniers  résultats,  et  prenons 
pour  cela  les  équations  comprises  dans  la  formule 

*>•« y*-> + » 

qui  s’obtient  en  faisant  X,—x  dans  l’équation  proposée  ; nous  trou- 
jï  verons  qu’elle  dépend  de  £ ji- iSfijf  Z 
Jr.  n’ — Aa*~‘ — Ba"~:‘...  ,-~Ka — L—o , 

. et  qu'elle  a pour  intégrale 

7>=[t](CV'+CV-+C“«,,'+  etc.  }. 


K**-*-  • 
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Supposons , pour  particulariser  les  résultats  , que  l’équation  pro- 
pose ne  monte  qu’au  second  ordre  ; nous  aurons  seulement 

I 2 

d’où  nous  tirerons 

a'—M—B= o,  a——'-A-±.V\Â‘  + B, 

^=[*]{CV*+CV«}. 

Si  l’on  veut  déterminer  C et  C"  par  le  moyen  des  termes  y,  et  y, , 

O 

on  aura,  à cause  de  [o]=t , les  équations 

y,=C  + C\  y,=C’a'+C’a‘, 

lesquelles  donneront 


C'= 


a y —y. 


ay —y. 


a — a 

et  il  viendra  pour  résultat  final 


r ïf  “"y— y>  . a’.y—y<  „.l 

jk,=M  - , , a + 

( & — a a — a ) 

Quand  les  deux  racines  a et  a"  seront  égales,  on  fera  a’=a  +k  , 
il  viendra 


K.=  W{ 


ïf  (*+k)y—y. 


, , ) . 
+ — ^ — (a  +*)*  J ; 


en  développant  et  réduisant  , on  trouvera 


etc.)  ] 


— [*] | y a'" — {a'y—y>){* a‘~'  + ^ a'1  •*  + etc.)  j ; 

V , 

posant  ensuite  A— o,  on  aura  seulement 

y-—  {*'y—  (.«'y.—y,)*}- 

Si  les  deux  racines  a et  a'  ctoient  imaginaires , en  les  ramenant 


\ 
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à la  forme  d+^—J  , « — ^ — i , on  changeroit  l’expression 


“v  y,  en  

*=  W'f  («-*  <Bk°^i<.+<iV/=7)’+  V^\)'  J 

— ij»/— i XfV—x 

( ifll/ — I 

+ >t((«+gV/~)I+(  «-»  J ; 

mais  on  a par  le  n*.  165 

( » + /J  l/^7)*=>'(cos  J « + ^ — 1 sin  Sx  ) 

( « — ,3  V7 )'=>r(  cos  <T  a: — V7 — 1 sin  JV  ) , 


en  posant 

*/d‘+>=>. 


: COS  J1, 


H 


= sin  .f; 


V «*+  jS*  ^d’+e* 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  celle  de  7,  donnera 

ys=[x-\ym{yj*i*x+  }. 

♦ ^ 

Prenons  enfin  un  exemple  en  nombres  ; soit  l’équation 

I 1 

+ 5 ♦ 

ou  y.~x  *.  y,-.+ix(x—')yr-  » 

qui,  lorsqu’on  fait  ,y.=i , .y,=4 , engendre  la  série 
1,  4,  n,  104,  14x6»  etc. 

nous  aurons , pour  déterminer  a , l’équation 
a*—  1 a — J = O , 

de  laquelle  nous  tirerons  a'= J » «"= — I » P11*5  nous  obtiendrons 
avec  ces  valeurs 

y.+y.  _ T 

C==“ 4’  C"  4 4’ 

Si  l’on  prend,  par  exemple,  x=J  , on  déduira  de  ce  résultat  .y, =104, 
de  même  que  ci-dessus. 

dpptnduc.  C c 


Digitized  by  Google 


ioi  Ch.  I.  Du  Calcul 
L 'équation  générale 

• • •*■[*]  y.-n 

se  traiterait  absolument  comme  la  précédente,  et  son  intégrale 
scroit  de  la  forme 

^=[i]{C'4"+CV'+r/"+  etc.}, 
a,  a,  a"',  etc.  étant  les  racines  de  l’équation 

a'— .4  a’-'— B a"-' . . ,.—L=  o. 

Si  l’on  vouloit  déterminer  les  constantes  C',  C”,  C",  etc.  par  le 
moyen  des  n premiers  termes  de  la  série  engendrée  par  l’équation 
proposée , on  auroit  ces  équations 

y,  — C + C’  +C"  + ;tc. 

■£-  = C'a  •+•  C'a'  + C"a"  + etc. 

= CV*  + CV  + <:"<."•+  etc. 

l.l 

etc. 

qui  rentrent  dans  celles  du  n*.  975  , et  dont  on  tireroit  les  valeurs 
de  C',  C',  C“,  etc.  par  le  procédé  de  ce  numéro. 

Si  l’équation  en  a contenoit  des  racines  égales  ou  des  racine» 
imaginaires,  l’emploi  des  méthodes  indiquées  n*.  976,  conduiroit 
aux  résultats  relatifs  à chacun  de  ces  cas  ; et  l’exemple  du  second 
ordre  auquel  nous  nous  sommes  arrêtés,  joint  à ceux  que  nous 
avons  donnés  pour  les  équations  différentielles , doit  lever  toutes 
les  difficultés  à cet  egard. 

983.  Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l’on  prend 
^=CV'+CV'+C*'4'“+  etc. 
la  fonction  dépendra  de  l’équation 

dont  l’expression  ci-dessus  offrira  par  conséquent  l’intégrale  com- 
plète ( n‘.  974  ) , et  que  y,  étant  donné  par  l’équation 

y.=^[X,]y,_,  + B\Xr]y,^. . . . + L[X,]y,_n  , 

* 

on  aura  , d’où  il  suit  que  le  ternie  général  de  la  série 

y x * » y 


~-DiglT!Zé3t 
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sera  donné  par  le  moyen  de  celui  de  la  série  beaucoup  plus  simple 
î*  * > ï*+»  > 

dont  un  ferme  quelconque  se  forme  d’un  nombre  n des  précédens 
multipliés  chacun  par  une  quantité  constante. 

Nous  observerons  que  cette  dernière  est  le  type  général  de  celles 
que  les  Analystes  ont  nommées  ricumnus.  Elles  jouissent  d’un  très- 
grand  nombre  de  belles  propriétés  ; on  a déjà  vu  , dans  les  Elémens 
d’Algèbre,  qu’elles  tirent  leur  origine  du  développement  en  série 
des  fractions  rationnelles , et  nous  reviendrons  encore  sur  cet  objet 
dans  la  suite. 

* 

L’équation  y,~  fait  voir  que  l'on  satisferoit  à 

. .y,— + -S[AMy,_. . . . + ; 


jr 

en  prenant  _yx=[.Sfx]a';  il  peut  être  utile  de  se  rappeler  cette  cir- 
constance y facile  à reconnoître  d’ailleurs  lorsqu’on  est  exercé  dans 
l’Analyse , parce  qu’elle  conduit  immédiatement  l’intégrale  par  le 
moyen  de  la  méthode  du  n*.  974. 

Nous  avons  supprimé  le  dernier  terme  Vt  dans  l’équation  pro- 
posée ; si  on  vouloit  restituer  cette  fonction , on  arriveroit  à l’inté- 
grale au  moyen  de  la  valeur  de  y, , trouvée  ci-dessus , que  l’on 
substitueroit  à [,  dans  les  formules  du  n°.  977. 

984.  On  peut  encore  déduire  de  l’équation  en  p,  du  n*.  979  , 
d’autres  cas  d’intégrabilité  pour  les  équations  du  premier  degré  aux 
différences.  En  s’arrêtant , par  exemple,  au  deuxième  ordre , on  a 

S . I 


[ Pr+, ]— ■P.t/’r]  — 0U  /%+. P.-P'P.- 

équation  de  laquelle  on  tire 

P-B  JL 

p.  • 


■Q.= o, 


et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

y,+.=  (p*+> — ^y-)y*+,+ y.  * 

équation  intégrable  , quelles  que  soient  les  fonctions  P,  et  Q,. 
St  l’on  fait  p,—m,  m désignant  une  constante,  il  viendra 

y.**—  (m —~)y'+' + O-J' + y'- 


C c x • 
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II  est  visible  que  toute  équation  de  la  forme 

Y#.=4X j rr_,y._,  + . ..  + L[X,]r,_Hy,_n  + V. 


rentre  dans  celle  que  nous  avons  considérée  n\  précédent , en  y 
faisant  r,y,=y',. 

Voici  une  équation  qui  semble  indéfinie,  ou  dont  l’ordre  dépend 
de  la  valeur  de  la  variable  x,  et  qui  pourtant  se  ramène  à la 
forme  du  n\  973  ; cette  équation  est 

y.—  P.~, y,.,  + Q,-.y,-. + R,-\y.-i + y. 

+ p r~A  y*-* + + p, .«y,-» 

■+■  P ,-,y,-,+  Q,~ty,-»+P,-ay,~a 


+ p\  y\  +Ç.  y.  + p,  y,  ‘ 

un  terme  quelconque  y,  s’y  trouve  rapporté  à tous  ceux  qui  le  pré* 
cèdent;  mais  avec  cette  condition  que  les  fonctions  P,  Q , R , qui 
multiplient  ces  termes  , reviennent  les  mêmes  de  trois  en  trois.  On 
tire  de  là  cette  équation 

P,-Ay,-A+  Qr-O'r-t+Æ.-O'— «+  P.-\ 

+ P,-, y,., + Q,-»y,-» + P»-.,  v.— 9 

+pi  y\  +Q.  y>  +R<  y<* 

retranchant  cette  dernière  de  la  proposée,  on  a 

y.—ÿ,-\—P.->y~+  Q.-.y,-.+R,-\yr-<+y,—K-\  ; 

OU  ' y,  =P._jr,_,  + Qt~,yt_,+ (/{,_)+ l)y_i  + y,—  Vm_f 
Cet  exemple  sufHt  pour  faire  connoître  comment  il  faut  traiter  les 
équations  du  genre  de  la  précédente , que  l’on  pourroit  nommer 
équations  périodiques. 

Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que  les  équations 
de  la  forme 

y*=P*y\-,yt.-.y\-i , 

se  ramènent  par  le  moyen  des  logarithmes  à une  équation  du  premier 
degré  ; on  en  tire  en  effet 

1 y.—  W. + « h—i + ( 'y.-. + y 1 y,-\ +»  I y..h, 

et  faisant  1 y,=y, , il  vient 

y.=  *y',-,+e/  . • . +fy',-»+\y.. 
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Cn  intégrant  cette  équation  , on  aura  donc  le  terme  général  des 
séries  dont  chaque  terme  se  forme  du  produit  d’un  certain  nombre 
de  ceux  qui  le  précèdent. 

987.  On  intègre  aussi  les  équations  aux  différences  finies  par  la 
méthode  des  coefficiens  indéterminés , lorsqu’on  peut  découvrir  au 
moins  quelques  parties  de  la  loi  que  suivent  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  cherchée.  Soit  l’équation  différentielle 

• ••  yn^é  y»-X*nu  +£») 

+*'»«  +>'0 

+■>'.-!  («V  + /»'.«*  +/•■+*  » 

+ etc. 

dans  laquelle  , Æ,  , , etc représentent  des  fonction» 

de  la  variable  indépendante  n ; si  l’on  en  déduit  successivement 

y.~Ât 

y,=^,u+s,  \ 

y^—jy+B.u  + C, 
yi=4i«,+Biu'  + Ciu+ Ds, 
on  supposera  en  général 

+ C,u‘~'+  etc. 

et  substituant  cette  expression  dans  l’équation  proposée , on  aura 
u • +B , + u""*  + etc. 

= (^,_,“’-,  + 5,_l«n_*+C_IB,,-3  + etc.)(«.a  + /8„) 

+ B.  -%u'~3 + C,_%u‘~*  + etc.)(*'.u* + jB'.o  +>'J 

+ •+■ C._,u"-3 + etc.)(*".B3 +£".«*  + >'> + /',) 

+ etc.  . . , 

comparant  entr’eux  les  termes  affectés  des  mûmes  puissance»  de  « , 
on  obtiendra 

+ * „^„_,+«.’^"_5+etC. 

B.=  «.S—,  +*t''5._,+a'.S„_,  + etc. 

+ + H V_,  + etc.  . 

f.=  «.G-,  + «'.  é’._.+*’.C._,+etc.  . « 

+ £„Æ._14-Æ'.Æ._,+  +etc. 

+ >«'^•-1  + > .^.-1+CtC.  B 

+ etc. 
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et  lorsqu’on  pourra  Intégrer  chacune  de  ees  équations , on  aura 
l’expression  générale  de  yn.  Voici  deux  exemples  qui  -«iront  bien 
connoître  le  parti  que  l’on  peut  tirer  de  cette  méthode. 

On  a 

sinn  f = sin  (n  — i ) {cos{  + cos(n — i ){sinç 
et  cos(n — i){sinç  = jsinn  j — jsin  (n  — 1){, 
d’où  il  résulte 

sin/jç=  icosjsin(/i  — t)j — sin(n-*- 1 
faisant  sinflî=y„  et  cos{  = u,  on  formera  l’équation 

>.=  1 “y»-i — j»-«  > 
de  laquelle  on  tirera  successivement 

«) 

4“) 

y,=y,('6u>—  nu’+i) 
etc. 

on  donnera  donc  à la  valeur  de  yn  cette  forme 

y.=y,(.'4*u'-‘ + çy-s+  etc.  ). 

Substituant  pour  yH_, , et  yn_, , leurs  valeurs , et  comparant  entr’eux 
dans  l’équation  résultante  les  termes  affectés  de  la  même  puissance 
de  u,  on  obtiendra  les  équations  suivantes 

Bn— i 

C»—i  C,_, — 5,_, 
etc. 

qui  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qui  conduisent  très-simplement 
aux  valeurs  des  coefficiens  A,,  B,,  C, , etc.  mais  pour  en  faire 
usage,  il  faut  observer  qu’elles  n’ont  pas  toutes  la  même  étendue, 
c’est-à-dire , qu’elles  ne  commencent  à exister  que  successivement  : 
la  première  n’a  lieu  que  lorsque  n=i , parce  que  l’cquation  pro- 
posée laisse  arbitraires  les  valeurs  de  y0  et  y,.  Avec  cette  attention 
on  trouve  que  le  plus  petit  indice  de  B est  j , parce  que  l’équation 
qui  le  détermine  ne  commence  que  quand  n=z]  ; celle  qui  détermine  C 
ne  commence  que  quand  «=4 , et  ainsi  de  suite. 


" Dîgifizecl 


des  Différences.  207 
Cela  posé , en  intégrant  la  première  il  vient  2 ‘C1,  C'  étant  la 

constante  arbitraire;  et  comme  on  doit  avoir  A,=\ , il  en  résulte 
C'=  j , d’où  ce  qui  donne  An_,—  a"-5.  Par  cette  valeur 

l’équation  en  B devient  B.=iBn_, — 2‘-3,  et  son  intégrale  sera 

B,=  i\C"—  1}  =i"(C"— ( n“.  971  et  981  ), 

ou  B,-=— i*~3(C"+  n) , en  changeant  la  constante  arbitraire  C“ 
er.  — j C".  Pour  déterminer  la  constante  C",  il  faut  faire  n=  2 
et  B,— o,  puisque  l’équation  en  B ne  commence  que  lorsque  n=  j , 
et  on  trouve  {(C"  + i)  = o,  ou  C"— — 2,  d’où  il  résulte 
B — i’~3(n — 2).  Cette  détermination  donne  Bn_,= — 2*-s(n — 4)  , 
et  si  on  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  C. , on  aura  l’équation 
C,=  2C  + 2-S(«-4), 
dont  l’intégrale  sera 


Cn=2"(C"  + 
= 2 ’(c"+ 


2-<(„— 3) 

» ("‘—7") 
24  2 


=)• 


en  changeant  de  constante  arbitraire.  La  valeur  de  C ne  commençant 
que  lorsque  71=4 , on  doit  voir  C,=o,  condition  de  laquelle  on 

tire  ( C" — 6 ) = o , ou  C"= 6 , et  d’où  il  résulte 

7”+i2\  _ l._5  (b— 3)(n— 4) 

2 / t.2 


On  trouvera  de  même  les  autres  coefficiens , et  l’on  parviendra  ainsi 
an  développement  de  sin/iç,  sans  avoir  recours  à l’induction  : on 
obtiendra 


( 2,-,cos{"-’ — ~~  2'-3cosî"-3+— — — — a*~! 

*ÎS=SI,Î  1 (n_4)(n_c)(n_6) 

/—  — — — -2""’cos  + etc. 

r »-»-3 


cos 


986.  Lequation,y„=ïay1,_t— ^ yM  , se  rapporte  à celle  du  n”.  974, 
car  u y est  regardé  comme  constant  ; en  y faisant  donc 
on  parvient  à l’équation  m‘—  mm — 1 , 
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de  laquelle  on  tire  »— /et''  «*—  i , et  par  conséquent 

yn—  c'( u+V'Z'^i  y+c\u-v/Z—[y  -, 

remettant  pour  u sa  valeur  cos^  , et  changeant  ^„en  sin  rt[,  il  viendra 

sin  » t = C'(  cos  t gin  + C*(cos  î — i sin  î )■. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires , il  faut  observer  qu  on  a 
sinnçc=o,  lorsque  n=o,  et  sinnj==$inç,  lorsque  n=i  i ce  qui 
donne  les  deux  équations 
o=  C'+C 

sin  t = C'(cos  i + sin  * ) + C\  cos  j ^ — i sin  t , 
qui  mènent  à C—  — , C'=  — — > 

2y/_,  1 r — t 

( cos  ç + V^— 7 sin  [)' — (cos — — isin;)* 

sin nr— ; ’ » 

V uV  — t 

résultat  conforme  i celvii  du  n°.  40  de  l’Introduction.  Le  dévelop- 
pement auquel  il  conduit  ne  diffère  de  celui  du  n*.  précédent  que 
parce  qu’il  contient  les  puissances  impaires  de  sinç  , qui  sont  ré- 
duites à la  première  dans  ce  dernier. 

987.  Pour  açhever  d’éçlaircir  l’application  du  Calcul  aux  diffé- 
rences à la  recherche  des  loix  que  suivent  les  formules , nous  en 
donnerons  encore  un  second  exemple  sur  l’expression 

4‘~‘  — 1 - = ,arc  (sin=x), 

V t — *• 

En  faisant  pour  abréger  — — = “ > on  trouve  d abord 

V 1 — x* 


du 

dZ' 


» » 


d%u  lAr"  4- 1 d'u  6 a-1 + 9* 

77'  = ~.  TP  ~ • î,ec’ 


(1— x-y  ( t—*')'  (*— *T 

d’oit  l’on  doit  conclifre  qu’en  général 

d'n  _ 4-  Rn*'"’  + + *>d*'~*  + etc-  _ 

(1— a*)-+ï 


différentiant 


ïo9 
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différentiant  cette  dernière  expression , on  obtient  le  résultat 

((n+i)^x^'  + («+î}ffJr"-'  + (»  + î)C„|**-*+(/i  + 7)0.|*^s  + elc.| 

£ll-)  + n.4m  | +(«-i)S„|  +(«-4)c;| 

dx,+,  x _ 

dont  la  comparaison  avec 

d"+'u  _ Jn+.x'+'-i-  K+,x-'  + C^r,x'-'  + Dn+,x’'-5+  «e- 

dx"+‘  » ’ 

(1— AT>;"+* 

donne  les  équations  suivantes 

^+.=(«+  1)^» 

£’«+.=('»+ 5)  C„+(«— *)5» 

etc. 

Toutes  ces  équations  ont  la  même  origine,  et  l’on  peut  en  consé- 
quence supposer  dans  toutes  n=  1.  La  première  An+,— («+ i)^„ , 

n 

d'après  cette  remarque,  a pour  intégrale  A„=[n],  La  seconde  de- 

n 

venant  alors  £„+,=(«  + j)5„+n[n]  , a pour  intégrale  ( n“.  971  ), 


•S„=[«  + i] 


{c+ï-^i} 


[*+ 3] 


et  comme 

s*['l  = 


==[«+iî[c'+,.2S_^_) 

=[s  + i](C'+I.iïn[nj} 
— 1 —1 

«[«]  [»+»]  . ” 


i('J+‘)(n  + 1)  *(«  + *) 


( n*.  910), 


on  aura 


2î.-[«+»î[c'-  („+,)(,+,)  -n  + J» 

expression  dans  laquelle  il  faudra  déterminer  C , par  la  condition 
Appcndi.t.  D d 


i 

\ 

t 

• » 
1 ! 

M 

; 


t 

v i 

1 

» 

-N 


H7  \ . 
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que  Bn  soit  nul  lorsque  /i=i;  on  trouvera  ainsi  t 

a 

n — if  B I f/ïl  n 1 

i?.=  [»]i_2;  = t»]r  H=C»]ti][o]L’«][o]. 

X X I • 2 

Les  valeurs  de  C„ , D„  et  des  coefficiens  ultérieurs , s’obtiendront 
de  la  même  manière , on  aura 

C„=[nî.-ilfW[ô]=W[àÔ]W[ô] 

2.4 

n J n ~ A —6  n J <5  — 4 

^-=w.j^-ÿ»][o]=["]ra[°]W[o] 

etc. 

en  changeant  n en  n — 1 , on  en  conclura 

tfarc(sin  = x) <t~'u  _ 

77"  dx"~‘  ~ 

n — t 

+ [ i ] [ô]  [n-i  ] [Ô>-’+  [ \ ] [ôj [»-.]  [ô]v-s 

(i -**)"-> 

+ [{ko][»-0[o]*-’+[n[o]tn-i][o]^-»+etc.}. 

988.  Jusqu’ici  nous  avons  toujours  supposé  que  l’accroissement 
de  la  variable  indépendante  x étoit  constant  ; il  existe  cependant 
des  questions  analytiques  dans  lesquelles  cet  accroissement  est  va- 
riable, telle  seroit  la  suivante:  trouver  une  fonction  de  x,  dési- 
gnée parip(.v)  , dans  laquelle  en  mettant  successivement  f(x)  et  F(.r), 
au  lieu  de  x:,  on  ait  t (F  (x))  = />I?(f(*))+ Q,  ; f(x),  F(x), 

P*  et  Q, , étant  des  fonctions  données  de  x.  Laplace , par  un  pro-  4 
cédé  très-simple , ramène  cette  question  à l’intégration  d’une  équa- 
tion aux  différences,  dans  laquelle  l’accroissement  de  la  variable  indé- 
pendante est  constant;  il  fait  fi( x)t=u,  , F(x)—u^,., , u.  représentant 
une  fonction  inconnue  de  la  variable  { , et  puisque  f(x)  est  connue , 
on  peut,  en  supposant  l’équation  algébrique  f(x)=«. , résoluble 
par  rapport  à x , tirer  de  là  x=f/(«1) , valeur  qui  transforme  l’équa- 
tion F(jl)=h.+1  , en  cette  autre  «,+,  — F(f  (a,)). 

Lorsqu’on  pourra  intégrer  cette  équation , on  aura  l’expression 
de  n.  en  fonction  de  { , au  moyen  de  laquelle  on  obtiendra  aussi  x 


‘ j1  Ai 


n e s Différence  s.  m 
en  fonction  de;:  les  fonctions  î(F(*))  et  »(f(v)),  deviendront 
respectivement  e(«,+,) , «(«,)  ; on  pourra  les  représenter  par  j.+, , y, , 
d’oii  il  résultera  une  équation  de  la  forme 


yt+^Pj-.+  Q-, 

dans  laquelle  la  variable  indépendante  ; ne  croîtra  que  de  l’unité. 
Après  la  détermination  dey,,  on  y substituera  la  valeur  de  ; en  x , 
pour  passer  à l’expression  de  ?(f(*))  , que  l’on  ramènera  à celle 
de  »(.v) , en  y changeant  f(.v)  en  x. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  recherche  précédente  , faisons 
f(x)=mx , F(x)=x',  et  supposons  que  l’on  doive  trouver 

*(*')—*  ("»*)+  Q. 

Q étant  un  coefficient  constant.  En  prenant  uL—mx , Bf+1r=ar*,  on 
a* 

formera  l’équation  «,+,=  — , qu’on  transformera  par  le  moyen  des 
m t 

logarithmes  en  1 «1+1  — q\uA — q\ m:  l’intégrale  de  cette  dernière, 
par  rapport  à 1 u,  est 

Pour  déterminer  la  constante  , soit  «,=<*;  il  viendra 
/ . la  \ „ , i/.  \m  \ 

u=sï(r — r=7),dou  c=ÿ(lfl  + îi^)’  lu‘= 

1 m \ a'im  q\m  (a’ — q) 


t— ? *— ? 


î— i 


et  enfin,  en  passant  aux  nombres,  ui 


Posant  ensuite  f(mx)=y,  et  ?(■*’)  =y,+, , on  aura  y.+,=y,+  Q , 
équation  dont  l’intégrale  donne  y,=C'  + 2Q=C'  + Q; , d’où  l’on 
conclut  p'm.v)=:C'+ Q; , et  il  ne  reste  plus  qu’à  exprimer  ;en  x,- 


par  le  moyen  de  l’équation  u^mxxs. .En  reprenant 


»î— : 1 


les  logarithmes,  nous  obtiendrons  1 mx  = q'~'\a - - \m  , , 

1 — 1 
Dd  x 
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résultat  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

. a'ia  a’— j.  /la  \m  \ al  a» 

\mx=- " Il  m — q\ )+- , 

q q — I ' q q — 1/  q — I 

et  d’où  nous  tirerons  alors 


(la  lm  \ , q\m  mx 

) = lmr— ” =1 

a a — 1/  q — 1 


j? 

î— i 


Si  nous  faisons  pour  abréger r , nous  aurons 

? ï — « 


? =- 


? 

,î— 1 1 


■IM, 


et  par  conséquent 


J'.—  f(mr)  = C'+  ^ (11  — "A U }. 


.î-‘ 


* 


Si  Ton  écrit  simplement  x , au  lieu  de  on  obtiendra  pour  . ^Tr1 

dernier  résultat  - «î 


«V-1 


Occupons-nous  encore  de  l’équation  *(*)■-=*(  i*)  + i ; 
nous  ferons  dans  cet  exemple  ut=x , «,^,=2*,  et  nous  aurons  llsïjja 

en  conséquence  d’où  nous  déduirons  «,=  C. 

posant  ensuite  t(x)=y,  et  »(iar)=yM_, , l’équation  à intégrer  sera 

— a.  Si  l’on  suppose  d’abord  yx—a- 1-  — , on  trouvera 


+-3- 


i 


+~ 
>4— a’  +-J 


.-»  1 
+ — 
fl* 


T«' 


» S» 
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La  dernière  de  ces  valeurs  est  l’intégrale  complète , puisqu’elle  ren- 
ferme une  première  valeur  arbitraire  a , et  l’équation  C.  i’— .y, 

donnant  i’~’=  Z- , on  aura 

1 C 


y>—*(x)  — a3C  + <*  aC\ 
résultat  qui  revient  à 

tÇx)  — y+t-% 

i 

si  l’on  prend  b = c ( * ). 


•i 


(*)  M.  Daviet  de  Foncenex  avoit  cru  que  l’équation  9(  x)*=q>  ( îx)  4-  J* 
ne  pou  voit  être  résolue  qu’en  supposant  q.(x)  égale  à une  constante  ( Mélanges  de 
Turin  % T.  //,  /rjg«  320  );  ce  qui  précède  montre  au  contraire  qu’elle  a une 
infinité  de  solutions  indéterminée*.  Nous  remarquerons  ici  que  l’on  scroit  parvenu 
à la  meme  conclusion  en  taisant 

9 ( je  ) =zA  + B a»+  C x*+  D *c4-  etc. 
d’où  il  seroit  résulté  l’équation 

A'+zABx'+zACW+i  */>,%•+ «c.\=i  A-\-aBx'+  i 6Cx*+6+Dx* 

+ £a|  aBC  | / 

de  laquelle  on  auroit  tire 

si*=jé  4-1»  2y/  C 4-  £*=  16  C,  etc. 

Les  racines  de  la  première  de  ces  équations  sont  yf  = i , d=«*i;  la  seconde 
équation  tiAB=AB , réduite  à A=2,  s'accorde  avec  l’une  de  ces  racines  et  laisse  B 
indéterminé  ; on  trouve  ensuite 

îB’  ^ aBC  - îB1 


c=il=- 

ia  i.a.).4 
ce  qui  conduit  à la  série 


Dz 


6o 


1. 1 . 3.1.56 

a 8* 


-,  etc 


: i.a  «.3.3.4  1.3.3. 4. 5. 6 

équivalente  à 

Z * 


a8d-  etc. 


B\e 

8**4 

+ etc. 

1 1.3 

h,.3.J  + 

1.3.3. 4 

»B*ï  Bx‘ 

B‘x* 

T t.a' 

- — 3 + 

1.33.1 

— etc. 

1 » 
fx  — B‘x 

= « +« 


'WS.—  ■ 


— -•gjpr' 


I 
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989.  La  même  méthode  s’applique  sans  difficulté  aux  équations 
des  ordres  supérieurs  ; soit  par  exemple  l’équation 


.?„■,+  P jr .*-'*+  Q,yan-\ + T.y*.  + V.yx—lr,t 


dans  laquelle  les  valeurs 

>/.»  ys~'. 

répondent  à celles-ci 


y an~* 


y. 


i l»j 

*'ÿ' 


a’x  , a'~'x,  a'~,x  , ax. 

En  faisant  x = «, , on  aura  ax  =:  , d’où  on  tirera  a u, 

et  u,=  Ca’f  en  intégrant.  On  peut  en  prendre  C=zi  , et  il  viendra 
en  conséquence  x=a’  -,  avec  cette  expression  de  x,  on  transfor-  ‘ 
mera  les  fonctions  P x,  Qr , . . . . T, , V , et  F„ , en  fonctions  de  { , 
on  écrira  ensuite  y,+n  , y^n_, , etc.  au  lieu  de  y,-,,  j'.— etc. 
et  par  ce  moyen,  l’équation  proposée  sera  ramenée  à celle  dun".  973. 

En  supposant  que  les  coefficiens  P , Q, T,  U , soient 

constans,  la  transformée  sera  seulement 

+ + <2.7:+,-. • • • • + 7>.+.  + vy>—  r-  • 

son  intégration  ne  dépendra  que  de  celle  de  l’équation 

,y.+.+ Py^.~.  + Qy.+,~. — + 7>.+.  + Vy.= ° , 

à laquelle  on  satisfait  en  prenant  y.=m m étant  l’une  des  racines 
m"+  P m *”'+  Qm"-’, . , . + Tm  + I/=o  ( n*.  974  ) 
et  qui  donne 

y,—  C'm’’+  Cm' 4-  Cm”'-- )-  etc. 

Pour  revenir  de  cette  expression  de  .y,,  à celle  d eyt  , il  suffit  de 
mettre,  au  lieu  de  sa  valeur  en  x;  or  par  l’équation  x = a’  ,Y‘ 
1 x 

on  a { — — , et  en  observant  que  m',=  e,!*'  ( Inc.  n*.  31  ),  il:  fl 


' ’ v*ts 


I m' , lmr 

y- \*  j — 

en  résulte  /rc'*=  c **  ~xla , doîi  Ton  conclut 


•ft,; 

V 


\n, 


\m" 


I m" 


y,=C'xl*  + C°xla  + C'x 


+ etc. 


Telle  est  l’intégrale  complète  de  l’équation 

y.\+  Py.a~‘,+  Qy «»->, + Ty.r+  Vyx—  o , 


•g;*-  . 
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donnée  par  M.  Paoli,  dans  ses  Opuscules.  11  y est  parvenu  en  faisant 
yr=st**,,  substitution  d’où  il  résulte 

y*,=  **'“**,  y,*r  = a a****, . . . .yyx  — a a’***, 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

a"*+  P4~  >*+  Qfl<"->*....  + 7V*+i/=:0j 
le  coefficient  a demeure  arbitraire , et  si  l’on  pose  aM=m  , on  aura , 
pour  déterminer  m , la  même  équation  que  ci-dessus  : quant  à p , 
1 m 

il  viendra  p =•  --  , ce  qui  rentre  dans  l’intégrale  précédente.  Il  y 


auroit  à faire  sur  cette  équation  des  remarques  analogues  à celles 
du  n\  97 6 ; elles  ont  été  développées  par  M.  Paoli , mais  nous  ne 
saurions  nous  y arrêter , non  plus  que  sur  l’intégration  de  l’équation 

y.',+  Py  »*-':+  O-t'a”- **•  • • • + 7>««+  Uyr—  y, , 

qui  se  réduit  d’ailleurs  à déterminer  C\  C",  etc.  dans  la  valeur  dey, , 
suivant  la  méthode  du  n°.  975. 

990.  C’est  au*  méthodes  que  nous  venons  d’exposer  que  se 
ramène  en  général  la  détermination , d’après  des  conditions  données , 
des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations 
différentielles  partielles  , et  dont  nous  avons  traité  quelques  cas 
particuliers  dans  les  n0’.  796  et  797.  Voici  à peu  près  comme  Monge 
a présenté  cette  recherche. 

Soit  Z=Mç(U)  + A' 4 (A')  l’intégrale  d’une  équation  diffé- 
rentielle partielle,  Z désignant  une  fonction  des  trois  variables 
*,  y , { et  M,  N , U,  V,  des  fonctions  de  *,  y seulement. 
Supposons  que  les  fonctions  arbitraires  indiquées  par  les  caractéris- 
tiques ? et  4 , doivent  se  déterminer  par  ces  conditions  : 

1°.  qu’en  faisant  y = f ( x ) on  ait  { = /■(*:), 

a°.  qu’en  faisant  y = f,(*)  on  ait  {=/’,(*  ) ; 

si  l’on  représente  par  Al',  A'',  V , y,  Z',  ce  que  deviennent  les 

fonctions  M,  N,  V,  A',  Z,  dans  la  première  hypothèse  , et  par 

Al', , Al', , U\  , F' , Z\  , leurs  valeurs  dans  la  seconde,  on  aura 

ces  deux  équations 

Z'=M'  f(U')  + N'  W) 
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fiiisant  dans  la  première  Vz=v%  on  déduira  de  celle-ci  une  valeur 
de  x en  v , au  moyen  de  laquelle  on  changera  les  fonctions  Ai',  N',  V 
et  Z',  en  fonctions  de  v,  et  en  les  désignant  dans  ce  nouvel  état  par 
Ai',  A'",  U\  Z',  on  aura 

Z--=M"t(V)  + A”4(v); 

posant  ensuite  V\~y , on  obtiendra  de  la  meure  manière  un  ré- 
sultat de  la  forme 

Z”.=  Al", r (£/',)  + *', 4 (,<): 

éliminant  4(v)>  entre  celte  équation  et  la  précédente,  il  viendn 
l’équation 

que  l’on  convertira  en  une  équation  aux  différences , en  prenant 
U“=u,  V\=u,,  t ( U")  = / et  t ( U\  ) =/,,  On  déduira 

de  là  une  relation  entre  «,  et  u , -ou  l’expression  de  Au  en  u , et 
on  tirera  aussi  de  l’équation  U “—  u une  valeur  de  v en  u , pour 
la  substituer  dans  M" , A’”,  Z",  Ai’,,  A'”,,  Z*,t  on  formera  par 
ce  moyen  une  équation  aux  différences  entre  la  fonction  t et  la  va- 
riable indépendante  u.  L’exemple  suivant  éclaircira  ce  procédé. 

Soit  l’équation  { = f(n- — y)  + 4(Aar — y), 
dans  laquelle  on  se  propose  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  y 
et  4 par  ces  conditions  : 

1°.  qu’en  faisant  yz=.4x,  • — B .v”, 

3".  y = Cx,  i — Dx\ 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs  l’équation  proposée  devient  suc- 
cessivement 

**-=*•((*— a0*)  + 4((*-v0*) 

Z>x"  = f((a — C)x)  + 4((A — é')*-);  .•  • 

posant  (A — J)\—v  , dans  la  première  de  celles-ci , et  (A — C)ar=r , . 
dans  la  seconde , on  trouve 


' b- A ’ 


«’V.r.V  • ■’fe 


- 
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et  on  les  change  par  ce  moyen  en 

{b— A)"  \b—A 

Dv"  / a — C \ ... 

{b— cy  = f \b—c'  ) + ^ W* 

a — A 


i'7 


on  en  déduit 

ensuite 

Dv‘ 

Bv“  -.(a~Cv\  .( 

(é — C) 

* (b— A)"  *\b—C  ) \ 

et  faisant 

a — A a — C 

* 

b— a'  b—  cv  — 

• * 


on  obtient  premièrement  l’équation 

(i—C)u,  _ ( b—A)u 
ü C U— A- 

puis  on  transforme  l’équation  contenant  la  fonction  9 , en  cette  autre 

JJ(b—A)‘iF  Bu “ 

(a<—Ay{b—Cÿ  (a—A)m  — ‘‘  ‘‘ 

Cette  dernière  équation  s’intégreroit  facilement  par  le  procédé 
du  n*.  988  , mais  on  en  peut  encore  tirer  plus  simplement  la  valeur 
de  1 1 en  substituant  or  ï r, — r,  d’où  il  résulte 
D(b—AY  B 

t = X ü"— s um. 

. (a — Ay(b—Cy  (a—A)~  ’ 

en  observant  que  les  intégrales  r«"  et  Eu",  doivent  être  prises 
conformément  à la  relation  qu’établit  entre  la  variable  indépendante  u 
et  sa  différence , l’équation 

(i— C)u,  ( b — A)  u 


qui  revient  à 


a—C 


a-*— A 


■ = 0, 


b—C 
a- 


— L / l — A b — C\ 

— rAU~\ j r)u> 

: — C \ a — A a — C/ 


Monge  remarque  que  si  l’on  a en  général  o«  = X«,  K désignant 
un  rapport  constant,  il  vient 

E.um=(u+  Ku)m—rf"=um{  (1  + .Kf—  , } ; 
Apptndiee.  E e 
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et  il  en  conclut  par  conséquent 

£k.Um  _ “™ 

«"=  * , 2 U t 

(i+K)"— i (i  + K)—i 

avec  le  secours  de  ces  formules,  on  obtient 

«• B ,r — +const' 

(a—jy(b—cy(i+K.y—i  (a— Ay  (t+X)”— t 

en  faisant  pour  abréger 

{b—A){a— C)-(a— A){b—C)  _ (C— {a— b)  _K 
(a — A)(b — C)  (“ — 4)  {b — C) 

(a — C)  (b— A') 

Il  résulte  de  là  t +jK  = -jr-r; — , et 

(a—A){b—C) 


D(b— A)'u' 


B(b—Cyum 


+const. 


' (a — cy(b — A)" — (a — A)"  (b — C)'  (a — Ç)”(* — A)m — (a — A)”  {b — C)m 

en  remettant  e ( « ) , au  lieu  de  r;  oit  a donc  ainsi  la  composition 
de  la  fonction  arbitraire  f. 

Pour  arriver  à*  4 («  ) , on  peut  se  servir  indistinctement  de  l’une 
des  équations 

Bun  / a — A n 

• = ,(-CT“)  + 4(“> 

a— C 


{b-Ay 


> 


et  on  trouvera 
B {a — cyu” 


D{a—AyU * 


(a — C’)”(é — A)"' — (a — A)m(b — C) 
on  aura  donc  enfin 

B{b-Cy{ax-y) 


(a — C)"(  b — A)" — (a — A)\  b—  C)' 

B(a-cy{bx-yy 


-const. 


—a)-  ( b—cy—{b—Ay(c—cy 

D{a—Ay(bx—yy—D(b—Ay(<ix—yy  . 

+ (d — A)' {b — C'y — (b — A)' (a — cy  » 

en  écrivant  au  lieu  de  u dans  la  valeur  de  ?(«),  la  quantité  ax— y f 
et  dans  celle  de  4(“) , la  quantité  bx — y. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  précédente  de  { devient  £ 
quand  A=a,  parce  qu 'alors  l’équation 

&c=ç(aAr_j,)  + 4(4jr_^)  , 
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qui  répond  à l’équation  différentielle  partielle 

d'?  d'r  d'r 

7ï+(a  + t)dTd}  + atdP=°' 

cesse  d’en  être  l’intégrale  complète , et  qu’on  a 


ll9. 


{ = ?(**  — ;y)  + *4(tf*  — y); 
les  deux  fonctions  arbitraires  renfermant  dans  ce  cas  la  même  quan- 
tité se  déterminent  suivant  le  procédé  des  n°’.  334  et  suivans. 

On  voit  facilement  par  ce  qui  précède  que  la  détermination  des 
fonctions  arbitraires  dans  toute  équation  de  la  forme 

î=*(£0+4(n 

dépendra  d’une  équation  aux  différences  de  la  forme 

Lt—W, 


dans  laquelle  W est  une  quantité  donnée  en  u , le  rapport  de  cette 
variable  à sa  différence  étant  aussi  donné. 

99t.  Prenons  pour  second  exemple  l’équation 

x‘f(ax — y)  + y'4(bx—y)t 
et  pour  conditions  , qu’en  faisant , 
l*.  y-=Ax,  on  ait  7=  B xm 

»\  y — Cx  { = Dx\ 

On  tire  de  ces  suppositions 

B'x^=x’f((a—A)x)  + A‘.it4((b-A)x) 

£}>’x'‘  = x‘r((a  — C)x)  + C‘x‘4((t  — C)x), 
d’où,  en  posant  (b — A)x=v,  (é — C)x=v,  il  suit 


Brvpm 


= t ( v \ ■JrA'4  ( v ) 

(b—Ay"~ * \b—A  J T 1 

nv1  / a — C \ 

— 1( v ^ + C*4  ( v)j 

b—CY"-‘  \b — C J Ji 


{b-Cf 

et  l’élimination  de  4(v),  entre  ces  équations,  conduit  à 


A'D  ’v*— 


C‘Brvr“  ~ / a — L.  \ /a — A \ 

(, b— A)’—  ~ f(b—c)~  f G— ,/)' 


/a — C 


a — A 


Faisons  maintenant 

a — A 
b— a' 


b—C 


Ee  ï 


* 
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C'&ir 


ce  qui  revient  à 

D'(l— A)r'-'ur—  C'B’U’—'  / C\ 

(a— A/—  (i— C’y—  A\u—Ay + **<,“)'> 

la  relation  entre  u et  u , sera  d’ailleurs  exprimée  par 
b — C b — A (a — b)(C — A) 

a — C a — A (a— A)(b — C ) 

Si  l’on  prend  r=?(u)  et  f,=  $(«,),  on  aura  évidemment,  pour 
déterminer  r,  une  équation  aux  différences,  de  la  forme 
r, — Gt  — E «'——/•</— , 

dans  laquelle  G , E,  F , désignent  des  coefficiens  constans;  et  le 
rapport  de  la  variable  indépendante  « à sa  différence  sera  donné 
par  une  équation  de  la  forme  Au=Ku , en  sorte  que  si  l’on  regarde  u 
comme  une  fonction  indéterminée  de  la  variable  { dont  la  diffé- 
rence est  égale  à l’unité , on  aura  l’équation  u^={K ■+■  i)«,. 

Il  est  très-facile  d’appliquer  le  procédé  du  n°.  988  à l’intégration  de 
l’équation  r, — G t —EiF'~' — Fu,m~%, 

que  par  ce  procédé  on  transformera  d’abord  en 

ix+,—Gt^EC\K+  1 )P— >*—  FC\K+i  )>—>, 

C’  étant  une  constante  arbitraire;  mais  au  lieu  de  poursuivre  ce 
calcul , nous  allons  faire  connoître  un  artifice  d’analyse  fort  élégant,4 
employé  par  Monge. 

Nous  partirons  avec  lui  des  équations 

£a‘+Fu{=Cf(a)  + 4»(ii),  au  = Ku , 
en  faisant  pour  abréger 

D!(b—A'f-' 


C'~G 

-Â~G> 


~.=F, 


-(i_C  )'■'-*  ” ’ A'(a — A) 

p n — l = /8,  p m — 1 = *; 

et  en  observant  que  l’équation  a u — Ku  conduit  à 
““=  ( ( 1 + K 1 ) u“  ( n".  précéd.  ) , 


OB' 

— - c 

—AV"-' 
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um= 


-,  nous  reconnoîtrons  la  possibi- 


(>  + *)“-, 

lité  d’introduire  des  différences  dans  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion à intégrer  , de  manière  à donner  à ce  membre  une  forme  sem- 
blable à celle  du  second.  Il  suffira  pour  cela  de  partager  les  coef- 
ficiens  E et  F en  deux  parties  t et  c,  j et  ce  qui  donnera  un 
résultat 

tu'+cu*+fue+fue=Gt(u)  + a»(b), 
qu’on  pourra  transformer  en 

p 

*»•  + ;_  . «rx.  _A.a»+/ac+7-— iFT ë a.BC=Ge(a)  + A«(a); 


et  si  l’on  fait 


t'G 


il  viendra 


■(!+*)*— i ' 


/= 


f’G 

(!+*)<—  t’ 


f 


= G?(a)-t-û»(a): 

on  aura  pour  déterminer  les  coefficiens  e , c',/,/',  ces  équations  : 


t + «'=  E ; f + f — F,  c — 

desquelles  on  tirera 

FG 


e'G 


f=7 


fG 


G+(i+Ky—  i1 


(i+a:)*—  j’  ' (i+/gc— i* 

E((x+K)*-t) 

G+^i+ky—i 


r-  FG  F« 1 + *)f- 1 ) . 

G+(x+JCf—  i»  3 ~ C+( i+a)«—i* 

cela  fait,  on  obtiendra 

r.-Tx)S-,  < c*‘+  '•«'> 

= £?(“)  + A*(a), 

équation  à laquelle  il  est  aisé  de  voir  qu’on  satisfait,  en  prenant 


*(«)=F 


fr,‘ 


Fac 


Ér>  li +/:)•—  i c+(t+iL)f— i 


+ consi. 
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En  substituant  pour  £,  F,  G et  K , leurs  valeurs,  et  laissant 
toujours  * et  /3  , on  obtiendra 


f (")  = 


O*** 


C‘(a—Ay(b—cy—A‘(b—Ay(a—cy) 
A'iy(b—A)  V £ 

C *(  a—A)c(  b—C)c—A\a—C)({b—A)c ) 


+ const. 


avec  cette  expression  on  trouvera , pour  celle  de  l’autre  fonction 
arbitraire , 

,,  D-(a—A)eue -J 

’K  “ ; “ C'{a—A)c{k—C)c—A‘{b—Ay(a—Cy{ 

Br(a—Cyu * 

_ C*(a— ^)*(é— C)*— <)*(a— C')*J 

et  l’on  aura  enfin 


> H-  const. 


C‘Bf(b—Cy-‘x‘(ax—yy"'-'—Br(a—C/’'-y(l>x—y)m-‘ 

{ — C'{a—À)pn-'{b^Cy"-'—A‘(b—Ay~-'(a—Cy-' 

D'{<t—Ay—y'(bx—yy'-'—A'D%b—A)’’-‘x'{ax-yy'-' 
+ . C*(« — Ay"~'(b — cy'~‘ — A‘(a — C)F'~‘(b — A)f'~k  ‘ 

Cette  équation , en  satisfaisant  aux  deux  conditions  imposées , 
conserve  bien  évidemment  la  forme  y—x'tlux — -y) +_y*4(Aar— >■) , 
déterminée  par  l’équation  différentielle  partielle  qui  lui  correspond; 
mais  elle  deviendroit  illusoire  si  l’on  avoit  a— b , parce  qu’elle  cesse- 
roit  alors  d’être  une  intégrale  complète. 


992.  Monge  parcourt  successivement  plusieurs  formes  d’équa- 
tions ; il  s’occupe  du  cas  où  l’une  des  fonctions  arbitraires  entre 
dans  la  composition  de  l’autre  , et  prend  pour  exemple  général 
l’équation  f=f(é/+4(^)), 

qui  peut  s’écrire  ainsi , 

*,(0  = £'  + +(''), 

désignant  une  fonction  inverse  de  f , et  se  traite  alfers  d’une  manière 
analogue  à celle  du  n*.  990. 

Il  en  est  de  même  de  l'équation 

=(*(**—  y)), 


f 
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qui , lorsqu’on  passe  aux  logarithmes , devient 

U — y)  + 14(**— y), 

ou  simplement 

1 {.  = *(**— y)  + {bx— y) , 

en  changeant  de  fonctions  arbitraires. 

993.  Le  calcul  se  complique  beaucoup  à mesure  que  le  nombre 
des  fonctions  arbitraires  augmente , et  présente  de  nouvelles  diffi- 
cultés, ainsi  qu’on’en  jugera  par  ce  que  nous  allons  dire,  d’après 
Monge,  sur  l’équation 

2 = iW?(r)  + iV4(£/)+  P*(r). 

Soient  les  conditions  suivantes: 
i”.  quand  y = {(x),  î=F(x), 

3’-  y=f.(x)>  î=f.(*); 

supposons  qu’en  faisant  dans  l’équation  proposée  les  substitutions 
qu’elles  indiquent,  on  ait 

z'  =aj'  r(r  )+A^'4(è/'  )+/>' ■*(?') 
z',=Ar,t(r,)+v,4(c/\)+r,*(r'j 
z',=M’s(T\)+trA(v\)+P,.*(r,,)i 

on  fera  successivement  F'—  v , V x—v , v , on  tirera  de 

chacune  de  ces  dernières  équations  des  valeurs  de  * , que  l’on  subs- 
tituera successivement  dans  la  première , la  seconde  et  la  troisième 
des  précédentes , et  désignant  les  résultats  par 

Z"  = AJ"  *(  r ) + Nn  4 ( V"  ) + P"  * (v  ) , 

Z",=  AJ',» ( T",) + JV',4 ( V",)  + J>'>(  v)  , ■ \ 

z\-  Al*.» ( T\)  + N" A ( V\)  + />>(v)  , 
on  pourra  éliminer  la  fonction  t(v)  : il  viendra 
P,Z"—P,,Z'=P’M"lp(T",)—P"xMXr)+P,N\4(U\)—P,,N,4(V), 

P’Z\ -P\Z"=P'M\f(T\)-P\MW H + P"N\i{U\)  -P',N’^U’) , 
équations  que , pour  abréger , nous  représenterons  par 

Ax  = B,  ç(T\)-B  f(r)  + Cl4(J/",)-C4(J7')  , 

Soit  maintenant  t 
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il  faut  bien  observer  qu’en  général  les  quantités  1',  et  u,  ne  doivent  pas 
être  regardées  comme  des  valeurs  de  t et  de  u,  consécutives  àr,  et  à 
parce  qu’elles  ne  résultent  pas  nécessairement  de  la  loi  de  variation 
établie  par  le  passage  de  u à u,  et  de  t à t, , en  sorte  que  si  l’on  prend 
t, — r=Af,  u, — u= Au,  il  faudra  faire /, — u\ — «=a'«, 
a'  désignant  une  autre  différentiation  que  a.  L’élimination  de  v 
entre  les  équations  qui  déterminent  t , t,  , t', , u , u, , , donnera 

les  diverses  relations  que  les  variables  t et  « ont  entt’elles  et 
avec  leurs  différences  ; posant  ensuite 

*(r*)=r,  4 (r)=*. 

on  obtiendra  deux  nouvelles  équations  de  la  forme 
— tr+y,  s,— y s 
* = ffr+y'.s'—y's, 

qui  revient  à celle-ci 

« = (£,  — fl  )'  + &,  Ar+  (y,  — y )s  + y,  a's 
«'=  ( fJ')  r + /J'.A'r  + ( y\—y'  ) s + y',  a's. 

Nous  voici  donc  amenés  à un  nouveau  genre  d’équations , dans 
lesquelles  les  différences  des  variables  sont  relatives  à diverses  hypo- 
thèses , et  par  conséquent  représentées  par  des  caractéristiques  dif- 
férentes. Nous  ne  connoissons  jusqu’à  présent  aucun  travail  étendu 
sur  ces  équations , qui  paroissent  devoir  présenter  encore  plus  de 
difficultés  que  les  équations  ordinaires  aux  différences. 

Nous  n’avons  considéré  que  le  cas  où  les  fonctions  arbitraires 
ne  sont  qu’au  premier  degré  dans  l’équation  proposée  ; en  variant  les 
circonstances  que  cette  dernière  peut  présenter , on  tomberoit  sur  de 
nouvelles  recherches  de  plus  en  plus  épineuses  ; c’est  ainsi  que 
Condorcet  a montré  que  quand  les  fonctions  arbitraires  entrent  d’une 
manière  transcendante  dans  l’équation  proposée , leur  détermination 
dépend  d’une  équation  contenant  à la  fois  des  différences  et  des 
coefficiens  différentiels.  L’étendue  qu’a  déjà  acquise  l’ouvrage  que 
nous  présentons  au  public*  l’importance  des  matières  qui  nous 
restent  encore  à traiter,  ne  nous  permettent  pas  d’entrer  dans 
l’examen  de  ces  diverses  questions , qui  n’ont  offert  jusqu’ici  que 
des  résultats  très-peu  satisfaisans , parc^qu’ils  sont  très-particuliers  ; 
nous  croyons  avoir  rempli  notre  tâche  en  faisant  teulement  connoître 

leur 
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leur  Origine , leur  but , et  en  les  indiquant  aux  recherches  des  jeunes 
gens  qui  se  proposent  de  cultiver  l’Analyse  pour  en  étendre  le  do- 
maine et  en  applanir  les  difficultés. 

994.  Lorsqu'on  a un  nombre  m d’équations  entre  m + t variables 
et  leurs  différences , on  peut  appliquer  à ces  équations  les  divers 
procédés  dont  on  a fait  usage  dans  les  mêmes  circonstances  à 
l’égard  des  équations  différentielles  ( n°\  65 1 et  suiv.  ).  Pour  donner 
d’abord  un  exemple  de  l’élimination , nous  prendrons  les  équations 

y*+P,  y~t=Q,i,+R.  1»-. (0 

y. + P'.y^.x = (*)  ; 

en  chassant  premièrement  çx_, , comme  une  inconnue  algébrique  , 
il  vient 

(R\-RJy,+(R\P,-RS\)y,_,=(R[.Q'-R.Q',)l,‘, 
écrivant  ensuite  dans  ce  résultat  x — 1 , au  lieu  d^ï , on  obtient 
celte  nouvelle  équation 

= (3) , 

dont  la  combinaison  avec  les  équations  (1)  et  (a)  servira  à chasser 
en  même  temps  {x  et  Si  l’on  multiplie  l’équation  (1)  par*, 
l’équation  (a)  par  et  qu’on  ajoute  Içÿ  produits  avec  l’équation  (3)  , 
on  aura , après  avoir  égalé  à zéro  les  quantités  qui  multiplient  t, 
et  , ou  posé  les  équations 
*Qx-f-  *’Q/ï=o 

Q\_,=o , 

l’cquation  finale 

(*  +*)y,+  (*P,+  x'P'm+R',_, — R,_,)y,_, 

+ (R'~f,--R,-.P',->)y.-.  =0, 

qui  sera  encore  du  premier  degré,  mais  qui  montera  au  second 
ordre. 

Il  est  facile  de  généraliser  cette  méthode,  si  l’on  observe  qu’elle 
se  déduit  de  celle  du  n“.  78 , en  remplaçant  les  différentiations  in- 
diquées dans  ce  n\  par  les  substitutions  successives  de  x — 1 , 
x — 2,  etc.  au  lieu  de  x. 

99  ç.  Laplace  s’est  occupé  en  particulier  d’un  genre  d’équations 
qu’il  nomme  rtntrantu  en  elles-mêmes,  et  dont  les  plus  simples 
ApptndUt,  F f 


i 
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sont  de  la  forme 

I 1 

y.-Ay,~, 

a . * 
y,—Ay,-y 

î 4 

y.=*y— t 


n I 

y.—Ay.-i 

l 1 ) » 

y,,  yx,  y,,.. y,  désignant  des  fonctions  de  la  variable  x, 

telles  que  chacune  étant  exprimée  par  celle  qui  vient  après,  la 
dernière  l’est  nécessairement  pat  la  première.  On  rend  évidente 
la  composition  de  ces  équations  en  imaginant  que  les  fonctions 

i a ) a 

y, , yx  , y,  y,  > soient  disposées  autour  de  la  circonférence 

n 

d’un  cercle,  de  manière  que  la  dernière^,  se  trouve  contiguë  à la 

I 

première  yx  j d’après  cet  arrangement  les  équations  rentrantes  en 
elles- mêmes  expriment  les  relations  de  chacune  de  ces  fonctions 
avec  un  certain  nombre  descelles  qui  les  précèdent.  Si  la  loi  doit 
être  telle  que  chaque  fonction  soit , par  exemple , égale  au  double 
de  celle  qui  la  suit,  rapporté  à l’indice  x — t , plus  au  triple  de  celle 
qui  suit  cette  dernière,  rapporté  à l'indice  x — i,  les  équations 
rentrantes  qui  expriment  cette  condition  seront  .. 

* * I 

y.—^y.-y  + 3 y,-. 

* t ■* 

y.^y.-.  + iy,-. 


ni  a 

y*=iy*-. + 

Il  est  évident  que  l’on  auroit  toujours  les  mêmes  équations  en 
commençant  par  celle  que  l’on  voudroit  des  fonctions  cherchées. 

Pour  intégrer  les  équations  rentrantes  , il  faut  commencer  par  en 
déduire  une  équation  finale  entre  la  variable  indépendante  x et  l’une 
des  fonctions  cherchées  ; la  forme  des  équations  proposées  donne 
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lieu  à des  simplifications  dans  le  procédé , pour  lesquelles  nous 
renvoyons  au  Mémoire  de  Laplace , cité  dans  la  table  et  dont 
nous  avons  tiré  ce  qui  précède. 

996.  La  méthode  du  n’.  656,  par  laquelle  nous  avons  intégré 
conjointement  plusieurs  équations  différentielles,  s’applique  aussi 
aux  équations  contenant  des  différences  ; c’est  ce  que  nous  allons 
montrer  sur  deux  équations  du  premier  ordre , auxquelles  nous 
donnerons  la  forme 

M,y* +JV,  0+  p.  *y.  + Qr^=s 

M'.y, + N'^ + PV*.  + = f",  ( n\  970  ), 

pour  les  rendre  plus  analogues  aux  équations  différentielles.  Nous 
multiplierons  la  seconde  par  un  facteur  fl , et  l’ajoutant  à la  pre- 
mière , il  viendra 

(*.+urjr.+(*.+Mr.)l.+  {P, + »P’,)*yx+(Q. + + s/'".  ; 

si  l’on  met  cette  équation  sous  la  forme 


elle  se  changera  évidemment  en  une  équation  à deux  variables , toutes 
les  fois  qu’on  aura 


Q*+tQ',  , . N,+Wr  „ 

A-r'+  pt+  fl  F.  A Î*-A’  ( y’+M,  + 0M\  ° J 

Nr+SN'T 

car  en  faisant  alors  y.  + ’jÇf  U~y*,  •*  viendra  lcquation 


( m,+ « Arjy, +(/».+»  p,x)&yI=  v,+trm, 

qui  rentre  dans  celle  qu’on  a traitée,  n°.  971. 

Les  conditions  à remplir  dans  cette  circonstance  sont  exprimées 
par  les  équations 

<2.+  9Q'»_  N.+W,  . Nr 4- SA'', 

P.  + tP',  Mx+M','’  + 

La  première  donne  8 , et  l’autre  est  purement  une  équation  de 
condition,  qui  sera  satisfaite,  en  faisant  fl  constant,  lorsque  les 

Ff  x 
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cocfüciens  M,  N, M\  N1, seront  constant;  dans  ce 

cas,  9 sera  déterminé  par  l'équation  du  second  degré 

(Q+  « Q')(M  + 9 JW')=(AT  + 9 AT)  (/>+»/>')• 

Lorsqu'on  aura  les  deux  valeurs  de  cette  quantité , on  en  déduira 
deux  valeurs  de  y, , qui  conduiront  à deux  équations  de  la  forme 


A’+SAT. 

y,+  ' 
y‘+  M+9M'  t'~  " 


à l’aide  desquelles  on  déterminera  séparément  y,  et 

Nous  observerons  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe , on  peut  aussi , 
par  une  méthode  analogue  à celle  du  n°.  653  , ramener  les  équations 

M,  y,  + N,i,  + P^y.+  Q.,^u— v, 
M'.y*+#',{.+p',*y,+  Q'^u=f/'. 

à celles-ci 

M. y*+  A',  {,+  P,*y,+  Qr 

M, y, + P'.iy,+  Q'.à^-o, 

qui  n’en  diffèrent  que  par  l’absence  des  termes  V,  et  V'm.  En  effet , 
si  y1,  et  y’r  , et  , sont  des  valeurs  particulières  qui  satisfassent 
à ces  équations , on  aura , pour  les  valeurs  complètes , 

y. = c’y'. + c'y".,  i,=c'(,+c‘i\i 

si  maintenant  on  prend  les  différences,  en  faisant  varier  les  quantités 
C' , C",  et  que  l’on  substitue  dans  les  premières  équations  proposées , 
elles  deviendront 


C'{M.y'.+K {',  + P.  */,+  Q.  ) 

+ C”  { M,y", -+- Ny\ +PtAy\+Q'  A(’r } L,; 

+ ( P,y'I+t  + Q , („,)+*C’(P,y\+,  + Q,  ) 

+P',*y',+  QW-}  ) 

+ C{M'ry\+N\C,  + P’xAy\+  Q'rH‘,}  Up",; 

.+  ( P'J,+,  + QX+,)  + *c\P',y\+l  + ) 
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les  deux  premières  lignes  du  premier  membre  de  chacune  de  ces 
équations  sont  milles  en  vertu  de 

Mr  y,+N,  {,+  P , Ay,+  Q,  a^=o 
M'.y.+N'^+P’ Q',nî,=o  ; 

il  ne  reste  donc  que  les  équations 

A C’(P,/,+,  + Qr  î',+I)  + A C"(P,y\+,  + Qr 
A C'(p',y,+l  + Q',6+.) + *c\P',y\»  + <2'xîV.)=^-  > 
qui  serviront  à déterminer  a C'  et  a C“. 

Ces  indications  suffisent  pour  pousser  aussi  loin  qu’elles  peuvent 
aller  les  méthodes  que  nous  venons  de  rappeler,  en  s’aidant 
d’ailleurs  de  leur  application  aux  équations  différentielles  dans 
les  n°‘.  cités. 

997.  Pour  ne  laisser  inconnue  aucune  des  méthodes  que  l’on 
peut  employer  avec  succès  à l’intégration  des  équations  du  premier 
degré  aux  différences  ; nous  montrerons , d’après  M.  Paoli , l’usage 
que  l’on  peut  faire  à cet  égard  de  la  méthode  du  facteur.  • 

Soit  l’équation 

yI+n+Pj,ûz>  + Q,y  . . . + V,y.—P,  ; 
en  la  multipliant  par  un  facteur  quelconque  et  supposant  que 
son  intégrale  premièrè  soit  alors 

y + p,*y Q'*y,+n-v'  • • + 

on  prendra  la  différence  de  cette  dernière  équation  , qui  sera 

Mx+i(a*+i  y*+n  "f  ^ x+i^x+(i-i  d*  Q i+i^  r+a— ••  • • • + if  xf  r^rfi  ) 
~“.ux  (tfj  y*+*- 1 • • • • m y» 

—y jp.  » . • 

et  on  la  comparera  avec  l’équation  proposée  multipliée  par  , 
ce  qui  donnera 

==^t* 

(*,+  , =P,P. 

Mx+,  Q'r+,—^P',—hrQ.  • 


T',+>— F,S'm=n,T, 


ijo  Ch.  I.  Du  Calcvl 

Si  l’on  prend  ces  équations  dans  un  ordre  inverse , on  en  tirera 

r.=-v, 

r*x 

R>‘=  s'*+  — sr 

“r 


F.= 


d’où  l'on  conclura 
T',r=—U. 


P* 

t*. 

M.+. 


Q',+  -Q, 


^3  U 

« ta  4 

il  11 

1 1 

hr+'  U . T 

^x  4-1  T1  Px+t 

Ui+* 

Mx  l“x 

n+.— y. 

p>  

**'+*-• 

Px+m.-\  r 

c. 

r x — — 

ur  *+n~' 

dL 

Hr+n-,  v 

Pr+H-t  j* 

/‘x+l 

F,  '+-“* 

déduisant  de  cette  dernière  la  râleur  de  «,+I , pour  la  mettre  dans 
l’équation  *,+ 1 ^*4.1=/“,  , on  aura 

+ +f*,=o. 

Il  *st  visible  que  cette  équation  répond  à celle  du  n°.  979 , car  si 

l’on  fait  i il  s’ensuivra 

/*»  P. 

P* +* H ^x-H ffr-H  Pr+i I 

, **x+«  P*  P*Px+ 1 Mjr  f*x+*  A*x+i  ^x  PxPx+iPx+%  $ 

U J 

ce  qui  donnera  — — — , et  conduira  par  conséquent  à 


U T 

‘'x+a  , 1 r+ll-i 

- : H — 


.+-^ih+%+I=0, 

[/’»>.]  [/’»] 
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[Af+n— <]  P æ+i[ P x+n— i]  + C?x-f n _i]  “f"  ^x+n— i L/’x-v n -i]  *+*  ^x+n 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  ici  sur  les  propriétés  de  cette  équa- 
tion , nous  nous  bornerons  à observer  que  lorsqu’on  aura  trouvé  n 
valeurs  particulières  qui  y satisfassent , on  pourra  former  un  pareil 
nombre  d’équations  semblables  à 

Q'xj'x+i.-i + T',y,)=ty,u., , 

au  moyen  desquelles  on  obtiendra  l’expression  y, , en  éliminant 

les  n — r quantités  yI+,  , JVx+«— 

Si  on  n’a  voit  quen — m valeurs  de  nIf  on  ne  pourroit  chasser  que 
r — m — 1 de  ces  quantités  , et  on  rameneroit  par  conséquent  l’équa- 
tion proposée  à une  autre  contenant  y, , -yx+m  , c’est- 

à-dire  , de  l’ordre  m. 


998.  Les  quantités  arbitraires,  introduites  par  l’intégration  des  Delaniturede» 
équations  aux  différences  à deux  variables , ne  sont  pas  nécessai-  arbitraire»  intro- 

n • ii  , . , • duites  par  1 inté- 

rement  constantes  comme  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  Rr»tion  des  éq  u- 
équations  différentielles  ; mais  pour  donner  aux  résultats  toute  la  jeonseilIUje<jiffj ren* 
généralité  dont  ils  sont  susceptibles , on  doit  regarder  ces  arbitraires  traction  de  ce» 
comme  variables.  En  effet,  l’équation  Ay  = o,  n’exprime  pas  abso- 
lument  que  la  fonction  y soit  constante,  mais  seulement  qu’elle  ne 
change  point  de  valeur  lorsque  la  variable  indépendante  x devient 
4*.  Si , par  exemple , Ax  est  constant  et  égal  H,  on  pourra 
prendre  pour  y toutes  les  fonctions  de  x , qui  conservent  la  même 
valeur  quand  on  y met  x + h,  au  lieu  de  x.  Or  il  est  facile  de 
voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires  il  s’en  trouve  un  nom- 
bre infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  : telles  sont  les  fonctions 

de  sin  ^ , cos ^ , lorsque  x désigne  la  circonférence,  car  la 

substitution  de  x+h  , au  lieu  de  x , dans  ces  quantités , donne 

. / TX\  , TTX  / 

• sin ^ = sin  — , cos  ^x+— J=cosx, 
on  peut  donc , dans  cette  hypothèse , prendre 
_y  = ?^sin^î,  cos— pour  l’infégrale  de  a y = o,  au  lieu 
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de  y=C , en  considérant  d’ailleurs  la  fonction  ç comme  entièrement 
arbitraire  et  susceptible  par  conséquent  de  toutes  les  formes  possibles. 

Il  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l’intégrale  de  l'équa- 
tion Ay—o , prise  dans  l’hypothèse  de  &x=h , comploteroit  aussi 
toute  autre  équation  aux  différences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
même  hypothèse;  il  faut  donc  substituer  dans  l’intégrale  de  l’équa- 
tion quelconque  du  premier  ordre  ( n*.  971),  au  lieu  de  C,  la 
quantité  »(sin»*,  coswx),  puisqu’on  y suppose  àx,  ou  A 3=1. 


999.  C’est  Euler,  qui  le  premier,  fit  cette  remarque  importante  , en 
cherchant  le  terme  général  des  suites  récurrentes  ( n°.  983  ) , par 
l’intégration  d’une  équation  différentielle  d’un  ordre  indéfini  ; la 
marche  qu’il  a suivie  dans  cette  occasion  est  trop  élégante  pour 
n’en  pas  donner  une  idée.  Il  se  propose  d’abord  de  trouver  le  terme 
général  de  la  série  dans  laquelle  chaque  terme  est  égala  celui  qui  le  pré- 
cède , ce  qui  lui  donne  l’équation  yr+,=y*,  et  en  observant  que 


, « *y, , » d'y. . , « d'y*  . 

^,=^+777+—  ^+7777Y  + «c. 

il  la  change  en  cette  autre 


o = 


d'y*  1 

dx  1 dx%  1.1.3 


ePy, 

i-  + etC’ 


équation  différentielle  du  premier  degré , mais  d’un  ordre  indéfini , 
et  à laquelle  on  satisfait  en  prenant  y,=e"‘ , pourvu  que  m soit 
déterminée  par  l’équation 


m m * m* 

- — + + 1*  etc.  = O , 

1 t.i  1.1.3 

qui  revient  à t=o;  Cette  dernière  donne  d’abord  m—a , et 
par  conséquent  y—C\  mais  ce  résultat  n’est  pas  l’intégrale  com- 
plète qui  doit  nécessairement  renfermer  un  nombre  de  constantes 
arbitraires  égal  à l’exposant  de  l’ordre  de  la  proposée,  et  par  con- 
séquent infini  ; pour  y parvenir  il  faut  donner  successivement  à m 
toutes  les  valeurs  qui  peuvent  satisfaire  à l’équationr" — 1=0  j or 
en  passant  aux  logarithmes , on  a 


m—\t  =0  cfciaV — 1 (n\  181), 


expression 


Digitized 
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expresston  dans  laquelle  i représente  tous  les  nombres  entiers  pos- 
sibles, y compris  o.  Si  l’on  réunit,  comme  dans  le  n\  648, 
chaque  couple  de  valeurs  semblables , on  en  déduira , pour  l’inté- 
grale complète  demandée  deux  termes  de  la  forme 
c cos  irrx  + c,  sin  i *.x  , 

e et  c,  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires  ; il  suit  de  là 
que  l’expression  de  yT  sera  de  la  forme 

{c'  COS  erx  + c"  COS  lTX-)-c"cOS3  rrx 

+ c'Isin'3-x-+e"1sinzTx-|-£-,''1sin3»ar 

ce  qui  revient  évidemment  à une  fonction  arbitraire,  des  quantités 
sinwx,  costx  (Int.  n".  41, 43  ).  Euler  traite  successivement  de  la 
même  manière  les  progressions  par  différences  ( ou  arithmétiques  ) , 
les  progressions  par  quotiens  ( ou  géométriques  ) , les  séries  ré- 
currentes , et  parvient  à des  résultats  analogues  au  précédent , 
mais  nous  ne  saurions  le  suivre  dans  ces  détails. 

1000.  Lorsque  la  différence  de  la  variable  indépendante  x n’est  pas 
constante,  le  procédé  dtJéné  n°.  988  , appliqué  à l’équation  Ay,=o , 
conduit  à la  composition  de  la  quantité  qui  doit  entrer  dans  la 
fonction  arbitraire  ; car  ayant  changé  cette  équation  en  o , 
son  intégrale  doit  ûtrey,=4(sin»{,  costç),  et  il  n’y  a plus  qu’à 
substituer  au  lieu  de  { sa  valeur  en  x. 

Ayant  trouvé  pour  le  cas  oit  &x=xf-— mx , dans  le  n\  988, 

: 1*}, 


<=Ï7{U 


rî-* 


il  en  résulte  que  la  constante  C'  doit  être  remplacée  par 


L{'sinï7{11' 


■IM, 


cos-{ll. 


■\t) 


\- 


1 * ' 1 q ' 1 

ml—1  ml-1 

et  que  par  conséquent  l’expression  comÿète  de  y,,  ou  de 
qui  satisfait  à l’équation  9 (*')  — ç(mx)  + Q , est 

#(mjr)=4|sin  — [Il 1£}  , COS  — {11 — -_1£ 

m î — * m 1 * 

”x  -U). 


+ $«“■ 


1 


1 

ml—1 


Gg 
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Dans  1 équation  ç(x’)=j>(zjc)  + i , du  même  numéro  J on  a 

| ^ 

obtenu  l'=  x , ce  qui  donne  r = — ; la  fonction  arbitraire  doit  donc 

U 

. , / . Tla:  w1.r\  „ . . , 

etre  4 ys,n  -j — , cos—  J , et  Ion  doit  avoir  par  conséquent 

costt)J  +{<sinir*  costt)}  • 

Les  mêmes  considérations  s’appliquent  à un  ordre  quelconque  ; 
l’équation  du  n°.  989  nous  servira  d’exemple.  En  y supposant  les 
coefficiens  constans , elle  se  réduit  à 

y.\+  P y •*-',+  Qy."—, + ?>..+  Uy,—y, 

et  se  ramène  à 


y^» + P y M-n  - 1 + Qy^-n- + Ty*+,  + u>\~  y. , 

la  différence  de  la  variable  { étant  égale  à l’unité  lorsqu’on  prend 

I X 

{ = — : par  ce  moyen  l’intégrale 
1 a 


CV'+  C‘m°'+  

qui , pour  être  complète , doit  s’écrire  ainsi 

sinwî,  cos  rr  { ) + **’  »*  ( sin  *■  { , cosw^)  } 

+ m"V'(sin»{,  cos»{)+ ...J  * 


ç,  <f',  t", désignant  des  fonctions  arbitraires  indépendantes 

les  unes  des  autres,  devient 


(.  x\x 

s,nT7’ 


COS 


. -TT-. 

1 a 


)+*u  *'(sinT7' 


cos 


"T ~ . v\x  *J*\ 

+ x'a  t'fsw— , cos— Y... 
\ la  .1  a ■/ 

en  y substituant , au  lieu  de  { , sa  valeur  en  x. 

1001.  La  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  complètent 
les  intégrales  des  équaiion^aux  différences , ne  peut  s’opérer  en  assu- 
jettissant ces  intégrales  à satisfaire  à un  nombre  limité  de  valeurs 
données , car  il  est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend 
implicitement  un  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit  pour 
exemple  l’équation  y,=  X r ( sin  v x , cosxx),  de  laquelle  on 
doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeurs ^=<1 , y,=a',yt=ca\  etc. 
Si  ces  valeurs  répondent  à x=o,  x=i , x=i , etc.  on  ne  pourra 
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satisfaire  en  général  qu’à  la  première  des  conditions  imposées  ; car 
des  qu’on  aura  assigné  pour  f(sinTjr,  cos^ir),  une  première 
valeur  déterminée  , de  laquelle  il  résulte  y. —a  , cette  valeur 
devant  se  retrouver  la  même  pour  les  indices  x—i  , *=»,  *=3,  etc. 
ü s’ensuit  que  les  valeurs  de  y , , relatives  à ces  indices , sont  aussi 
déterminées.  Il  faut  donc  que  les  quantités  données  a,  a",  etc.  cor- 
respondent à des  indices'intermédiaires. 

Si  au  lieu  d’un  nombre  limité  de  valeurs  isolées,  qui  ne  peuvent 
déterminer  qu’un  pareil  nombre  de  valeurs  de  la  fonction  arbitraire , 
indépendantes  les  unes  des  autres,  on  suppose  que  dans  l’intervalle 
compris  entre  x=o  et  x=i,  l’expression  de  y,  doive  fournir  les  mêmes 
valeurs  qu’une  équation  donnécy,— f(ar),  la  question  sera  déterminée. 

En  effet , s’il  s’agissoit  de  trouves  la  valeur  dey  , qui  correspond  à un 
indice  égal  à un  nombre  entier  quelconque  m , plus  une  fraction  , soit 
commensurable , soit  incommensurable , que  nous  désignerons  par  n , 
oncalculeroit  la  valeur  dey, , d’après  l’équationy^ff*);  comparant  le 
résultat  avec  celui  que  donne  alors  l’équation^'I=A’r(sinTJt,  cosn-jr), 
on  auroit  pour  ce  cas  la  valeur  de  t (sin»/i , costa)  , qui  doit  être 
la  même  que  celle  de  »(sinir(/n  + n)  , cos  » ( m •+•  n)  ) , . 
et  l’équation  yx=  Xf(s\nvx,  cos «)  , devenant  par  là 
ym+»=  -*'»+.* ( sin , cos-rrt), 
seroit  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à laquelle  soit  assujettie  l’équation  donnée 
y,~f(x)  , c’est  qu’on  en  tire  pour  y,  et  y,  les  mêmes  valeurs  que 
de  l’équation  ym=Xt  (sin  *■  x,  cos*  x). 

1001.  Les  considérations  géométriques  jettent  un  grand  jour  sur 
la  théorie  analytique  que  nous  venons  d’exposer.  Cherchons  d’abord 
comment  on  peut  représenter  , par  le  cours  d’une  ligne , les  circons- 
tances de  l’équation  A_y=o:  soit  AR,  fig.  î , une  droite  indéfinie  ^IG. 
parallèle  à l’axe  des  x , menée  à une  distance  quelconque  de  cet  axe  , 
et  divisée  en  parties  AA' , A' A",  A“A",  etc.  égales  à a*;  toutes  les 
courbes  telles  que 

ABA'B'A'B’A"S  , ACATC A'C’ A"T,  ADA'D' A' D" A"  U,  etc. 
passant  par  les  points  A,  A',  A",  A",  et  composées , entre  ces  points , 
de  parties  égales  et  semblables  , satisferont  à l’équation  a y = o. 

Cela  est  d’abord  évident  pour  les  points  A,  A",  A",  etc.  et  l’on  voit 

Gg  1 


I 
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ensuite  que,  pfenant  AP=x , AP'—x r+a.r,  les  arcs  AL  etA'L', 
AMetA'M',  ANet^'N',  etc.  étant  égaux  et  semblables,  les  ordonnée* 
LP  et  L'F,  MP  et  M’P',  MP  et  N'P',  etc.  seront  aussi  respective- 
ment égales,  et  l’on  aura  par  conséquent  dans  chaque  courbe  Ay=o. 

Si  l’on  suppose,  par  exemple , que  la  courbe  AS  ait  pour  équation 

y=fÇi\nrT—,  cos^  «Hé  remplira  évidemment  les  conditions 

exigées  au  commencement  de  cet  article  et  toutes  les  ordonnées 
PM , P N , etc.  élevées  sur  la  même  abscisse , seront  nécessairement 

. TX  ’TTX 

des  fonctions  de  PL , ou  de  sin  — et  de  cos  — , résultat  qui  s’ac- 

corde  avec  celui  que  nous  avons  tiré  des  considérations  analytiques. 

' La  condition  Ay=o  , n’entraînant  point  la  continuité  dans  les  ré- 
sultats, les  courbes  AS  , AT,  AU , etc.  ne  seront  point  assujetties 
à cette  loi.  Le  polygone  EFE'FE ", . . P,  composé  de  parties  sembla- 
bles EFE' , E'FE",  etc.  donne  également  &y=o  ; il  en  seroit  de  même 
d’une  suite  d’arcs  égaux  et  semblables  d’une  courbe  quelconque 
assemblés  d’une  manière  discontigue  , comme  le  sont  les  ates 
GH,  G'H\  G" H",  etc. 

1003.  La  construction  des  équations  aux  différences  s’accorde  par- 
faitement avec  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires. 
En  effet,  soit  ày  = F(x,y)  , une  équation  quelconque  de  ce  genre 
et  du  premier  ordre  ; ayant  choisi  arbitrairement , ou  déterminé  , 
suivant  les  conditions  de  la  question  , le  premier  point  B , de  la 
FIG  3.  courbe  cherchée , fig.  3 , comme  l’équation  n’apprend  rien  sur  tous 
les  points  correspondans  à la  portion  d’abscisse  AA’=&x , et  qu’elle 
donne  seulement  l’ordonnée  A'B'=y, , on  pourra  faire  passer  par 
les  points  B et  B'  une  portion  d’une  courbe  quelconque  ; cela  fait , 
pour  obtenir  la  portion  correspondante  à l’abscisse  A'A‘,  on 
prendra  en  arrière  d’un  point  quelconque  P'  de  cette  abscisse , une 
distance  PF-=AÂ=-hx,  et  élevant  l’ordonnée  PM,  on  mènera  MB 
parallèle  à A R-,  tirant  ensuite  de  l’équation  ù.y—F(x,  y)  la  valeur  de  ây 
pour  l’abscisse  AP' , cette  valeur  donnera  la  droite  BM',  qui  jointe 
à P B— PM,  fera  connoître  le  point  M'.  On  trouvera  de  même 
tous  les  points  de  l’arc  B' B’  : cet  arc  employé  à son  tour  comme 
l’arc  BB',  donnera  ceux  du  troisième  arc  B’ B",  et  ainsi  de  suite. 


I 
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Il  «st  évident  que  l’on  pourroit,  par  le  même  procéJé,  con:i-- 
nuer  la  courbe  en  arrière  du  point  A , et  que  dans  tous  les  cas  clic 
satisfera  à l’équation  proposée,  puisque  les  différences  Ay=D'M' 
auront  des  valeurs  conclues  de  celte  équation  : nous  laissons  au 
lecteur  à faire  l’application  de  ce  procédé  aux  équations  du  second 
ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

1004.  Nous  avons  supposé  plus  haut  que  la  différence  de  l’abscisse  x 
étoit  constante;  si  le  contraire  avoit  lieu  , on  n’en  construiroit  pas 
moins  les  équations  aux  différences.  Dans  ce  cas,  les  équations 
proposées  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

ax=((x),  Ay  = F(x,y)-,  u 
la  première  se  construira  d’après  le  n°.  précédent , en  regardant  x 
comme  fonction  d’une  nouvelle  variable  u dont  là  différence  soit 
constante.  Ayant  obtenu  par  son  moyen  la  grandeur  de  Ax , cor- 
respondante à une  valeur  quelconque  de  u , on  se  servira  de  ce 
résultat  pour  construire  par  la  seconde  équation , le  Ay  corres- 
pondant. 

En  regardant  les  trois  variables  u,  x,  y,  comme  les  coordonnées 
des  points  de  l’espace,  les  équations  proposées  représenteront  une 
courbe  à double  courbure.  La  première  donnera  la  projection  sur  le 
plan  des  « et  x , et  la  seconde  la  projection  sur  le  plan  des  x et  y: 
si  l’on  éliminoit  x,  on  parviendroit  à l’équation  de  la  projection 
sur  le  plan  des  u et  y. 


1005.  La  correspondance  qu’on  a dft  remarquer  entre  les  équa-  jx-  la  multipli- 

tions  différentielles  et  les  équations  aux  différences , a lieu  par  rapport  Clt^  intégrale» 
» ....  . , .,  , . , , . dont  1rs  équations 

à la  liaison  de  ces  dermeres  avec  leurs  intégrales , et  repose  sur  des  aux  différences 

considérations  analogues  à celles  que  nous  avons  exposées  dans  le  «ont susceptibles. 

n\  577 , à l’égard  des  équations  différentiellts.  Ces  considérations  ont 

été  mises  dans  tout  leur  jour  par  Biot,  Professeur  de  Mathématiques 

à l’Ecole  centrale  du  Département  de  l’Oise,  dans  un  Mémoire  qu’il  a 

présenté  à l’Institut , et  duquel  nous  avons  tiré  ce  qui  suit. 

Si  l’on  a une  équation  quelconque  F(a , x ,y)=o  , entre  les  deux 

variables  xt  y et  la  quantité  a.  supposée  constante  , que  l’on  passe  à 

l’équation  consécutive  F(a,^,y,)  = o,  et  que  l’on  élimine  a entre 

c^tte  dernière  et  la  précédente , le  résultat  sera  une  équation  aux  diffé- 
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rences , ayant  pour  intégrale  complète  F(a , x , y)= o ; mais  l’équation 
aux  différences , que  nous  désignerons  par  Z— o , resteroit  encore  la 
même  quand  la  quantité  a seroit  variable,  pourvu  que  le  changement 
de  cette  quantité  n’influât  pas  sur  l'équation  V( a,  x, , y,  )=o.  Pour 
examiner  cette  circonstance,  dans  laquelle  il  faut  regarder  y comme 
une  fonction  de  x et  de  a , nous  écrirons  l’équation  primitive  pro- 
posée  ainsi  : F { x,  a, y,, .}  = o. . . (#"). 

et  lorsqu’on  fera  varier  x et  a en  même  temps , on  aura 

F {*. 

Cela  posé,  il  est  visible  que  l’équation  Z— a seroit  encore  satisfaite 
par  l’équation  F = 0,  dans  l’hypothèse  de  a va- 
riable , si  l’on  avoit  yn  _ % , ce  qui  arriveroit  nécessairement 

si  les  équations 

F =o > F ( xt , a, » 

pouvoient  s’accorder  lorsqu’on  changera  dans  la  seconde  y„  ,, 
en  y.i,.!  flans  ce  cas,  les  équations 

F {•*,,<*0'....}  =°»  F { x,,a,,yn .„}  =0.. 
auront  Heu  en  même  temps  ; et  en  éliminant  y„.  elles  conduiront 
à une  équation  entre  x , x, , a , a, , qui  exprimera  la  loi  suivant 
laquelle  doit  varier  a. 

Ce  résultat  n’est  pas  entièrement  semblable  à celui  que  nous  avons 
indiqué  dans  le  n*.  577.  Dans  ce  numéro , la  relation  entre  a et  x est 
exprimée  par  une  équation  primitive , en  sorte  que  la  valeur  de  a qu’on 
en  tire  n’est  que  particulière , et  l’équation  F { x ,a,y,t  „}  — o,  per- 
droit  sa  généralité  par  la  substitution  de  cette  valeur  ; dans  le  cas  actuel 
au  contraire,  la  relation  entre  x et  a étant  exprimée  par  une  nou- 
velle équation  aux  différences,  conduit  à une  valeur  de  a , complétée 
par  une  quantité  arbitraire , à l’aide  de  laquelle  l’équation 
F { x,aty,'.}  =0,  conserve  toute  son  étendue,  et  offre  par 
conséquent  encore  une  intégrale  complète  de  lequation  aux  diffé- 
rences Z=o , au  lieu  d’une  solution  particulière  qu’auroit  eue  dans  • 
les  mêmes  circonstances  une  équation  différentielle. 

1006.  Pour  approfondir  davantage  la  liaison  qui  existe  entre  les 
diverses  intégrales  dont  nous  venons  de  montrer  l’existence  , il  faut 
se  rappeler  que,  considérée  analytiquement, une  équation  aux  diffé- 
rences donne  le  terme  général  d’une  série , et  que , tous  le  point  de  vue 
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géométrique  elle  est  le  lieu  d’une  suite  de  points  correspondant  à des 
abscisses  déterminées  suivant  une  certaine  loi.  Quand  la  constante  a 
reçoit  une  valeur  particulière , l'équation  F {x,a  ,y,t  „}  =0. . . {?) 
dévient  une  intégrale  particulière  de  Z= o , d’après  le  sens  que  nous 
avons  attaché  à cette  expression  dans  le  n“.  576;  les  équations 

^ { x y ai  t y* , ai  } ==0.  • • \)  y ==o*  • • ( ^ » etc. 

appartiennent  donc  à des  lignes  représentant  les  diverses  intégrales 
particulières  qui  naissent  des  valeurs  a, , a,,  etc.  attribuées  à la 
constante  a , et  il  est  évident  que  l’équation  F { ar, , a,  =0 , 

répond  dans  la  première  au  point  consécutif  à celui  que  désignent 
les  coordonnées  x et y,t  En  établissant  donc  l’identité  de  y,,  _ 01  et 

de  y.i.ay  et  considérant  les  équations 

F{  *,yayF.,..)=°y  F { *.  » «,  y?.,.  .}  =0 
comme  ayant  lieu  simultanément , on  exprime  que  les  lignes  données 
par  les  équations  ( A')  et  ( V,  ) se  coupent  au  point  dont  l’abscisse 
est  x,  et  l’ordonnée  ynt  m=y„  , ou  que  la  série  dont  le  terme 
général  est  déterminé  par  la  première  équation , coïncide  dans  son 
deuxième  terme  , avec  celle  dont  le  terme  général  dépend  de  la  se- 
conde équation. 

Maintenant  si , dans  les  équations  ( ’W ) , la  quantité  a reçoit  des 
valeurs  successives  conformément  à la  relation  qu’elles  assignent  entre 
cette  quantité  et  les  autres  variables , on  aura  ces  nouvelles  équations 
F { xt , a , , h J — -O  , F [x, , a%  Tyn , n | — o ■ . .(  ^rl  ^ , 

d’où  il  résultera  encore  y„.a,  , et  qui  par  conséquent  éta- 

bliront l’intersection  de  la  courbe  désignée  par  ( y,  ) avec  celle  que 
représente^,),  au  point  dont  les  coordonnées  sont  a:,,  y„M=sy 
En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche , on  obtiendra  une  suite  de 
résulats  compris  dans  les  équations 

F { -vnj  "(n-O  •(»-•)  } =0>  F 0(„_,j);=rO. . . ( fFn}, 

qui  supposent  que^.,.  , et  établissent  par  conséquent 

au  point  dont  les  coordonnées  sont  xnyy^.m[n)=y«m).  une  in- 
tersection entre  les  courbes  désignées  par  et  ( \yn ). 

Les  coordonnées  des  divers  points  d’intersection  que  nous  venons 
de  faire  remarquer , étant  comprises  dans  la  suite 

*>  *i  *■!••• ‘Xj 

y..*y  yn.»~y.y.oy>  >«,  . yy^n).  «<»->  )=0V(,),  ^„yy 
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vérifient  l’équation  Z=o,  car  y„,*,  se  trouve  dans  la  seconde  ligne 
consécutif  à yMà  „ et  antécédent  à y,%,  , et  ainsi  des  autres.  Il  suit 

de  là  que  le  système  des  équations  (W)  exprime  la  loi  suivant  laquelle  il 
Jaut  faire  varier  a , pour  que  les  diverses  intégrales  particulières  résultantes 
de  cette  variation  se  coupent  successivtmtnt  dans  des  points  qui  vérifient 
t équation  aux  différences  Z = o >. 

Si  donc  l’on  détermine  au  moyen  de  ces  équations , la  valeur  de  a 
en  * , et  qu’on  la  substitue  dans  f(x , a ,y, , „)=0 , on  aura  l’équa- 
tion commune  à tous  ces  points,  d’oii  dépend  le  terme  général  des 
valeurs  dejv,.  formées  d’après  la  série  précédente. 

Il  faut  remarquer  que  cette  série  n’emporte  pas  nécessairement 
l’équation  y„ , . =y„  et  celles  qui  en  dérivent , et  que  par  con- 
séquent elle  vérifie  bien  l’équation  aux  différences  premières  Z=o  , 
mais  non  pas  la  différence  de  celle-ci , ou  l’équation  aux  différences 
secondes. 

Si  l’équation  F(*,  a,yXi  ,)  = o , que  pour  abréger,  nous  repré- 
senterons par  V=o,  contient  des  radicaux,  ou  si,  lorsqu’elle  en  est 
dégagée,  la  constante  a y monte  au-delà  du  premier  degré,  lès 
équations  ( W)  conduiront  à une  nouvelle  intégrale  que  nous  nom- 
merons intégrale  indirecte,  mais  elles  n’en  donneront  pas  d’autres 
que  y=  o,  si  a ne  passe  pas  la  première  puissance.  Eclaircissons  ceci 
par  quelques  exemples. 

1007.  Soit  l’équation  y.,  m — ax—  a'. . .(  F).  Si  l’on  en  prend 
la  différence  dans  l’hypothèse  de  A-r=x,  on  aura  &y=ax , d’où  on 

. Ay  , • 

tirera  a = — et  par  conséquent 
x 


les  équations  (1T)  deviendront  alors 

y MX,  U X , a , 7*,  , m **(**,— —A,  ....(H  ) , 

et  donneront  par  conséquent  la  suivante 

«*,— •*=«.*.—  «,*»  «U  (al—a)x,—(a,,—a,)=0  (V)  , 

qui  se  décompose  dans  les  deux  facteurs 

a,—  a = o,  x, — (a,+  a)  = 0. 

Ee  premier , d’où  il  résulte  a = couse,  nous  ramène  à l’équation 

primitive 
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primitive  (J')  , et  le  second  étant  intégré  parle  procédé  du  n\  988, 
après  avoir  mis  1*  au  lieu  de  x, , conduit  à 

iî 

a=~  + i(— l)11} 

substituant  cette  valeur  de  a dans  l'équation.  (A"),  on  la  changera  en 

1*  si* 

7<-,)T7“*-(-  O17- 
9 . 3 • 

Pour  construire  cette  nouvelle  intégrale,  il  faut  d’abord  déter- 
miner les  arbitraires  a et  b , de  manière  qu’au  premier  point , que  Pon 
suppose  donné,  on  ait  yMl  $=yr,a.  En  désignant  donc  par  net  .4 
les  coordonnées  de  ce  point , on  aura 

la  il* 

2 et*  et  b , ' : — .-T-  , 

* = (_r)U_*»li 

9 3 

d’oit  l’on  tirera  deux  valeurs  pour  a et  autant  pour  b , qui  fourniront 
en  tout  quatre  séries  satisfaisant  à l’équation  (Z). 

Il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  b seront  de  la  forme 

1 X I et 

71  é*( — 1 )~  i~s 

et  que  par  conséquent  l’on  aura  ces  deux  équations 

lt.  yx  ÎÎZL*  îüïdî? 

y,.v—  — — t-i)  12  — *"(—  0 11 

U— U a(U — 1«) 

Soit  maintenant  AX , fi g.  4 , l’axe  des  abscisses  sur  lequel  on  ait  FIG.  4 
pris  AP—<t‘.  les  valeurs  APnl,  APir , AP  , et  AP' , AP" , AP . . 
les  unes  antécédentes  à AP  et  les  autres  suivantes , seront  déterminées 
par  l’intégrale  de  l'équation  qui  donne  ,v=iV  ; d’où  l’on 

voit  qu’à  chacune  de  ces  <ab$cisses , la  quantité- — est  égale 

)* — 1* 

à un  nombre  entier  , que  (—1)  **  =4- 1 ou  — 1 , selon  que  n est 

a(1«— !«) 

un  nombre  pair  ou  impair,  et  qu’enfin  ( — 1)  la  =t.  Cela  posé, 

Appendice.  » * H h . • 
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on  construira  la  parabole  CQ  donnée  par  l’équation 

/ ' 2A* 

y = — é'*,  et  la  droite  A R , représentant  l’équation  y "=  + b’x-, 

on  obtiendra  les  ordonnées  de  rang  impair  , savoir  : 

PM,,  FM!, 

en  ajoutant  l’ordonnée  de  la  ligne  droite  AR , à celle  de  la  para- 
bole , et  les  ordonnées  de  rang  pair , savoir  : 

.... P,M P"M‘.... 

en  retranchant  l’ordonnée  de  la  ligne  droite.  Cela  fait , toutes  les 
droites  MaiM„,  M,M,,  etc.  qui  joignent  deux  points  consécutifs 
de  la  nouvelle  intégrale , seront  comprises  dans  l’équation y~ix — j*, 
ce  qui  vérifie  la  conclusion  du  n°.  précédent. 

Une  semblable  construction  appliquée  à l’équation  formée  par  la 
seconde  valeur  de  b,  donne  une  troisième  intégrale  dont  les  points 
successifs  sont  désignés  par  les  lettres 


Ces  points , ainsi  que  ceux  de  l’intégrale  précédente , sont  joints  par 
des  droites  afin  d’en  rendre  l’ensemble  plus  évident. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  deux  intégrales  indirectes  se  ré- 
duiroient  à une  seule , si  l’on  avoit  £ — j «*. 

1008.  La  méthode  précédente  suppose  que  l’équation  aux  diffé- 
rences passe  le  premier  degré  et  qu’elle  ne  puisse  se  décomposer  en 
facteurs  rationnels.  Si  l’on  avoit , par  exemple , oy’=c* , dans  l’hy- 
pothèse de  ax=j  , cette  équation  donnant  Ay=+c,  Ay=~— c , a 
deux  intégrales  distinctes 

y..„—cx  + a,  y.,  .= — ex  + a. 

En  faisant  varier  les  constantes  de  ces  équations  on  n’obtiendroit 
point  de  nouvelles  intégrales , quoiqu’il  soit  évident  que  les  inté- 
grales particulières  que  fournit  la  première , puissent  coïncider  avec 
celles  qui  résultent  de  la  seconde,  de  manière  à satisfaire  à 
l’équation  aux  différences  comme  le  montrent  les  séries 

x , r, , « ■ x, , etc. 

y. ..»  y».. y r* , ..  — y ...  , çtc. 

formées  d’après  celles  du  n°.  1006.  . 

Il  est  facile  d’appercevoir  pourquoi  ce  cas  diffère  de  celui  que 


1.  . i» 
:*?»  • 
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nous  avons  considéré  en  premier  lieu.  Les  deux  intégrales  de  l'équa- 
tion  4i*=.*t  considérées  séparément  i ne  fournissent  que  des  droites 
parallèles  qui  ne  sauroient  se  rencontrer  ; de  plus  ces  intégrales 
n’étant  point  liées  entr’elles  par  une  irrationalité  commune,  et  se 
trouvant  exprimées  par  deux  équations  distinctes , on  ne  sautoit , 
par  une  même  opération  , faire  varier  à la  fois , les  arbitraires  a et  a 
de  manière  que  les  droites  données  par  l’une  coupent  celles  qui  résul- 
tent de  l’autre  ; mais  cette  difficulté  disparoît  lorsqu’on  a recours  à 
l’équation  aux  différences. 

En  effet,  les  diverses  intégrales  complètes  que  peut  avoir  une 
équation  aux  différences , ne  sauroient  s’accorder  indéfiniment  dans 
les  différences  de  tous  les  ordres , sans  quoi  elles  sercient  identiques  ; 
lorsqu’on  fait  y„_  il  en  résulte  bien  y„,n  —y„, 

mais  non  pas  y„_a=y„ .,n,  ainsi  qu'il  le  faudroit  pour  que  les  diffé- 
rences secondes  fussent  communes  aux  deux  équations.  Nous  con- 
clurons de  là  que  les  diverses  intégrales  d’une  même  équation  du 
premier  ordre,  doivent , en  général , répondre  à diverses  équations 
du  second  ordre  ; et  Monge  a montré  le  premier  que  l’on  obtenoit 
ces  dernières  en  différcntiant  l’équation  du  premier  ordre , parce  que 
le  résultat  se  décompose  en  plusieurs  facteurs  rationnels.  C’est  l’ap- 
plication du  procédé  exposé  dans  le  n\  673  qui  l’a  conduit  è cette 
remarque. 

Si  l’on  prend  la  différence  de  l’équation  Ay’sc'yOa  aura  l’cquation 

lAyb'y  + ûy=0, 

qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

A‘y~o,  %Ay  + A>  = 0» 

le  premier  donne  Ly=A , A étant  une  constante , et  par  une  nou- 
velle intégration  mène  à y—Ax+a.  La  constante  A n’est  pas  arbi-  ' 
traire,  puisque  l’équation  Ay=A  do  t nécessairement  s’accorder  avec 
la  proposée  Ay*=i*  ; on  a donc  A—dbc  et  y~  dkicx+a  : telle  est 
l’intégrale  qui  se  présente  la  première.  Lesecond  facteur  iAy+ o 
s’intégre  facilement  et  conduit  d'abord  à iy  +•  Ay  — i;,  ce  dernier 
résultat  donne,  par  le  n”.  971, 

* . h 


'=(-«)**  T 
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en  réduisant  et  changeant  l’arbitraire  b en  ib.  Tirant  ensuite  de 

cette  expression  la  valeur  de  ày  pour  la  comparera  l’équation  Ay*=c*, 
afin  de  déterminer  l’une  des  arbitraires,  on  trouvera  Ay~ — — 1)', 

d'où  on  déduira  5=:i=— ; on  aura  donc  pour  l’équation  propo- 
sée les  quatre  intégrales  suivantes, 

yt,„—cx+a (1),  — c.v+tf...(l) 

y—  — — ( — l)'+  b y =+— (—l)1  + b. 

1 2 

Voilé  ce  que  Monge  avoit  trouvé,  et  Biot  a fait  voir  ensuite  que, 

si,  au  lieu  de  prendre  simplement  — , on  supposoit 

B — ;fc  — ( — 1 )*,  en  désignant  par  * l’abscisse  qui  répond  à l’ori- 
gine , que  l’on  fît  variera.-  de  manière  que  x — « fût  toujours  un 
nombre  entier,  c’est-à-dire,  que  ( — 1 )"(*“«)=  4. 1 , les  deux  inté- 
grales indirectes  devenant 

donneroient  pour  les  abscisses 

«,  *+ 1 , *+2;  “+3  » etc. 

des  ordonnées  communes  aux  droites  qui  résultent  des  intégrales 
directes,  lorsqu’on  détermine  les  arbitraires  a et  b par  la  condi- 
tion que  la  valeur  de  y,_.  de  l’équation  (1)  soit  égale  à celle  dç_y,.  , 
de  l’équation  (4),  quand  x~<t,  ou  que  dans  la  meme  hypothèse 
ym  ,,  pris  dans  l’équation  (1),  soit  égal  ày-,.  j , pris  dans  l’équation  (3). 
* 1009.  Pour  appliquer  commodément  le  procédé  de  Monge  à 

l’équation  du  n“.  1007, 

A .y* 

dans  laquelle  a x ==  x , Biot  la  change  en 
y — Px  — P *,  • 

_ m ^ 

en  faisant  P = — ; et  prenant  la  différence , il  obtient 

*y  = P*x  + x&P+  xP  àx — iPaP — a P', 
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cc  qui  se  réduit  à 

a/’( — ix  + iP+&P)  — o, 

en  mettant  pour  ay  sa  valeur  P x , et  en  observant  que  a x=:x. 

• , ÛV 

Le  premier  facteur  a P = o,  étant  intégré  donne  P = — =a  ou 

Ay=ax , valeur  qui  substituée  dans  l’équation  proposée  aux  diffé- 
rences, conduit  immédiatement  à l’intégrale  directe  y = ax — a'. 

Le  second  facteur  i P + aP=zi  x,  peut  être  écrit  ainsi  P,  4-  P=  ix. 

En  y appliquant  le  procédé  du  n*.  988 , on  a d’abord  à intégrer 
l’équation  jr,+l=i.v,,  puisque  x,^zix , et  on  parvient  à x,=  i’  ; 
puis  en  opérant  sur  l’cquation 

P.+.  + P.=i'+', 

on  trouve 

A=(-  1 )’s  > )*^(— 0 -■  =— ( — 1 )’  { C+ K— ) ; 

mais  de  P,=-^  = ^i,  il  résulte 
x,  i* 

-(-«)’{ c.  i’-K—O’}  =-c(-i)'+î  (4)’, 

d'oit  l’on  déduit  t 

y;=-x{C(-i)'-KH;,}=TC(-*)’+K4)’+C': 

. Ix  . , . ,,, 

remettant  pour  ç sa  valeur  — uree  de  1 équation  x,=i’ , on  aura 

\ X 

5 *‘+ y-(“  *)'*+*'•  ' 

Cette  équation  contenant  deux  arbitraires,  il  s’en  trouve  une  de 
surabondante  qu’il  faut  déterminer , en  substituant  cette  valeur  de  y, 

ûy*  , 

dans  l’équation  aux  différences , y — a y — , qui  se  réduit  alors 


à C'= ( — 1 ) 1 2 , « l’on  a par  conséquent 

9 
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résultat  qui  devient  identique  à celui  du  n°.  1007  , en  prenant 

C ——h. 

1010.  L’analogie  des  nouvelles  intégrales  que  nous  venons  de 
trouver  pour  les  équations  aux  différences , arec  les  solutions  parti- 
culières des  équations  différentielles  est  frappante  : les  unes  et  les 
autres  s’obtiennent , soit  en  faisant  varier  la  constante  arbitraire 
dans  l’intégrale  complète , soit  en  différentiant  de  nouveau  l’équation 
aux  différences  dans  un  cas  et  l'équation  différentielle  dans  l’autre  ; 
mais  malgré  ces  diverses  conformités,  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  ont,  dans  l’absence  de  la  constante  arbitraire , 
un  caractère  distinctif,  auquel  il  faut  bien  faire  attention  pour  éviter 
l’erreur  dans  laquelle  Charles,  Géomètre  mort  il  y a quelques 
années , est  tombé , et  qui  l'a  conduit  aux  plus  étranges  paradoxes 
relativement  au  Calcul  intégral.  Il  remarqua  le  premier , dans  le 
tome  X , des  Savans  étrangers , la  pluralité  d’intégrales  dont  pouvoir 
être  susceptible  une  équation  aux  différences  ; mais  il  crut  dans  la 
suite  ( Mcm.  de  tAcai.  année  1788  ) en  pouvoir  conclure  les  so- 
lutions particulières  des  équations  différentielles  correspondantes , 
en  faisant  seulement  ^ pour  répondre  à la  supposition  de  «far 

infiniment  petit  ; « par  ce  moyen  , dit-il , on  obtiendra,  des  so- 
rt Unions  particulières  plus  générales  que  celles  qui  sont  connues 
» jusqu’}  présent,  et  l’on  en  pourra  déduire,  comme  un  cas  par- 
» ticulier  , la  solution  particulière  ordinaire , dans  tout  ceci  on  sup- 
» pose  ix  constante  ».  Charles  appuie  cette  assertion  sur  le  raison- 
nement suivant  l’éqqation  aux  différences  : « l’équation  aux  diffé- 
» rences  infiniment  petites  ( c’est-à-dire , l’équation  différentielle  ) 
» est  la  timite  de  l'équation  aux  différences  finies  correspondantes  ; 
» donc  la  solution  particulière  de  l’équation  aux  différences  infi- 
» niment  petites  est  ce  que  devient  l’intégrale  nouvelle  de  l’équation 
» aux  différences  finies , quand  on  fait  dans  cette  intégrale  Ax=o  ». 

Il  est  bien  vrai  qu’en  faisant  av=o  , ûy=o,  dans  une  équation 
atix  différences  , on  en  tire  l’équation  différentielle  qui  en  est  la  li- 
mite ; parce  que  dans  cette  hypothèse  on  supprime  tous  les  termes 
qui  ne  sont  pas  homogènes  en  Ax,  Ay  ( n°.  65  );  mais  on  ne 
sauroit  en  conclure  que  les  équations  primitives  correspondantes  à 
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Tune  Pt  à l’autre  de  ces  équations  soient  liées  entr’elles  de  la  même 
manière  ; car  si  on  tire  les  équations  {W)  du  n*.  1006 
« y, >>  ..=  {(.*>*“.)>  on  aura  f (*.>«)  = o*  résultat 

qui  prendra  la  forme  auf  (a,,  a,  û<j)=o  lorsqu’on  le  développera 
après  y avoir  changé  a,  tna  + Aa-,  il  donnera  d’abord  tsa  = o,  ou 
a=const.  valeur  qui  ne  conduit  qu’à  l’intégrale  directe.  Il  reste  à traiter 
l’équation  a , in)  = o,  laquelle  demeure  encore 

susceptible  d’une  véritable  intégration,  mais  si  on  y fait  ax  et  a a 
infiniment  petits , elle  se  transforme  en  une  équation  primitive , et 
ne  donne  plus  qu’une  valeur  particulière  pour  a.  Lors  donc  que  l’on 
veut  passer  de  la  nouvelle  intégrale  de  l’équation  aux  différences  à 
la  solution  particulière  de  l’équation  différentielle,  il  faut  faire 
disparoître  la  constante , sans  néanmoins  lui  assigner  aucune  valeur 
particulière , ce  qui  ne  se  peut  qu’en  revenant  aux  différences  et 
en  effectuant  ensuite  sur  le  résultat  le  passage  des  différences  aux 
différentielles. 

En  prenant  nne  marche  contraire,  Charles  obtenoit  une  équation 
primitive  qui  ne  pouvoit  pas  satisfaire  à l’équation  différentielle  , et 
pour  parer  à cet  inconvénient,  il  introduisoit  dans  l’intégrale  de 
l’équation  aux  différences  un  terme  affecté  des  différences  , qui 
devenoit  une  différentielle  du  premier  ordre  et  détruisoit  ainsi  l’ho- 
mogénéité qui  fait  la  base  du  Calcul  différentiel;  cette  conséquence 
auroit  suffi  seule  pour  montrer  l’erreur  dans  laquelle  il  étoit  tombé; 
mais  il  y en  ajoutoit  une  autre  qui  n’étoit  pas  moins  paradoxale. 
C’est  que  tous  les  polygones  inscrits  à une  même  courbe  ne  se  con- 
fondent pas  avec  elle  quand  on  suppose  le  nombre  de  leurs  côtes 
.infinies  et  qu’il  y a un  choix  à faire  entre  ces  polygones  pour  tomber 
sur  celui  dont  la  limite  conduise  à l’expression  de  l’inclinaison 
de  la  tangente, 

ton.  Nous  avons  fait  voir  ( n’.  894  ),  que  les  fonctions  de 
deux  variables  engendroient  des  séries  formant  des  tables  à double 
entrée;  un  terme  quelconque  de  ces  séries  peut  être  exprimé  par 
ceux  qui  le  précèdent , et  de  là  naissent  Us  équations  aux  differentes 
partielles. 

Soit  yXl,  une  fonction  quelconque  des  deux  variables  x et  / ; 


De  l'intégration 
des  équations  aux 
différences  à trois 
et  à un  plus  grand 
nombre  de  varia- 
bles*. 
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on  en  déduira  par  les  variations  de  x et  de  t la  table  suivante  il 

double  entrée , 


y*  9 • * 

y*  t • p 

y.* . . 

JT)  , • 

• y * 9 0 9 

y*+\  » « » 

etc. 

y c » • 9 

y*  9 1 9 

y % »i> 

J’»  » 

•y  * 9 1 * 

^1+1 1 » 1 

etc. 

y 0 > » 9 

y,  ... 

y.y.y 

y\  » »•  • • • 

•y,  y. y 

/»+!  1 » » 

etc. 

y*  m» 

é'iHI 

y*  m> 

y 1 » t*  • • • 

• y * 9 

y 1+1 9 \ * 

etc. 

y.yis 

y 1 > 1 9 

y*  9 *9 

j'i  »«••••  • 

* y x9  <5 

y*+ « i * > 

etc. 

y y l <4-1  » 

y 

y *9 1 9 

y )*(+.••• 

*y m 9 i-h  » 

y. r+l  9 <4.1  9 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc...... 

. etc. 

etc. 

etc. 

Supposons  que  la  loi  de  cette  série  soit  exprimée  par  l’équation 
du  premier  degré  - . 

>+&  y, +, , .+  C yT+, 4-  N y f+n , , 

4"  B y*  » ‘+<  4"  ^ y *+  < > y r+ n-i  I l+i 

+ 0*»*+. + A'>x+,-.,,+.  ^ 


+A’(’V 

* /il  l+l»  9 

dans  laquelle  les  eoefficiens  A,B,B',C,C,  C",...N , N",  etc. 
sont  constans , elle  sera  formée  sur  le  modèle  de  celles  que  nous 
avons  nommées  récurrentes  ( n*.  983  ) , et  nous  l’en  distinguerons 
en  l’appelant , avec  Lagrange , séries  récurrentes  doubles. 

1011.  Occupons-nous  d’abord  du  cas  où  l’équation  proposée 
n’ayant  que  quatre  termes  , est  de  la  forme 

■Ay*  > «+  By*+<  si+B'y,  » <+. + c'yr+,  ,i+,=  o; 
faisons  yIf,=  a a et  fi  étant  des  constantes  indéterminées, 
nous  aurons  ' , , 

yI+*tt=a*I*'P,  y.,t+>=***P+',  y, rsa*'*"*?"; 
en  substituant  les  valeurs  dans  l’équation  proposée,  nous  obtiendrons 
j4-\‘Ba-\’B$  + C'a  j0  = o. 

a . 

Cette  équation  donne  la  valeur  de  l’une  des  deux  indéterminées  « et  fl, 
par  le  moyen  de  l’autre  ; on  en  tire  * = — ËJL.  j’qJ,  pon 

conclut  . 

expression 


• v. 
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expression  dans  laquelle  la  quantité  a demeure  entièrement  arbi- 
traire, aussi  bien  que  a , mais  qui  n’est  pas  la  plus  generale  de  celles 
qui  satisfont  à l’équation  proposée. 

Si  l’on  réduit  en  série  descendante , ordonnée  suivant  les  puis- 


. , / A + B a \ ’ 

sances  de  a. , la  quantité  1 , 1 , en  sorte  quon  ait 

\ a -f-  L «t  / 

(—  TS'+  7V“-  + rV-+  TV-»+  etc. 

\ -j-  C et  / 


les  coefficiens  T,  T',  T",  etc.  contenant  avec  les  lettres  A , B , 
B',  C' , la  variable  t , l’expression  de  y, , , prendra  alors  la  forme 
y„  t=7a«*+'‘,+  Ta<S*+‘-‘  + etc. 

changeant  successivement  les  constantes  <1  et  « , en  b et  fS , en  t 
et  y,  etc.  on  aurait  aussi 

ytU-Tb t*1*  + T'bft^—  + rtp**—  + etc; 

y„  ,= Tcf*»  + TV”*'-  + + T "(7r+»-*  + etc. 

etc. 

ces  diverses  valeurs  satisfaisant  en  particulier  à l’équation  proposée,' 
qui  n’est  que  du  premier  degré , leur  sttfhme  y satisfera  pareille- 
ment,  et  l’on  pourra  prendre 

y,ti=T  (a**"’  + etc.) 

+ r (a^-'+tfi^“-'+cy^-'+  etc.) 

+ T"  +ey’*>‘—  -H  etc.  ) 

+ T^aS^-’  + b, + «c.) 

etc. 

Chacune  des  lignes  de  cette  expression  ,-qui  contient  un  nombre  in- 
défini de  constantes  arbitraires,  peut  être  remplacée  par  une  fonc- 
tion arbitraire  de  l’exposant  variable  dont  ses  termes  sont  affectés  , 
et  l’on  obtient  alors 

y„i=Tt(x  +nt)+T’t(x+nt — i ) + r"»(*-f-/ur — i)  + etc. 

en  désignant  par  t cette  fonction  arbitraire. 

Pour  se  convaincre  de  la  possibilité  de  substituer  une  fonction 
.arbitraire  à la  place  des  séries 

«**+'u  +b^f“  +cy^'  + etc. 

*»*-«*«- +***+*■—  +e>*+f<-,  + etc. 
a*I+/x,-‘+bp‘+,J,-‘  +0.*+'“,-+etC. 
etc. 
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il  suffit  d’observer  que  l’expression  de  yx> , ne  satisfait  à l’équation 
proposée , indépendamment  de  toute  valeur  particulière  des  quan- 
tités a. , fi , y , etc.  que  parce  que  les  termes  oit  ces  quantités  se  trou- 
vent affectées  des  mêmes  exposans  , après  la  substitution  des  valeurs 
de  y,,,,  y„ M-, , y,+,,t+,  . se  détruisent  mutuellement 

d’après  la  forme  des  coefficiens  T,  T',  T",  etc,  car  il  est  visible 
que  ces  conditions  seront  également  remplies  par  la  fonction  ? , 
puisque  les  termes  affectés  des  mêmes  exposans  dans  le  premier  cas 
se  trouveront  multipliés  par  une  même  fonction  dans  le  second  , et 
se  détruiront  de  même  indépendamment  de  la  forme  de  cette  fonction. 

Quand  on  a t = o , l’expression  de  yMt , devient  d’abord 
y. , .=Tf(x)  + r*(x— 1)  + TV(x-z)  + T"t(x-  3)  + etc. 
et  se  réduit  à y,,  „=»(*) , parce  que  dans  ce  cas 

r=  I,  T'= o,  T’= O,  T”=o,  etc. 
d’où  l’on  voit  que  ?(x)  n’est  autre  que  la  valeur  de  yr, , , lorsqu’on 
y fait  r=o,  que  l’on  doit  avoir  en  général  f(x+ixt)=y,+Mlt,,  et 
que  par  conséquent  • 

y*  > <— Tyx+MH  « Ji+mi-i  • •+  y'i+Mt-*  ■>  •+ 

Les  quantités  y,+lB„ . , y , . , .y * . > ne  sont  autre  chose 
que  les  termes  pris  à partir  de  l’indice  x+pr  , et  en  revenant  vers 
l’indice  o , dans  la  première  ligne  horizontale  de  la  série  à double 
entrée , correspondante  à l’équation  proposée.  Il  suit  de  là  que  la 
détermination  de  la  fonction  arbitraire  suppose  que  l’on  connoisse 
tous  les  termes  qui  forment  cette  première  ligne,  et  qu’il  faut  même 
pouvoir  1«  continuer  en  arrière , c’est-à-dire , l’étendre  aux  indices 
négatifs  — 1 , — 1,  — } , etc.  La  valeur  dey,,,  se  trouvera  formée 
ainsi  d’un  nombre  infini  de  termes;  mais  elle  n’en  contiendroit  qu’un 
nombre  fini , si  tous  ceux  qui  répondent  aux  indices  négatifs  de- 
venoient  nuis , comme  cela  arrive  dans  quelques  séries , et  l’on  auroit 
seulement  ' 

7y  0+  .+  T’yXJrp,i-,  » + .. 

La  même  expression  se  termineroit  encore  si  l’on  aVoit  2?'= o,’ 
' ou  C'=o;  car  dans  l’un  et  l’autre  cas,  le  développement- de  la 

quantité  — ( -tr—yr-)  n’aura  qu’un  nombre  t+ 1 de  termes , tant 
que  t sera  un  nombre  entier  positif. 
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1013.  Prenons  pour  exemple  la  série  récurrente  double 


1. 

1* 

*» 

»* 

>. 

I 

0» 

i) 

1» 

3* 

4. 

5 

0» 

0» 

*» 

3 » 

10 

0 , 

0. 

0» 

». 

4» 

10 

0» 

0, 

0. 

0, 

1 » 

5 

0. 

etc. 

°’a 

0, 

0, 

0, 

1 

dont  chaque  terme'  se  forme  en  prenant  la  somme  de  celui  qui  le 
précède  dans  la  ligne  horizontale  oit  il  se  trouve  placé , et  de  celui 
qui  précédé  ce  dernier  dans  la  colonne  verticale:  le  terme  10,  par 
exemple,  placé  A la  troisième  ligne  dans  la  sixième  colonne,  est 
égal  à 6 qui  le  précède  plus  à 4 qui  se  trouve  au-dessus  de  6. 
Cette  propriété  donne  évidemment  l’équation 


y 1 1 y if*  y x > < • 

en  la  rapportant  à l’cquation  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans 

le  n°.  précédent , nous  aurons 

C'=  1,  B'= — 1,  B — O , A = — 1; 

. . , / A 4-  B <t  \ ' t 

la  quantité  ( -67-  1 devenant  ; -,  nous  donnera  la 

\ O + t a / (et — l)1 

série 

t .--+  -('+■)(■+■) 

1 1.1  1.1.3 

et  comparant  cette  série  avec  la  série  correspondante  du  n*.  cité , 
il  en  résultera* 


**=— 1»  T—'>  T‘—  7 » 


«(«+!) 


T"=-'  etc. 


à l’aide  de  ces  valeurs  , la  formule  générale  de  ce  n*.  se  change  en 
t /(r+i) 

, y**t — Y y x—t—i  1 ."1"  ' j ^,_r-,,.  + etC. 

Faisons  à présent  x ==  o , pour  avoir 

t 1(1+1) 

y,ti—y~»  *+  -y-t-,,*-i — — etc. 

et  en  observant  que  tous  les  termes  de  la  première  colonne  verticale 

Ii  1 
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de  la  série  proposée  sont  nuis , à l’exception  du  premier  j nous  en 
vondurons  que  l’expression  de  y.,,  doit  être  nulle  pour  toutes  les 
râleurs  entières  et  positives  de  r,  condi':on  de  laquelle  il  résulte 

y-lï*”®»  y~*  t ©“  O ,•  • • f|  0=  O , 

t désignant  un  nombre  entier  positif.  La  série  qui  exprime  y,,,  de- 
vient donc  finie  pour  le  cas  qui  nous  occupe  > et  nous  aurons 
seulement 


t r(r-fi) 

- y*u — >#_«>•+  yj'x-r-ïj.H - — - — -y,-t-. 


, '{'+') (v—  O v 

1 T 1 / a/»HI 

I . 1.  . . \X 1) 


mais  comme  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  série  pro- 
posée sont  égaux  à l’unité , nous  pourrons  écrire 

v —■■■'.  ‘(*+  O /(/+  l)....(*—  t) 

*”  I 1.1  * 1.1....  (x /) 


et,  en  sommant  le  second  membre, 

(r+  i)(t  + i)(r+3)....ar 
y‘"~  1. — 0 * 

Nous  ferons  remarquer  que  la  série  proposée  renferme  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal , dans  lequel  chaque  colonne  verticale  donne 
les  coefficiens  numériques  des  termes  de  la  puissance  du  binôme 
ayant  pour  exposant  le  nombre  qui  marque  le  rang  de  la  colonne  , 
diminué  de  l’unité. 

1014.  Discutons  en  particulier  les  cas  où  l’on  a C’=  o,  ou 
bien  B'=zo , et  dans  lesquels  l’expression  de  yx , , s’arrête  ( n°.  1011). 
I*.  Lorsque  C'=  o,  l’équation  proposée  qui  devient 
-4y.»  «+ By,+,  » .+ B'y„  4..=  ° 

n’est  plus  que  du  premier  ordre  ; et  si  pour  abréger,  on  fait 
B A 

— —=py  — = ? , on  trouvera 


A~\-  B et 
~~B‘ 


développant  et  comparant  à la  série  générale , on  obtiendra 


**=»>  T—p't  T'=-p'q, 


•j,o_ 


'(*-0  , . 
— — — PI  » 


etc. 


1 .x 


M3 


; 
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d’oti  on  déduira 


y ii  t—pXy,+ii>+ 


t 

Y?>VH-».+ 


0 

i .a 


îWô.+  etc.). 


Cet:e  expression,  évidemment  finie  lorsque  t est  un  nombre  entier 
positif,  ne  contient  que  des  termes  delà  forme  y,,,*  s désignant 
un  nombre  entier  positif. 

a*.  Lorsque  B'=o , l’équation  proposée  réduite  à 
■d  y,i  i+  By*+ 1 »»+  o 

est  encore  du  second  ordre;  faisant  — nous  aurons 

C li 


tirant  de  là  les  râleurs  des  lettres  n,  T,  T,  T',  etc.  nous  arriverons  à 


t.  /(  t — i ) • * 

y,,i=  p (y „ .+-  qy,~, » . + — — - — ? y,-. . .+  etc.  ) , 

I l • T 


expression  qui  dameure  finie  tant  que  t est  un|nombre  entier  positif, 
mais  qui  renferme  un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme 
lorsque  *>■*;  il  ne  suffit  donc  pas  dans  ce  cas,  comme  pour  le 
précédent , de  connoître  tous  les  termes  de  la  première  ligne>de  la 
proposée , correspondans  à des  indices  positifs  , il  faut  encore  pou- 
voir prolonger  cette  ligne  en  arriéré  pour  obtenir  ceux  qui  répondent 

aux  indices  négatifs  ; savoir, y_,  

Si  pourtant  on  ne  connoissoit  pas  immédiatement  ces  derniers 
termes , on  pourroit  les  déduire  de  ceux  de  la  première  colonne  ver- 
ticale ainsi  qu’il  suit  : on  prendroit  x=o , et  donnant  successive- 
ment à t les  valeurs  i , 1 , 3 , etc.  on  auroit 

y.,,=p(y.,.+  îj'-.».*)» 
y.,>=p‘(.y.i.+  ^qy- ...+  q'y-.,.)i 
y.,\—p,{y.^+}qy-„.+3q’y-.io+q,y-^.). 


etc. 

y.  1 ,=/Cr.» . + ^ qy~\  » .+  -y~'  f i . + «c.  ) , 


\ 


\ 


\ 
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d’où  on  tireroit 


I 


y o*  i 

p 

y. y. 

I‘y-.,.— 

i 

1 

4"  y o > • 

Yy"~ 

p . 

~y»y  l 

fa—  » .= 

I 

î 

t 3_ 

jry**\ 

p' 

■.y*»* 

‘ ^ 0 > t J'o  » • 

1 s *(i— i 0 

i_i y®>i— i“f"  ■ ~ » r-»““ 

r lP  i.lp 

L’analogie  de  ces  expressions  avec  les  formules  des  différences 
successives  ( n”.  86o  ) est  frappante  ; et  si  on  représente  par 

y,  y,,  y.,  y,, . . . . r,. 

les  termes  de  la  série 


et  par 


• i i i 

Yy""  Yy”° i etc-  y 
Y,  r,  r‘,  Y ",  etc. 


ceux  de  la  série  , 

i t i 

..  é'.iii  TfYttlt  etc- 

P P P 

on  aura  par  ce  qui  précède 

Y_,=Y'—  Y =4r 

Y_È=Y‘—iY'+  Y =A*r 

Y_,=Y“'—  jY’+jY'—  Y =à3Y, 

0 

etc. 


d’oii  l’on  conclura 

y.  » « = (r  <t  y { n+ 7 y J + ■ r,. . 


+ TTïT?  r*-i+eIC-}  » 


en  observant  de  remplacer  dans  la  série  du  second  membre,  les 
termes  affectés  d’indices  négatifs,  par  des  différences  dont  l’exposant 
soit  égal  à cet  indice,  c’est-à-dire,  de  substituer  a’ Y à Y_,. 
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1015.  La  méthode  du  n*.  xoiipeut  s’appliquer  aux  équations 
de  tous  les  ordres , comprises  dans  la  formule  générale  du  n*.  ton. 
En  y faisant , comme  pour  celles  du  second  ordre  dont  nous  nous 
sommes  occupés  , ya,f=a*’P,  elle  devient 

j4  B cl  ^ C **••••  + Al  et* 

+ S'fi  + C'afi..  .J+N’ar’-'Ï 
+ C"fi*. . * +ATV-‘** 


-f-JV<*>fi" 

mais  cette  dernière  ne  pouvant  donner  en  général  la  valeur  de  fi  en  « 
que  par  une  série  intime,  ne  fournira  non  plus,  pour  exprimer  y,,,, 
qu’une  série  infinie.  Il  s’offre  , à la  vérité , un  assez  grand  nombre 
de  cas  particuliers , dans  lesquels  on  peut  exprimer  d’une  manière 
rationnelle  et  sans  dénominateur  complexe  les  quantités  * et  fi  par 
le  moyen  d’une  nouvelle  indéterminée  » : l’équation 

4*5^  + C a fi  ) — O , 

+ C'fi*  ) 

dérivée  de  l’équation  complète  du  second  ordre 
By,+,  ,t+c  >•,+. » • > 

+ By*  > >-M  + c'y.+ . >’«+. } » 

) 

est  dans  un  de  ces  cas  ; mais  au  lieu  de  nous  y arrêter , nous  allons 
exposer  la  méthode  qui  convient  à tous  les  cas  en  général. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  ce  que  l’expression  de  y ne  contient 
que  fi',  et  que  t étant  >n , il  est  toujours  possible , au  moyen  de 
l’équation  ( 1 ) , d’exprimer  fi'  par  a.  et  par  les  puissances  de  fi 
inférieures  à fi*.  En  effet,  puisque  l’on  aura  i=mn+p , n désignant 
un  nombre  entier  Quelconque  , et  p un  nombre  cntior  moindre 
que  n,  on  pourra  donc  écrire.  fi'=(fi")".fi?  ; on  prendra  la  valeur 
de  fi*  dans  l'équation  (1) , pour  l’élever  à la  puissance  de  m et  la 
multiplier  ensuite  par  fi',  puis,  toujours  avec  le  secours  de  l’équa- 
tion ( 1 ) , on  éliminera  successivement  du  résultat  toutes  les 
puissances  de  fi , égales  ou  supérieures  à fi*.  On  conçoit  facilement 


=o...(i)  ; 
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que  le  résultat  de  cette  opération  doit  être  de  la  forme 

jg-=r  + r« « +rv+rv....+T(v 
+ T,fi  + T',<tfi  +ri«^....  + 7’1‘,-,V-/J 

+ r.e*+  r .«/»•+ . . . . + *• 


+r„_,ir 


.+  r 


les  coefficiens  T,  T'.'. ..T,,  7",,  etc.  étant  des  fonctions  ration- 
nelles de  r,  et  des  coefficiens  A , B , etc.  de  l’équation  (t). 


On  obtiendra  d’abord  une  valeitr  particulière* de  y„t,  en  multi- 
‘ pliant  cette  expression  de  fi'  par  a a.* , et  changeant  les  constantes 
arbitraires  a et  *,  ainsi  qu’on  l'a  fait  dans  le  n".  toi  a,  on  formera 
une  suite  de  valeurs  particulières  de  yx, ,,  dont  la  somme  satisfera 
encore  à l'équation  proposée,  parce  qu’elle  est  du  premier  degré; 
enfin , les  considérations  du  n*.  cité , étant  applicables  au  cas  actuel , 
permettront  de  changer  en 


rf(Ar),  rf(.v+t), 

les  termes  de  la  première  ligne , 

TS, 

en  T,  f,(*),  T',f((*+i), 

les  termes  de  la  seconde  ligdc  , 

T.t’fi,  J, 

etc. 


T'ffjr+i),  etc. 

T'a1**,  etc. 
T'V.Ca.'+O»  etc. 

T’.a’+'fi,  etc. 


en  désignant  par  f (x) , f.(ar)  , etc.  des  fonctions  arbitraire* 

de  x , indépendantes  les  unes  des  autres.  Le  nombre  de  ces  fonctions 
sera  évidemment  égal  à n\  car  la  dernière  ligne 


7" (»_.)**£'  + T 

fournira  les  termes 


(/-•+») 


i 
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et  l’on  aura 

^.„=Tf(x)+rf(A:+i)  + rf(r+i)  + r'f(*+3) 

• + r«f(*+*) 

+ r,fI(*)+r1f1(*+i)+r1f1(*+l) 

— a)  * 

+ T\  f,(*+«— i) 

+ r.f.(x)+r.f.(x+i) 

+r‘'"*1f(^+/-l) 

et— n— 1) 

+ 7(a-i)f»-.W + 7’(,_l)  {n-<(x+‘—‘ "+*)• 

La  détermination  de  ces  fonctions  arbitraires  s’opère  au  moyen 
des  n premiers  rangs  horizontaux  de  la  table  du  n“.  ion  , c’est-à- 
dire  , en  supposant  que  l’on  connoisse  les  valeurs  de 

y ri  0»  y*  9 y x > ••  • \y*  » »-i  > 

quelle  que  soit  celle  de  x ; car  il  est  visible  que  l’expression  de  à' 
devant  se  réduire  successivement  à i , j8 , 0’,  etc.  il  en  résulte 

que  dans  ces  hypothèses , lorsqu’on  y fait  t — o , =i  , =1 , etc. 


T=  i , 

T'  —o , 

T-  =o. 

T"=o,  etc. 

Tt= I, 

T' -o. 

T'.  =o. 

T"',=o , etc. 

r,=i. 

r.= o, 

T\=  o, 

T".=o,  etc. 

etc. 

et  que  l’expression  générale  dey',, , donne  par  conséquent 

7*»»==^(-Y)j  y*  » i—  fi(  * ) » y*  » »==f.(x')  t etc. 
d’oii  l’on  conclura 

y„  i =T, y,*  o+  T'yr+<  > .+ T ’ y*+i  » .+  T"y*+\  » + T^y,+I, , 

+ T,y„ . + , . . . + yr+l_, , , 

■f-  ^ »/ï+u  i*  • • • 

_(l — n—  i ) 

+ » »-i  • • • • + ) #-i« 

1016.  On  peut  aussi  parvenir  à déterminer  y,, , par  la  connoissance 
des  m premiers  rangs  horizontaux  et  des  n — m premières  colonnes 
verticales  de  la  table  du  n".  i5it;  c’est-à-dire , lorsque  les  valeurs  de 


y**»*  y*i  t * y * i • *y  xy  m—t 

Appendice.  K k 


258  Ctf.  I.  Du  Calcul 

seront  données  ausii  bien  que  celles  de 

.y®»*»  y*>  *•  • • *yn-  m— 1 ,1* 

En  faisant  toujours  yx , a a'/S',  ce  qui  conduit  à l’équation  (t), 
on  pe«t  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  du  produit  au  l eu 

de  celle  de  P' , pour  la  substituer  dans  l’expression  <t*p‘,  décomposée 
en  ( afin  d’en  éliminer  tous  les  termes  affectés  d i pro- 

duit de  a’~mp'",  ou  des  puissances  de  ce  produit , et  qu’il  n’y  reste 
plus  par  conséquent  que  des  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  a 
soient  moindres  que  n — m , lorsque  celui  de  p est  égal  à n,  ou  sur- 
passe n , et  des  termes  oit  l’exposant  de  a étant  n — -n , ou  surpassant 
n — m , celui  de  P soit  toujours  moindre  que  n.  11  est  facile  de  voir 
quecette  équation  doit  donner  un  résultat  de  la  forme 


’ü'—y 

+y  <t 

+ V"  

(*+*-») 

+y,*p’ 

+yyp 

. + yf  p 

+ y ,8* 

+ y ,«£* 

+y\*'P' 

M 

+yji' 

+ym*pm 

+ r»*'pm 

m 

+ r-+,Pm+' 

+y^<tp"+'+y^yp-+‘. 

(n—m — 0 

..  + y a"—'p"+ 

m+l 

+ ^„+1«Æ-+*+ yr*%  ..+V"  V— * /r** 


+y,^'  +n+,*rH  + *'%■•**♦*..  . . + y'™~" p*», 

dans  laquelle  les  lettres  V,  y , etc.  V, , y, , etc.  désignent  des 
fonctions  rationnelles  de  t et  des  coefficiens  de  l’équation  (i). 

Il  suit  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des  racines  des 
équations , que  les  différens  termes  de  l’expression  précédente  sont 
absolument  irréductibles,  parce  que  le  terme  ne  s’y  trouvant 

plus  , toutes  ' les  autres  puissances  et  produits  des  lettres  « et  P ren- 
ferment nécessairement  des  quantités  irrationnelles  distinctes  et  irré- 
ductibles entr'elles.  Si  donc  on  subtitut,  dans  l’équation  proposée 
aux  différences  , la  valeur  de  y,, ,,  déduite  de  cette  expression,  il 
faudra  que  tous  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  * et  de  p 
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te  détruisent  séparément , ce  qui  arriveroit  encore  si  l’on  remplaçoit 
chaque  produit  de  la  forme  par  une  fonction  quelconque  de  r et 
de  s.  Au  moyen  de  cette  remarque , nous  obtiendrons , pour  la  valeur 
complète  de  yr, ,,  l’expression  suivante: 


y„  f(o, o)  + y f(i , o)  + v"  f(i , o)+  y f(,.,  0) 

+^’)f(r+/,0) 




+ ^.f(o,a)+  V\ f(i , i)  + A".f(2,  i)  + f"".f(3 , a) 


■ y**'  1, 1) 


+ rM{(o,m)  +vm  f(i ,m)  +y„  f(»,*o 

ttn — m — i.m) 

• • m x ( * ' 

+ ^'«+,f(o»'”+')+,"»+.f(,.'”+,)+f".+,f(1>l"+l)  • • • • 

+ crv-'*-1  » m+ 0 

+ ^«+/(0, «+»)+ . . . . 

• + °f(/J-m  — 1 , m + 1) 

+f'^Hf(o,x+t)+y'lH((i,x+t)+yM^{(itx+t) . . . . 

(»— m— 1) 

. + ^ f(n — m — l,ar+r). 

Il  nous  reste  à déterminer  la  fonction  f,  ce  que  nous  effec- 
tuerons en  faisant  successivement 

r=o,  =1,  = 1,  =3,  etc....(m— 1 ), 

puis  x—  o , = 1 , =i,  =3,etc....(« — 1 > — 1), 

indices  qui  répondent  aux  valeurs  données  de  y, nous  connoî- 
trons  pour  chacune  de  ces  hypothèses  les  coefficiens  V,  V , etc. 
en  examinant  ce  que  devient  alors  le  produit  Lorsque  e=o, 
ce  produit  se  réduisant  à *?,  il  ne  doit  rester  dans  son  développement 
que  le  seul  terme  V^a.*  ; l’on  doit  donc  avoir  PW=i , et  tous  les 
autres  coefficiens  deviennent  nécessairement  nuis  dans  cette  hypothèse. 

Kk  1 
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Q'ianc!  ar=i , il  vient  V ce  qui  donne  f",  — i , et  les  autres 
coefficiens  nuis. 

En  général  lorsque  x-=n — m — i , on  a 


V 


(n— m— i ) 


«"-”■■18’,  y =i, 


et  tons  les  autres  coefficiens  nuis. 

En  établissant  les  mêmes  hypothèses , et  leurs  conséquences , dans 
l’expression  générale  dey-, , , , on  reconnoît  que 

y mi  e=  o ) 9 y m f i=^(^i  t <y i9  t ) , 

quel  que  soit  x , et  ensuite  que 

f y 09  f ( °»  * ) * y,  « i“  •yn—m-t  > i=f(a— t > * ) > 

quel  que  soit  c. 

On  aura  par  ce  moyen 

y, y t=y  yo,o+y'  y,9o+y'‘y.9o+f/"  y».  '■  

+ yi‘+,)yi+l,  . 

+yly.9,+y,y',.+r’.y.,,+r‘\y„. 


>1+9-9) 

+y,  y M*-,  y . 


(«+<-!) 

+^,  d'x+i-.  . • 


"h  y.j  n “f"  ^ n*  ^1)»  *1*  ^ m 

(*— m— i) 

«•••••■•  -f-  ' j*  y*—  »*— t > tn 

"4*  y m>  >»+i  “I"  ^ m+tji  9 m+1  4“  ^ y%  9 » 


(n— m — 1) 

+ w* 

«X  n — m— 1 9 «t-H 

W#*i 


4"  ^m+%y • 9 m+*  4"  ^ 1 9 «Lfa  4”  ^ "’+iJ*  9 * 


(n-m-i) 


4“  y x+t  7 • y *-M  4“  ^ x+t  y \ y x+j  4"  y x+t  y t y x4 .* 
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1017.  Le  moyen  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n“.  1015  , pour 
obtenir  l’expression  de  0',  peut  suffire  pour  chaque  cas  particulier; 
mais  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  d’en  exposer  un  autre  d’api ès 
lequel  on  puisse  construire  des  formules  générales  ; pour  cela  prenons 

(1), 

A,  A,  ,...An_,y  désignant  des  polynômes  en  a,  le  premier  du 
degré  r,  le  second  du  degré  t — 1 , ainsi  de  suite,  jusqu’à  An_t , 
dans  lequel  a ne  doit  monter  qu’au  premier  degré.  Représentons 
par  ,3',  0",  0",  etc.  les  diverses  racines  de  l’équation  ( i ) , nous 
aurons  ces  équations 

0"  =A+  Aj 3'  + Aj!'  +A/' . . . + An_,9'"-‘ 
r=A+AX+Ax9"‘  + A^\ . . +An_tl S"— 
etc. 

dont  le  nombre  Sera  suffisant  pour  déterminer  les  polynômes 
A , A, , A% , etc.  il  ne  restera  plus  qu’à  mettre  pour  0',  0",  etc. 
leurs  expressions  en  « ; mais  l’équation  (1)  devant  être  identique , 
indépendamment  d’aucune  valeur  particulière  de  a , il  suffira  d’y 
substituer  pour  0 une  expression  en  série  ascendante  suivant  les 
puissances  de  a ; et  par  conséquent  on  n’aura  qu’à  chercher  par  de 
pareilles  séries  les  valeurs  des" racines  0',  0",  etc.  pour  les  substituer 
dans  les  valeurs  de  A , A,,  A,,  etc.  en  observant  de  les  pousser 
jusqu’à  la  puissance  r de  a dans  le  premier  polynôme  A , à la  puis- 
sance t — 1 dans  A, , et  ainsi  de  suite  , jusqu’à  AM_, , où  l’on  pourra 
s’arrêter  à la  première  puissance  de  a. 

11  n’est  besoin  de  déterminer  par  cette  méthode  que  le  premier 
terme  de  chacun  des  polynômes  A , A,,  A , , etc.  parce  qu’on  peut 
trouver  la  relation  que  les  autres  ont  entr’eux  à l’aide  de  la  différen- 
tiation relative  à a , comme  dans  le  n\  98.  L’équation  (1)  donne 
successivement 

/10  = 1 { A+A.9+  Axf.  . . .+An\,fr-} 

tdll  _ dA  + fiJA,+p‘<iA,  + ttc.  + (A,  + 1^,0 + 3.^,0’ + etc.  ) </0  _ 

0 A+A,Q+A,Q’+etç. 
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on  éliminera  de  cette  dernière  t//3 , à l’aide  de  la  différentielle  immé- 
diate de  l’équation  (t);  on  fera  disparoître  les  dénominateurs  du 
résultat  que  l’on  ordonnera  par  rapport  au*  puissances  de  fi  et  de  * , 
et  dont  on  chassera , au  moyen  de  l’équation  (i) , les  puissances  de  fi, 
dpnt  l’exposant  est  égal  à n , ou  surpasse  ce  nombre  : égalant  ensuite 
à zéro  les  coefficiens  de  chaque  puissance  de  fi,  on  aura  n — i, 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  a et  les  polynômes 
A , Alt  A,,  etc.  Ces  polynômes  étant  mis  sous  la  forme 

A —T  + T'  «+  T"  «,  + T"'«5 + T< V 

A,—T,+  T\a.+  + 

A,=T,+  T\x + T(,~V‘ 

3 

etc. 

on  en  prendra  les  différentielles  par  rapport  à a,  et  substituant  dans 
les  équations  différentielles  dont  on  vient  de  parler , la  compa- 
raison des  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  a , fera  connoître 
les  relations  qu’ont  entr’eux  les  coefficiens  T,  T',  T", ...T,,  T\ , etc. 

Il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver , d’après  ces  indications , des 
méthodes  applicables  à la  détermination  des  coefficiens 
y,  y,  y", ...y,,  y,  ,etc.  du  n°.  1016.  Si  l’on  prend  la  différentielle 
du  logarithme  de  chaque  membre  de  l’équation  a’fi'—y+etc.  de 
ce  n°. , que  l’on  chasse  dfi  du  résultat , au  moyen  de  l’équa- 
tion (i)  différentiée , enfin  qu’on  élimine  le  produit  a‘~mfi"  et  ses 
multiples  , on  obtiendra  une  dernière  équation , dont  chaque  terme  , 
égalé  séparément  à zéro , fera  connoître  les  relations  des  coefficiens 

y,  y,  y,... y,,  y,,  etc. 

1018.  Nous  allons  parcourir  les  diverses  remarques  que  Lagrange  a 
faites  sur  les  méthodes  que  nous  venons  d’exposer  et  dont  il  a enrichi 
l’analyse.  Il  est  d’abord  évident  que  l’on  peut  obtenir  pour ytf,  autant 
d’expressions  différentes  qu’il  y a de  termes , dans  la  dernière  colonne 
de  l’équation  proposée  aux  différences  , en  éliminant  successivement 
du  développement  de  a.’ fi' , chacun  des  produits  en  a et  fi  , qui  af- 
fectent la  dernière  colonne  de  l’équation  (i). 

Lorsque  l’équation  (i)  peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels, 
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on  considère  séparément  ces  divers  facteurs , pour  arriver  è l’expres- 
sion de  qu’ils  donnent  chacun  en  particulier  , expressions  qui 
sont  autant  de  valeurs  particulières  de  y,,,  et  dont  la  somme  fournit 
la  valeur  complète  cherchée. 

Pour  éclaircir  ce  fait  analytique,  Supposons  que  l’équation  (i)  soit 
le  produit  de  deux  facteurs  rationnels,  l’un  du  degré  p,  l’autre  du 
degré  q ; nous  allons  montrer  qu'en  désignant  par 

+ 1 P,  «+  C,*‘ 

+ + l=o,  +B',t  + C',*a.  . . . 

+o* 3 +c‘,*‘ — 

ces  facteurs , l’équation  proposée  aux  différences  sera  satisfaite  sé- 
parément par  les  deux  équations 

y,+, ,,  +C,y,+., +K,y*+,.t  ) 

*1*  B • 4* ^ .y i+p—i i ( , > = o 

+ C",y,,u. etc.  J 

i~1~b,  y^+t  ,4  ~t~G,ys+€,,  « • • • .“h^a  y*+q.t  1 

+ B' %y, , ,+,  + C j,*, , + G',yI+r_, , ^ , > = o , 

+C‘.y, ,»+. J 

l’une  de  l’ordre  p et  l’autre  de  l’ordre  q ; et  que  par  conséquent  si 
l’on  représente  pary,,(,  la  valeur  complète  tirée  de  la  première, 
et  par_y', , , celle  que  donne  la  seconde,  on  aura  yÆ , ,=ÿ x ,,+y\,,. 
Cette  dernière  expression  sera  complète,  car  elle  renfermera  p + q 
fonctions  arbitraires:  savoir,/»  provenant  de  la  valeur  de  y'rt, , 
et  q de  la  valeur  dey,,,. 

Pour  parvenir  è la  proposition  précédente , nous  allons  chercher 
quelle  doit  être  l’équation  de  l’ordre  p qui  satisfait  à l’équation  pro- 
posée. En  représentant  la  première  par 

*y*>  , i 4"  c yx+x  , «•  • • • • • + k yx+Pt  t ^ 

4*  k y s y <+«  4"  ^ y *+ 1 y m-«  • • • • 4*  k yT+p_t , i 

4*  ^ y*  y + k y x+p-%  * = o , 


+ ^f)y*  ) t+p 
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et  faisant  successivement  varier  x et  /,  pour  obtenir  les  consecu- 

tires  , nous  en  déduirons 

+c yx+\u  • -4- etc.  ) 

+ ^^,4.0  |+i  fc4-t  / =0 

*4"  ^ y r+1  9 t+a  J 

ay.x+i+b^«-  9/4.1  *4"  e y x+%9  <4.1  etc,  j 

*4* c y*+\ji4+  1 =° 

i\...ajvt,»«  +b^r+,,,  + etc.  |=o 
+ b>,+..<+>  •> 

a.y,+.M+.  +b  .>'*+.«<+•  + etc.  |=0 

+ b>x+1 , J 

a y»  > (+1  +b^,+,,«+.  + etc.  |=o 

+ > *+!  ' 

etc. 

maintenant  si  nous  multiplions  respectivement  chacune  de  ces  équa- 
tions par  les  coefficiens  indéterminéstaP , Q , Q1,  R , R % R ",  etc. 
que  nous  ajoutions  les  résultats  , nous  aurons 
a/>„.+(bf>+a<2)>',+,,.+  (c  /»+b  Q +aR  )*,+.„  +etc.| 

+ (b'P+aQ!)y,,,+>  + (t'P+  b'Q+bQ'+aA  > — o, 

+ (c"P+b'<2'  + a/?")>„(+,  ) 

comparant  ce  résultat  avec  la  proposée,  nous  aurons 

ap—A  b /*  + a 0 —B  , c R +bQ  + aÆ  =C , etc. 

iP~A>  b'P  + aQ'=5',  c'P+b'Q  +bQ'  +aR'  =C' 

b + * , c»>  +b<Q'-+a*'=C', 

équations  qui  sont  précisément  ceUes  que  l’on  obtiendroit  en  multi- 
pliant l’un  par  l’autre  les  facteurs 

a+b*  + c «*  + etc.  ) 

+ b'/3+C'*fi  [■ 

+ cv  j 

P+Qa+R  «*  + etc. 

+ Q'P  + R'*H 
+RY 

et  en  comparant  le  produit  avec  l’équation  (t). 


.itui  * 

c <t*  + etc.  ) 
c'*P  i 

cY  j 


-r~r 
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Il  est  facile  de  poursuivre  le  calcul  que  nous  venons  d’indiquer  et 
même  de  le  débarrasser  de  toute  induction  , et  de  voir  en  même  tems 
qu’on  en  peut  faire  un  semblable  sur  les  équations  aux  différences 
contenant  deux  variables  et  aussi  sur  les  équations  différentielles. 
Il  en  résulte  bien  évidemment  que  1 équation  aux  différences  , cor- 
respondante à chacun  des  facteurs  de  l'équation  (1),  satisfait  à la 
proposée. 

Lors  donc  qu’on  aura  décomposé  l’équation  (1)  en  deux  facteurs  , 
l’un  du  degré  p , l’autre  du  degré  q , et  qu’on  sera  parvenu  aux  ex- 
pressions complètes  dey't, , et  dey',,, , on  en  déterminera  les  fonc- 
tions arbitraires  en  supposant  données  les  valeurs 

y » » • > y,j  1 1 y o y 

y ri  « * y *>1»  y y , » < » etc. 

Pour  passer  ensuite  de  ces  valeurs  à celles  de 

y*to  y 11  y.ttt  etc. 

il  ne  s’agira  plus  que  de  combiner  les  équations  aux  différences 
, ,•  avec  l’équation  yx , ,=y'„  ,+y\„ , afin  d’en  tirer 
par  l’élimination  , les  expressions  des  fonctions^',,,  et  y’,,,,  au 
moyen  de  la  fonction  .y,,,  et  de  ses  différences  ou  de  ses  valeurs 
consécutives. 

1019.  Si  l’équation  (1)  se  décomposoit  en  facteurs  qui  fussent  des 
puissances  parfaites  d’autres  facteurs  , l’expression  y ,, , , obtenue 
d’après  les  remarques  précédentes,  ne  seroit  plus  complète.  Si  l’on 
avoit , par  exemple , n"=o , ce  qui  donneroit  m facteurs  égaux 
à n=o,  on  ne  déduiroit  de  chacun  d’eux  que  la  même  équation 
aux  différences , et  par  conséquent  que  la  même  intégrale  ; mais 
il  faut  observer  que  l’équation  aux  différences  , correspondante 
à n”=o,  admet,  outre  la  solution  yr,,-=a.rp,  les  suivantes, 
y ,.«=*«*■’*'»  y„,=  x(x—i)ax-‘M',...'tc. 

ou  celles-ci 

y, > t=  * y, y x t «•“'/g'— . . etc. 

ou  enfin  celles-ci 

y,yi=-t  * V’,  y.  » «=<('—  1 ) etc. 

Apptndict.  L 1 
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qui  se  tirent  de  la  première  en  prenant,  jusqu'à  l’ordre  m — i inclu- 
sivement, ses  différentielles  , soit  par  rapport  à a , soit  par  rapport 
à g , et  en  faisant  même  succéder  ces  différentiations  les  unes  aux 
autres  dans  tel  ordre  qu’on  voudra.  Ceci  est  fondé  sur  des  raison- 
nement analogues  à ceux  du  n°.  648  , d’après  lesquels  on  substitue  , 
au  lieu  des  valeurs  de  a ou  de  />  qui  sont  égales , d’autres  valeurs 
très-peu  différentes  entr’elles. 

Connoissant  un  nombre  m de  valeurs  particulières  de yr, , , on 
en  aura  une  plus  générale  en  prenant  la  somme  des  produits  de  ces 
valeurs  par  des  constantes  arbitraires  différentes  ; et  il  viendra 

y.,,— a a.' P + a'xa.’-'  fi'  + a’x  (x—  l ) + etc. 

mais  pour  arriver  à l’expression  complète,  il  faudra  substituer 
aux  produits 

_ _f f X— 1/5*  X— * fl  r 

a 4.  (&  9 a a à , a cl  f&  , etc. 

des  fonctions 

. y M»,  y y 

on  aura  ainsi 

y, y «=/.. .+  *y'.~ . ,«+*(*—  i )y",., , ,+  etc. 

en  observant  que  les  fonctions  y',,, , y\ , , , y"',, , , etc. 

doivent  satisfaire  à l’équation  aux  différences , correspondante 
à n=o.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entreront  dans  la  compo- 
sition de  celles-ci  seront  les  mêmes  ; mais  en  passant  dans  les  valeurs 
d ej',,11  elles  prendront  chacune  un  indice  particulier.  Pour  les 
déterminer  on  se  conduira  comme  dans  le  n”.  1016  ; on  les  exprimera 
d’abord  au  moyen  des  premières  valeurs 

y rt . 1 y 1 j etc.  y 0 , 1 1 y [fit  etc, 

->  y\t.t  etc.  y\,,,  y,,»,  etc. 

, etc. 

et  l’on  introduira  ensuite  les  valeurs 

y*!  o»  j'.iD  etc.  y*ti>  ymt  etc. 
en  éliminant  les  premières,  à l’aide  de  la  relation  qui  existe  entre 
les  fonctions  yItt,  y',t',  etc.  et  des  équations  en 

y’ j) it  «te.  déduites  de  n=o. 
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Nous  n’entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  sur  cette  matière 
qui  devient  très-compliquée  ; ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour 
mettre  sur  la  voie  les  lecteurs  intelligens  qui  auront  présentes  à l’esprit 
les  diverses  remarques  semées  dans  cet  ouvrage.  Nous  passerons 
aussi  sous  silence , par  cette  raison  , la  théorie  des  équations  entre 
plusieurs  fonctions , que  l’on  peut  traiter  à peu  près  comme  les 
équations  différentielles  du  n\  656  , ou  comme  les  équations  au* 
différences  du  n*.  996. 

1020.  On  parvient  à des  résultats  analogues  pour  les  équations 
aux  différences  , contenant  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables , qui  répondent  aux  séries  récurrentes  triples , quadruples , etc. 
Pour  se  former  l’idée  d’une  série  récurrente  triple , par  exemple,  il 
suffit  de  concevoir  une  fonction  qui  varie  de  trois  manières  diffé- 
rentes, ou  qui  renferme  trois  variables  indépendantes  ; une  semblable 
série  se  disposeroit  naturellement  dans  les  cases  d’un  parallélépipède  , 
formeroit  alors  une  table  à triple  entrée , et  si  on  en  désignoit  le 
terme  général  par „ , l’une  des  arrêtes  contiguës  à un  même  angle 
du  parallélépipède,  seroit  la  bande  des  x,  l’autre  celle  des  t,  et  la 
troisième  celle  des  u. 

Nous  nous  bornerons  à traiter  l’équation 

^y ».  i.  u y*+t . t.  M-P  ^ y T+t  > <-+-»  > » f ^y»+ , » t+ 1 » «+t  | 

l+t  ) y»+i  ) t . n+t  > — O 1 

+R'y*.t.u+,  +C"y  ’xtt+lt  u+t  j 

contenant  une  fonction  dépendante  de  trois  variables , et  que  l’on 
doit  regarder  comme  étant  du  troisième  ordre , à cause  du  terme 
Dy,+l  , En  y fai5ant  y*,  i.  u =a*9Pymt  et  divisant  par 

après  la  substitution  , il  viendra 

ji  + B a -f-  C ee£-f"  Dtt$y 
+ B*  £ -f*  C'  tty 
+ B"y *+■ C“fiy 

doit  on  tirera  > = 

et  l’on  aura  par  conséquent  dans  l’expression 

A +B  a+B'H+CaP-f 

“"H  B'+C'a  + Ct+Dat  /* 

L1  1 


- 


..(0. 


/ 
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pour  la  fontion  cherchée  , une  valeur  contenant  trois  arbitraires  a,  « 
et  fi  ; mais  cette  valeur  n’est  encore  que  particulière , et  si  on  donne 
à celle  de  > la  forme 

B'  B A 

C + h— d — - 

“ fi  ‘fi 


y C"  C'  B * ’ 

#+—+—+— 

* fi  <tfi 

en  divisant  par  a/3,  son  numérateur  ainsi  que  son  dénominateur, 
et  qu’ensuite  on  en  développe  la  puissance  u , en  série  ordonnée  par 

rapport  aux  puissances  des  quantités  - , -,  on  obtiendra  un  ré*. 

*•  fi 

sultat  de  la  forme 

>m=V  +y  — — t-J"' -V+*"- r+etc. 

<e  et  et 

+r.j+r.±+r.-à+'*-  . • * 

••  +y‘i+y,‘^+ttc’  • 


+^+etc- 

+ etc. 

Il  n’entrera  dans  les  coefficiefts  V,  y. . . V,,  etc.'que  les  constantes 
A,  B , etc.  et  l’exposant  variable  u.  Par  la  substitution  de  cette 
série  le  produit  *rfi'?“  ne  contiendra  plus  que  des  termes  de  la 

(r)  J f 

forme  V — ; et  par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n\  1016; 
‘ a fi 

on  se  convaincra  que  ces  termes  peuvent  être  remplacés  par  d’autres 
de  la  forme  f désignant  une  fonction  arbitraire,  ce 

qui  donnera 


+ y f(r-i , 0 +v  f(x— z,  r)  + etc. 

+ f— 1)+  etc. 

+ V,((x  S (x — i ,r — 1)+  etc. 

+ f,,f(x,r— a)+  etc. 

+ etc.  ’ . ,,  ‘ 


...  -- 
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Cette  expression  peut  se  traduire  en  une  autre  qui  ne  dépende  que 
des  valeurs  de 

y xi  t»«9  y*— ii*- 1»®>  j's-iti-i»#) 

etc. 

contenues  dans  une  table  à double  entrée , qui  résulte  des  seules  va- 
riations de  x et  de  c , et  qui  formeroit  une  des  faces  de  la  table  pa- 
rallélépipède ou  à triple  entrée.  En  effet , lorsque  u—o , on  a >“=  1 , 
d’où  on  conclut  V=i , et  tous  les  autres  coefliciens  sont  nuis, 
il  vient  donc  y,,  ,,,=  ((*,  t)  i puis  suivant  à cet  égard  la  marche 
tracée  dans  les  n“.  1012,  15  et  16,  on  obtient 


y..t. 


+ ry  r-i  M)o  +r"y,_.,„.  + 

^1^1»  (— 1 %y a—.  > 1— » t.4'  ^ 1 y*—*  j i— ■ etc. 

^ .y t-ii  .+  v x— ■ 1 (-D , +etc. 

+ JV,»  >-)>.+ etc. 

+ etc. 


+ 


résultat  parfaitement  analogue  à celui  du  n*.  1011,  et  ayant  aussi 
l’inconvénient  d’être  indéfini , à moins  que  trois  des  quatre  quan- 
tités B',  C C“ t D , ne  s’évanouissent,  ou  que  les  valeurs  dey,,  „ 
relatives  aux  indices  négatifs  ne  soient  toutes  nulles.  On  pare  à cet 
inconvénient  par  le  moyen  d’une  méthode  absolument  semblable 
à celle  du  n*.  1015  , et  sur  laquelle  nous  ne  saurions  nous  arrêter. 

1021.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  suppose  que  les 
coefliciens  A,  B , C,  etc.  de  l’équation  aux  différences  soient 
constans  ; Laplace , qui  le  premier  s’est  occupé  de  ce  genre  d’équa- 
tions , a donné  un  procédé  un  peu  moins  simple , mais  aussi  à l’aide 
duquel  on  peut  intégrer  une  classe  assez  étendue  d’équaiions  à 
coefliciens  variables.  11  a fait  remarquer  en  premier  lieu  que 
l’équation 


y a*  1 — ^,1  *y  x~  1 9 1— 1 ^,1  ty (-if*  ^ x 9 *y  x— r > • • -f-  » 1 , 

dans  laquelle  les  deux  variables  indépendantes  décroissent  de  la  même 
manière  , peut  se  changer  en  une  autre,  où  l’on  n’a  plus  à considérer 
que  la  seule  variable*.  En  effet,  si  l’on  prend  t=x — K , AT  étant  une 
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constante  , et  que  l’on  mette  cette  valeur  dans  les  coefficiens 
”*•>>  v ,yt  U" , , i , etc. que  l'on  représentera  ensuite  par 
^ s>  s t et  , et  que  l’on  change  yxf,  en  «, , on  aura 


".=-Y AT',»,-. + • .. . + W,  ; 


l’intégrale  de  cette  nouvelle  équation  donnera  l’expression  de  y,,lt 
lorsqu’on  y substituera  a — t au  lieu  de  K , et  il  faudra  regarder 
les  arbitraires  comme  des  fonctions  de  .r — r. 

ton.  Lorsque  les  deux  variables  ne  décroissent  pas  de  la  même 
manière  , les  fonctions  arbitraires  paroissem  devoir  être  affectées  du 
signe  d’intégration  s.  Si  l’on  a , par  exemple  , 


y s 1 1 y s— y » t^y s—\  » <— * » 

et  que  l’on  fasse  d’abord^,, ,=f(.e), il  en  résulte y,_,,  ,=f(*— 1); 
prenant  ensuite  r=i , l’équation  proposée  devient 
y *y *~y r—xt y *-tt  t * donne  yz—t9l  , d’où  l’on 

conclut  àIyI_l , ,=  f ( a:  — i ) , par  conséquent  &,yx. f(  x ) et 
xf(*):  passant  à t=j  , on  aura 


y.ti—ys-, . i +y,-, « . > ou  y,, ^—y,_, , ,=sf(*u-  i) , 
augmentant  l’indice  x de  l’unité , il  viendra 

^,,=Sf(x)  et^,,=  2*f(Ar). 

Si  l’on  continue  ainsi,  on  obtiendra  y, , ,=r’f (a) , formule  peu 
commode  , quoiqu’il  soit  possible  d’exprimer  le  second  membre  par 
une  suite  de  termes  affectés  d’un  seul  signe  d’intégration  ( n°.  918  ). 

1013.  Considérons  à présent  l’cquation 


y, , ,—A,ys-x  y «+ A'sy,-. , . + A"sy,-\ , ,+  etc. 

+ B*y,y  t- 1 + B',y,-x  > t~x + B ",  + etc. 

qui  n’est  que  du  premier  ordre  par  rapporté  la  variable  r,  et  com- 
mençons par  nous  occuper  du  cas  particulier 


Y ,t  i=A,y,-x  y .+  B,y,yt-x  + C,. 

Cette  équation  suppose  que  x et  r surpassent  l’unité.  Si  nous  faisons 
successivement  at=i  , a:=3  , nous  en  tirerons 


y » y t — A%y  1 y i4*  B%y*  y i— | *f  f,....  (a) 
yt,t  t~ A\ y,  y «+5}  y,,  ,_| +c,. . . . (i) , 
et  de  ces  dernières  nous  déduirons  une  résultante  dans  laquelle  l’indice 
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relatif  à x ne  sera  que  1 ou  3 , en  éliminant  les  termes  y., et  y, , 
Pour  nous  procurer  un  nombre  suffisant  d’équations,  nous  change- 
rons t en  / — 1 dans  (i) , qui  deviendra 

y\  » + » i-t+  ••  ;(0  ! 

chassons  maintenant  des  trois  équations  (a)  , ( h ) , Q>)  , les  quantités 
y,,,,  y,,,_,,  comme  des  inconnues  distinctes;  pour  cela,  multi- 
plions respectivement  par  a et  £ les  équations  (a)  et  (£') , que  nous 
ajouternos  avec  (é)  et  nous  aurons , 

J't >«=(5i—£t)Vi-i  + £5, + «C,  + C,+£C,|  _ 0 ^ 

égalant  à zéro  les  coefficiens  de  y,, , et  dey,, , nous  obtiendrons 
A , — *=o  ou  *=A) , «2?,  + jM,=o  ou  £=— .9,  ,• 

d’où  il  résultera 

y\yi — (91  + .9,)y,,,_I  + .9,9i-yiII_, — (* — =o(j). 

Si  on  désigne  par  t (t)  la  fonction  _y, ,, , évidemment  arbitraire, 
cette  équation  pourra  être  traitée  comme  ne  renfermant  plus  que 
la  seule  variable  t,  puisque  les  indices  relatifs  à x sont  les  mêmes 
dans  tous  les  termes,  ou  que  tous  ces  termes  seroient  placés 
sur  une  même  ligne  horizontale,  dans  la  .table  à double  entrée  j qui 


représenteroit  la  série  proposée. 

Prenant  *=4  , l’équation  proposée  donne 

yi,t  =-diy),,  + 54y4,,_,  + C, (O  » 

en  diminuant  l’indice  t de  1 et  1 successivement , on  aura 

yn  i-i  + 54.y4,  <— » + é* (O 

7'4>‘-*=:-'^4.yi><-»  + 54_)'4>l_,+  C4 (O» 


les  équations  c,  c,  c",  combinées  avec  l’équation  (3) , fourniront  le 
moyen  d’éliminer  y',,,,  y^,t  , et  d’arriver  à une  équation 

qui  ne  contienne  plus  quey4, ,,  yitl_, , y4, , et  la  fonc- 
tion arbitraire Cette  équation  sera 

7*ii — (S..  + 9,  + 5j)y4, <_,  +(  9,  9,  + 9,94  + 9, 94)y4, — 9,9j54j4) 
-^4ZJ4-C’4(i-5,-^  + 5.fl,)=o, (4), 
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en  faisant  pour  abréger 

Passons  encore  à *=j  , nous  trouverons  successivement 
.Xsm  =^s>'* » < +^s.75 »«-.  + £$  • • • • (<0 

>'S><-t=^S^4><-i  + -®sJ,Sw-.+  C5  ....  (/) 

y^‘-y= 'ttfiJt-,  ^,  + C5  ....  (<^“) 

J't»»-!— ■^5>'4*«-}  + -®S>'S»»-*  + ^S  «...  (<0» 

• équations  qui  serviront  à éliminer  , , , yf , , yt , , yK  , ,_j  de 
l’équation  (4)  , et  conduiront  à 

7s  » <~(5.  + B\  + st  + 5s)^s  * «-■ 

+ (Æ.Æt+A®4  + é?.®s+.3|f?i  + i?i2?s4-i?ll2?s)^'s» 

— (Æ.5)54  + 5.B)S5  + 5,54fi5+51543î).y5,1_> 

— C^(t — 2?, — 5, — Bt  + B,Bi  + B,Bt+B^  Bt — B,  Æ,54) 
en  faisant 

— ^4Z?t— C4(r— B,— B,  + 5,fl,). 

La  composition  de  ces  équations  est  facile  à saisir;  et  si  l'on  re- 
présente le  dernier  résultat  par 

y*i <—M*y* » t-,  + N,y, , — P ,i . .^Tyxtl_l+l=fzD,—o  (x), 
les  coefficiens  Mx,  Nx,  P,...DX,  y seront  formés  d’après  la  loi 
déjà  bien  évidente  de  ceux  que  nous  avons  calculés  précédemment. 
On  peut  aussi  les  déduire  successivement  les  uns  des  autres , en 
éliminant 

y*-  i»i*  y r— i 7<-ïi>->>  y*—i  » «-j  »•  • ■ etc, 

entre  l’équation 

1 — ~Mx_ly  x_, >1—1  "é* ^ s— y x— î> t-3 4* P*— y 3— \ 91.).* (* — 1 ^ 

et  les  suivantes , dont  le  nombre  doit  être  égal  à x 1 , 

^ *y * » i— 1 4~  Ca 

y * » *-  t = ^*y  m-1  9 <-l  + ^i7i9(-1  + c» 

<— r^^*y*—\  9 t—*"^B9ya 94_j 4- t 


et 
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«t  en  comparant  la  résultante  avec  l’équation  ( x ) ; car  on  trouvera 

K = +B.M_ 

P,  = P,-,  + B,  A',_, 


D,=-A,D._,-  CX  1 - — P,_.+  etc.  ) , 

équations  qui  ne  sont  que  du  premier  ordre,  et  qui  ne  renferment 
que  la  seule  variable  .r. 

La  valeur  de^,,,  tirée  de  l’équation  (*),  contiendra  un  nombre  x 
de  constantes  arbitraires,  qui  seront  surabondantes,  puisque  la 
proposée  n’étantque  du  premier  ordre,  nedoit  avoir  dans  son  intégrale 
que  la  fonction  arbitraire  f(r),  introduite  pourjr,,,;  il  faudra  donc 
déterminer  ces  arbitraires  par  la  substitution  de  Impression  de  ymt , , 
dans  la  proposée  et  par  la  comparaison  des  termes  semblables  en  x. 

1024.  L’équation  générale  du  n\  précéd.  donne  d'abord 
y a.<  t-i+'f .y,.  t-,+A",y,,^ 

m\’B.y.n  “\~B • • • ■ ■ • • .(1) 

J'tij  ^ tT’t» iJ'u «-t » • • . 

+ B\y.n  + B\y,tu_,+B\  y„,_,  ....  +#, 

+ ^ + 

+ B^y„  + B\  y„ + B\y„  • • • • + *, 

y»  

+ B^y.tt— i+B  ^y,y,_^+B  jj',,,. 4 ....  +Af}  ...... 

etc. 


Si  on  multiplie  respectivement  la  troisième  , la  quatrième  , etc. 
de  ces  équations,  par  A„  A , etc.  et  qu’on  les  retranche  de  la 
seconde , en  écrivant  le  résultat  ainsi  : 
y )»« — y\< «-■  t y\>  *-»  îJ'ik-î  • • • • • • 


•~-^Xyitt~  1 — yv-,  A ] 

— «-»  y^>t-\ 

+ etc. 


— y*.  *7».  1— * • • • • jl 

+ b Xy^-i->~~ y..t- 1 . ...  J 


+ 

+A'j[I — A, — A ]. 

Appendice.  M m 
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on  reconnoîtra  sur  le  champ  la  possibilité  d’éliminer  les  quantités 

y a.  i — i-i — 4\y,' . . . . 

y a.,- 


au  moyen  de  l'équation  (1),  qui  les  donnera  successivement  en 
y»t  » y>u- 1 * ^it  i-t»  etc.  et  de  parvenir  à un  résultat  de  la  forme 

y i) i a\yi> i-i — tt\y\n- • — a y r>  <-)••••  =a\ >»  » 
dans  lequel  on  n’a  plus  à considcier  que  la  seule  variable  t,  et  qui 
s’intégre  par  les  méthodes  des  n"  973  , 979. 

La  même  marche  conduira  à des  équations  semblables  par  rapport 
à y^,  y y-iuf  • •J'.h*  Les  coefficiens  as,  a,,  etc.  seront  aisés  i 
former  par  induction;  il  n'en  sera  pas  ainsi  de  la  fonction  u,,,; 
mais  on  y parvient^n  déduisant  de  l’équation 

ym>  ‘~aaYa I »_!  ij'n  1— »•  • • • +«»>»•  ••  • (■*)  1 

les  suivantes 

B gy a— t J I S I—  1 4*  r-i y r—\  a t—a*  • • 4* 

7t-i  i i-i—B  ,<f_i y,_i  • *— * + B ,a  y,_, n_)...+ê  A-i  * *—  > 

«te. 

dont  la  somme  faite  membre  à membre  est 

B. y.-, . i+  B'.y.-x . + etc. 

[ B,y~-<  « + B'ry—i  »_.+  etc. ] 

B,  y,., , etc.  ] 


+ Bji._, , ,+  B'u,_, , ■+■  etc. 

Si  l’on  y substitue  pour  les  quantités 

B, y , . + B',y,_, , + etc. 

B, y. -y , + B'y,^ , ■+■  etc. 

etc. 

leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  pVoposée , on  la  changera  en 

Y a > * ^ a Y a y t—y  ^ *7a  » t-**  • • • ^ a 

i ^ a Y ay  * » * ““^a  ] 

+ j,«— iLy»  «r-»- • • • ^a  ] 

+ etc. 
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et  en  ordonnant  les  différens  termes  de  cette  dernière  , par  rapport 
aux  valeurs  successives  de  yt,i,  on  aura 

y.  y t=(ai-x  +4,)y, 

— “r-i-dt+d' ,)y,,  f 
+ (a‘*-i — ’A-i  A — «-s 


+ , ,+  + etc. 

+ etc.  JA?,  : 

comparant  avec  l’équation  (x),  on  en  conclura 
a*  =<,»-i  + A 

— “x-i-d .+  4’  c 

a c =a  — a r4*^  t 


etc. 

+ r(l — a*_, — — etc.  )JV,. 

Les  coefficiens  a, , a, , a ne  dépendent  que  de  la  seule  va- 
riable x : il  n’en  est  pas  de  m&me  de  la  fonction  u,, , ; mais  cependant 
l’équation  qui  la  renferme  , se  traite  avec  assez  de  facilité , en 
observant  que  quand  on  prend  pour  yt , , une  fonction  arbitraire 
der,  on  a aussi  u, , f (f) , d’où  l’on  conclut 
«...  =(1—  <*,— a,— etc.)N,  + B,  f (r)  + B\  f(r— 1)+  etc. 


“*>»  = c.  + K f(')  +*',  f(r — 1)+  etc. 

= C-.+  *,_f(<)  +*'«_,  f(r— 0+  «c. 

c,-x  + b,-x  f('— 0 + f ( 1)  + etc. 

etc. 

Lorsqu’on  met  les  valeurs  de  , , , a,_, , , etc.  dans  l’équation 
en  u,u,  obtenue  précédemment,  elle  devient 
«,» »=(*—■ etc.  ) Nx 
+ (B,+  B',+  ' te.  )C„_, 

+ «A_fW  + {B JF"  + 1)+  etc. 

d’où , par  la  comparaison  avec  la  valeur  hypothétique  de  ux,  „ on  tire 

b'.=BJ/,_x+B' J,., 


C,={B,+B',+  etc.)C._,  + (i 


I 


etc.)  A',. 
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L’intcgration  de  ces  équations , et  l’addition  des  constantes  don- 
neront les  valeurs  complètes  de  bx  , b'. , etc.  C,.  Les  constantes  se  dé- 
termineront en  observant  que  lorsque  *=! , on  doit  avoir 
d’où  il  suit  C, r=o , é,  = i , A',=o  , i”,= o , etc. 

L’intégration  de  l’équation  (*)  introduira  un  nombre  x de  cons- 
tantes arbitraires  qui  pourront  être  des  fonctions  de  x-,  mais  ces 
fonctions  doivent , pour  satisfaire  à la  proposée  , cesser  d’ètre  arbi- 
traires , puisque  l’intcgrale  de  cette  dernière  ne  doit  renfermer  d’autre 
arbitraire  que  f(r).  On  les  déterminera  par  la  substitution  de  l’ex- 
pression générale  dey,, , dans  l’équation  proposée. 

10x5.  Pour  appliquer  cette  méthode  à un  exemple  particulier , oc- 
cupons-nous de  l’équation 

y.  1 .= v, , ...  + , , «_ , * 

qui,  lorsqu’on  y fait 

^'•>*==0>  é’ui=:L  = 

fournit  cette  série  à double  entrée 


X 

2 

3 

4 

s«*  •* 

I 

O 

O 

O 

0 etc. 

2 

2 

O 

O 

0 

4 

8 

4 

O 

0 

8 

14 

14 

8 

0 

16 

64 

96 

64 

16 

3* 

160 

O 

H 

310 

160 

64 

384 

960 

1x80 

960 

l 

cet  exemple 

t=o 

, etc. 

=0,  B' 

,=*,  B’, 

du 

n°.  précédent 

nous  donneront 

+ » 

) 

(à“ 

,=  + * 

a*".-. 

_ 1 à a 

OU  < 

) A a 

',——10.'. 

d’où  nous  conclurons 

t 

a.=c  + xx  1 ~c  + xx=c  + x[x]  , 


Digitized  by 


des  Différence  Si  277 

et  seulement  aT_,=  1 (.v—  1),  en  ne  faisant  commencer  l’équation 
proposée  que  lorsque  x=i.  Nous  aurons  ensuite 

et  il  faudra  encore  supprimer  la  constante  c,  pour  que  jV,_,=o , 
lorsque  *=1  ; passant  à 

c’+8î^  = c"+8^) 

2 i.J 

et  supprimant  c',  nous  aurons  cette  suite  de  valeurs 

._,!>]  . _,s  [**1  ... 

. ’ ’ 1.2’  ' l.l.j’ 

dont  la  loi  est  évidente.  Il  ne  nous  reste  plus  que  l’équation 
a, , ,=2H,_,fl,  dans  laquelle  on  doit  regarder  / comme  constant. 
Nous  en  tirerons  ux,j=y  2',  et  comme  uIft  doit  s'évanouir  quand 
x=i , il  faut  que  y—o. 

Ces  divers  résultats  nous  conduisent  à l’équation 

—il  —ai  — t t ■) 

y„‘— 1[°]  W7*,«-.+»*[o]  Wy,,/-,— i5[o]  Ma,,-!  f „ 

-4  « f=°> 

+ »'  [o]  w y, , ,_4—  etc.  J 

à laquelle  on  satisfait  en  prenant  yx),=x',  la  fonction  x étant 
donnée  par  l’équation 

—1  I x —il  2»  -J  3 J» 

1— [o]  0]  -+[o]  [or]  — — [o]  [x]  -J+  etc.  = o. 


qui  n’est  autre  chose  que  ^1  — =o,etne  donnant  par  conséquent 

pour  * que  la  seule  valeur  *=i , ne  mène  qu’à  une  expression  par- 
ticulière de  yx,,i  c’est  pourquoi  nous  ferons  y,,,—nj) La 
substitution  de  cettè  valeur  changera  l’équation  ci-dessus  en 

—i  i —ia  —3  ? 

n, , 1 — [o] [*]n„ + [o]  [i]n. , [o]  [or] 

+ 1°]  [*]n»>  (_4  + etc. 
qui  revient  à n,,i=  0 ( n°.  860  );  mais  on  satisfait  à cette 
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équation  en  prenant  pour  n,,,une  fonction  qui , par  rapport  ht; 
soit  rationnelle  et  entière  et  du  degré  x — i.  On  pourra  donc 
( n°.  Sût  ),  donner  à la  fonction  n^,(  la  forme 

— r-f-i  x — I — r+l  x — 1 — Jr+J  * — J 

n„, =£,!>]  [r— i]  + C',[o]  [r—  i]  + C\[o]  [/—  3]  + etc. 
substituant  ensuite  dans  l’expression  de  yT , „ puis  cette  dernière  dans 
l’équation  proposée , en  observant  que 

— arfi  jt—  1 — r+1  x — 1 — »+l  * — l 

L°]  0— ij  = [o]  [r— x]+[o]  [r— a] 

—T+l  X — X+%  X 1 *+}  *— J 

[o]  0— l]  = [o]  [f— x]  + [o]  [r— X] 
etc. 

et  faisant  varier , par  rapport  à «,  les  arbitraires  C,,  C'.,  etc. 
il  viendra 

cJ°]+'['-~]  + (Ç.  + C.KoTtr-I]  + (r^C'5'H + etc. 
= cJoKt-I]  + (C^+C^.foHV-T]  f-(C"I+C,.JT)[o][A]+etc. 
La  comparaison  des  termes  semblables  donnera 
C,=CT,  C.+C'.=C',+C._t,  C.+C",=C\+C',_,;  e te. 

ce  qui  se  réduit  à C,  =C,_, , C',=C',_t , etc. 

d’oii  l’on  doit  conclure  C,=c,  C' ,-=.c'-,  etc. 

c et  c’  désignant  ici  des  constantes  ; pour  déterminer  ces  dernières  , 
on  prendra  dans  la  première  ligne  de  la  table  de  la  page  176 , les 
valeurs  de  jr,„  , yt,,  , etc. 

Quand  i , on  a 

*+I  JT— t — * — H-J 

[o]  [r—  i]=i  , [o]  [r—  t]=o,  [o]  [r—  i]=o,  etc. 

d’où  il  résulte  y,t ,=  c.i‘, yt% ,=  ic,  et  par  conséquent  c = j ; 

“1  1 

quand  x—i,  il  vient  y,_ ,=x'( [o]  [t — t]+t' ),  expression  d’où 
Von  tire  ,=xc'  et  c'=  o,  puisque  dans  la  table  y,,,=  o.  En 
poursuivant  de  cette  manière  , on  trouvera  successivement 
f',  =o,  c“'=o , et  on  obtiendra 

— *-M  *— i 

^,<=x,"[0]  [r — 1]  , 

pour  le  terme  général  de  la  série  comprise  dans  1a  table  de  la  page  ij6. 
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La  complication  de  la  méthode  que  nous  venons  d’exposer , ne 
paroît  être  due  qu’à  celle  du  sujet;  cette  méthode  a d’ailleurs,  sur 
celle  du  n\  973  , qui  parcît  beaucoup  plus  simple,  l’avantage  d’offrir 
un  véritable  procédé  d’intégration,  fondé  sur  la  nature  même  des 
équations  aux  différences  partielles , tandis  que  le  succès  de  l’autre 
ne  tient  qu’à  l’effet  d’une  substitution  particulière  aux  équations 
du  premier  degré  à coefficiens  constans;  je  regrette,  pour  cette 
raison,  de  ne  pouvoir  m’étendre  davantage  sur  les  diverses  ap- 
plications que  Laplace  a faites  de  sa  méthode , et  d’être  obligé  de 
renvoyer  à son  Mémoire  ; mais  pour  terminer  cette  matière , je  vais 
rapporter  une  méthode  proposée  par  M.  Paoli , dans  laquelle  se 
trouve  comprise  celle  de  Lagrange  et  qui  s’applique  à un  genre 
d’équations  dont  l’ordre  est  indéterminé, 
j 016.  Soit , proposé  d’intcgrer  l’équation 

y,>i=4,y„t-,  +X,y.,i~, ; 

+ ^ , y,~  1 • 1 + B',y,~  1 » + X' , y, _ 

dont  l’ordre , relativement  à la  variable  / , change  à chaque  valeur 
de  x.  Supposons  que  l’intégrale  cherchée  ait  cette  forme 

m a '[»,*]  + n [>,]+/’  c’ [>-,]  + etc. 


a 

dans  laquelle  [a,]  = *, , et  ainsi  des  autres, 

et  les  quantités  a , b,  c.  . •.  . m , n,  p.  . . . désignent  des  cons- 
tantes. Tirant  de  cette  expression  les  valeurs  de  yI1()  etc. 

pour  les  substituer  dans  la  proposée , nous  aurons 

t>J  -+«*'[&.]  + />('[•>,]+  etc. 

+mXla'-'[ar] 

+ mA',a'  .... 

+ +nBzb'-‘[ej  . ...  . +nXJ~  [«J 

+ nA',b‘  . . . ..  +*AV-'  [Cj 

+*V"*-b  J +r».^ hî +pX,‘'-  [»J 

+ •£>-,_,] ....  +pX'Mc'-*  [>■,_,] 

etc. 


• # • 
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ayant  introduit  un  nombre  suffisant  de  fonctions  indéterminées 

“r  , Pr  , y,  , etc.  dans  l’équation  proposée 
tisfaire  en  posant 

, nous  y pourrons  sa- 

* * sr 

. . . +»X,4'"[«,] 

+ mA,*'  . 

. . . +mX', 

* * X 

+ nA’,b'  [,3x_1J  + n£',i,_,[a,_1]  . 

[>»]— P^rC'~‘  [>*]  + />  £,.'*■  [>»]  .. 

. . . +PX,c— 

+MV  fr*-.]  H-T’-8'*4'-'  [>_,]  • 

etc. 

Les  quantités  m , n , p , etc.  disparoissent  de  ces  équations , par  la 
seule  division  et  demeurent  par  conséquent  arbitraires;  on  peut  aussi 

* — i * — i » — ■ 

chasser  les  fonctions  [*,_,]  , [£,_,]  , [>_,]  , etc.  puisque 

[M,]  =£,[>,_,] , [>,]  — >,[>,-] •' 

Les  équations  simplifiées  par  ces  réductions  donneront  respectivement 


. A’T+B\a-' . . . . 

+x'^-* 

~ X—Ajr'—BjT'  , . 

• • 4*  ^ »•**”"* 

S.+B’jr'  . . . . 

,.+  X'rb~* 

i —Ajr'—Bjr- , . 

. . -r-XJr* 

A'.+B'S' 

4-  X'.c- 

t —Aji-'—B/T*  . . 

1 X 

etc. 

. * M * 

d’ott  on  déduira  les  valeurs  de  [a,]  , [£,] , [>T] , etc.  mais  pour 
faire  usage  de  celles-ci , il  faudra  les  réduire  en  séries  descendantes , 
suivant  les  puissances  de  a , b,  c , etc.^si  l’on  a ■ . 

•\-A,.u. 1 etc.  , 

[ei]=A+J'b-'  + J’b-‘+A"b-,+  etc.  .. 

AifZ'  + sf"c~3  + etc, 

etc. 
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on  en  conclura 

y,,,— A {ma'  + nb'  +pc'  + etc.  ) 

+ A'  +nb'~‘  +pc'~‘  + etc.) 

+ A"{ma‘~‘+nb'~‘+pc'~,t-  etc.): 
en  raisonnant  ici  comme  dans  le  n*.  ton,  on  transformera  cette 
expression  dans  la  suivante 

y,  » + A'f  (/—  1 ) + A"f{t— i)  + etc. 

qui  sera  l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée  aux  différences. 

» 

La  méthode  ci-dessus  se  réduit  visiblement  à faire  >,,<■=«'[*,]  > 
à tirer  de  la  substitution  dans  l’équation  proposée  la  valeur  de 

m 

et  à convertir  ensuite  [«,]  en  une  série  de  la  forme 
A+A'a-‘+A‘a-‘  + A'"a-,+  etc. 
d’où  l’on  déduit  Sur  le  champ 

y„,—  A f {t)+A't  (t—i)+A“e (t — 1 )+A”?{e — j)  + etc. 

1017.  Prenons  pour  premier  exemple  l’équation 

qui  engendre  la  série 


1 3456 


1 1 
1 1 

3 « 

4 » 

5 « 

6 1 

7 1 

8 r 


0 

1 
3 
7 

*f 

3* 

63 

X17 


o 

O 

o 

t 

6 

90 

301 


000 
000 
000 
000 
000 
000 
100 
10  o o 


lorsqu  on  fait  y„  1,  _y,,-,=o,  etc.  Chaque  terme 

de  cette  série  est  égal  à celui  qui  le  précède  dans  la  colonne  verticale 
où  il  est  placé , multiplié  par  * et  augmenté  de  celui  qui , dans  la  co- 
lonne précédente,  s’en  trouve  éloigné  de  *_i  rangs’ horizontaux  : 
Appendice.  N „ 


( 
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pour  le  troisième  terme  de  la  septième  ligne , par  exemple  , on  a 
x=3  , ‘=7,  et  t — at 4-1  = 5,  et  par  là  on  trouve 
^,,,=3x154-15=90. 

* 

Faisant,  comme  le  prescrit  la  règle  ci-dessus,  yw,  ,=  a'[  , 

l’équation  proposée  se  change  en  a,=  .ra-'«,-^-a~'’",',  et  donne 


— , d’où  l’on  conclut 


[“‘]  (,_«-)(, -C*-.  >n(,  -t*-l)a-)...(.  -a-‘> 

— T*(* — 1 ) 

4 t 

(1 — a-1)  (1  — la-1)  (1 — 3a-1). . . .(1 — -ra-’)* 

Soit 

. . 77 rrr } — > = a#  + A'u~'  4-  A'<r% 4- a-5 -t-  etc. 

(t — a ')  (1 — za  ‘)(t  — 3a  ’)....(i — ara  ’) 

on  aura  premièrement  , puis  il  s’agira  de  mettTe  le  dénominateur 
du  premier  membre  sous  la  forme 

i4-/’a-,4-Qa-*4-«a_54-  etc. 

pour  parvenir  au  développement  de  ce  membre  ; or  il  est  visible 
que 

P = — t — i — 3 . . . — x 

Q=t.  3 + 1-3 4-1.3+  etc. 

R= — 1.1.3  — etc. 

et  que  ces  quantités  peuvent  s’exprimer  par  la  somme  des  puissances 
de  la  progression  r,  1,  3,  4,  etc.  au  moyen  des  formules  du 
n\  158,  qui  donnent 

■y,+  ps, 

s-ss+t-:5'-*'' 

S.  + PS.  + QS,  1 • •+  a, 

K = : » 


a^.a— +\a—w. 
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«t  on  aura  ensuite,  pour  déterminer  A,  A , A',  A'",  etc.  les 
équations 

A = i 

PA+A=o 

QA+  PA'+A'=o 

RA  + QA'+PA‘+A"=o 

etc. 

reste  à tirer  les  valeurs  des  coefficiens  A , A',  A',  A ",  etc.  mais 
on  y parviendra  plus  facilement , en  comparant  les  équations  qui 
se  correspondent  dans  les  deux  suites  ; car  on  aura  ainsi  : 

P + S,=P  +~ 

Q +iPS,+  iS.=  Q+P^-+~ 

P+',QS,+  }PS.+  iS,=R+Q~+P~+Ç 
etc. 

d'où  l’on  conclura 


(*)  Ces  formules  ne  sont  qu'un  cas  particulier  de  celles  que  donne  M.  Paoli , pour 
réduire  en  série , par  le  moyen  des  sommes  des  puissances , une  fraction  rationnelle, 
formules  trop  élégantes  pour  ne  pas  trouver  place  ici. 

Si  l’on  a la  fraction 


(,—»{)(■— bQ  ('— C{)- 
(»— a'î)(i— b’t)C«— t’t) 


=A+A\+A\‘+A*i*+  «'• 
N n a 
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et  par  conséquent 


-i,(x 


-0  . — M*— 0— * 

+V 


+(T+■y■) 


+ etc. 


et  qu’on  prenne  les  logarithmes , il  Tiendra 


H«— bt)+'('— ct) 
— 1 (>—»'{ )— i (>— bt)— :(i— c i ) 

}='(/i-M’{+s<V+n'Y-*-e<c  1, 

puis  en  difforentiant,  on  obtiendra 

abc 

» — 1 — bç.  I — c j 
+ “'  + b'  + C' 

( ^+a,r{+^  ^tetc. 

1 A+A'{+yi'\,+A"\,+  etc. 

‘ S — a'{  ' l—  b{  1 l— c‘{ 

•■•J 

les  termes  du  premier  membre  étant  développés  en  série,  il  en  résulte 

a'+a'*î+aïV+  e,c'  \ 
+b'+b,‘{-fb’,{*+«c.  1 
+c'+c,,{+c',t,+ etc.  1 

— a — +a5ç*— etc.  | 
— b— b*{+b3{* — etc.  1 
— c — cB{  4“Cst“  —etc.  I 

Z + l/t+l^  + t te. 

a\-a'{+a?+a:"c+',  c. 

i 

et  si  l'on  fait 

+b'  +c'... 

—a — b — c i 

S^=a'*+b'*+c'‘. . 

.... — a’ — b*— c* ......  u 

5j=ra’J+b’’+c'J.. 

a* — bs — cs 

etc. 

on  aura 

■îi+SsC-t-S3t'+  etc.  — 
d’oîi  l’on  tirera 
A'  =A  S, 
a A"  —A'  5,  +A  S, 
j A”'=.(’  S,+A'  S,+A  Sa 
AA"z*ArS,+A°S,+A‘Si+AU 

A'+2A'\+U"\‘+'k: 
A+A\+A\-+A'"l>+c  te.' 

etc. 

185 
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par  le  moyen  de  cette  dernière  expression  , on  aura 


+0r+5,:r)f(" 


x(x— I ) 


• 1 ) + etc. 


Ces  formules  sont  principalement  applicables , lorsque  les  quantités 


a,  b.  c a',  b',  c'... 

constituent  des  séries  dont  on  peut  obtenir  facilement  la  somme , lorsque  leurs  diffé- 
rences premières , par  exemple  , sont  constantes;  dans  ce  c*)  on  peut  aussi  trouver 
immédiatement  les  coefficient  des  puissances  de  dans  le  développement  du  produit 
(•  — aî)(i—  b{)(t  — c{)etc. 

par  un  moyen  que  nous  allons  exposer , parce  qu’il  peut  êne  utile  dans  ^isicurs 
occasions , ainsi  que  l’a  montré  Lagrange.  * 

Soit  a , a-\-k , a-\-3k,  <r  + 3*s  * + (*»“  i)i 

une  suite  de  quantités  croissant  par  une  différence  constante  et  égale  à k;  on  fera 

(*  + •>)(*  + « + *)(*  + '+  »*) (*  + « + («  — >)*) 

= *-+  A'x*-'+A" a— *+if  "a"-s (1  ) ; 

les  coefficient  A’,  A",  A'", donneront  les  sommes  demandées. 

Si  l’on  substitue  x+k  à x,  dans  les  deux  membres  de  cette  équation , elle  deviendra 

(*  + « + *)(*  + «+ a*K*  + <»  + 3*) -(x  + j + mk  ^ 

=(  * + * * + * )"”.*+ * + */““* +.dO)  ; 
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Si  l’on  fait  x—o , les  sommes  S, , S, , 5, . . . . s’évanouiront , et  il 
ne  restera  que  y, ,t— ${'’),  en  sorte  que  la  détermination  de  la  fonc- 
tion r dépendra  de  la  colonne  verticale  qui  précéderoit  la  première 
de  la  table  dé  la  page  18 1 , et  qui  n’est  pas  donnée. 


en  comparant  ion  premier  membre  arec  celui  de  la  précédente,  on  voit  sans  peine 
que  le  recoud 

( * + * )"S-  A\  x + * )—  ' • ■ +A '( x + k )«— +.dC-J 



X+J 

développant  cette  nouvelle  équation , on  obtiendra  successivement 

(»+e)  {(*+*)-+>(«+*)— +^-)} 

»(*+.+»*) +*->}  » 

et 


m . . m(  m— 0 

— k xm-\ — i,A*n“l4-- 

»(— .X-^  *sx.-.+  Mc. 

l 

î .a 

i.a.3  ^ 

+ «»“+ 

"***—•+ 

— ak‘x— >+etc. 

i .a 

+ A'  A"  + 

— 'A'kxm~,+ 

i 

(m— a)  , 

V A'k*xm~*+  etc. 

i.a 

+ 

A‘ax—'+ 

m ^ ■ A’akx** •-(-  etc. 

+ 

A"x—‘  + 

etc. 

» 

+ 

A" j xm~ *-(-  etc. 

‘ + 

A!"  *■-•+  etc. 

+ etc. 

4*  A'xm+ 

etc. 

* + «*"+ 

A'jxm~‘  + 

*4-  etc. 

A'  mkxr'~~l‘\~ 

A"mkx"‘~‘+  etc. 

Cette  derniète  équation  devant  être  identique  donne 

.1  = 1 

+ « +/t'=a<'+  a + m k 

irfêt— O.  m m — i _ 

’ ~ ■ "•  A*4--4 A + — - — Ak 

m{, r— ,)(„_a  («—!)(»■— B) 

!•*•}  t.a  ~ t.a 

W— • I m — 2 

- A' a k + —-—J'k+A'-u  +A"'=A"'+A"j+A"mk 

«te. 
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Maintenant  voyons  comment  nous  passerons  de  l’une  à l’autre;  fai- 
sons a — 1 , l’équation  proposée  nous  donnera  y,,  ,=  y, + .y,, ,, 
d’oiiyr,, (=y, , 1 — -y.ttt  ce  8ll>  noi,s  montre  que  la  valeur  de  ye)l 
doit  toujours  être  nulle  tant  que  t est  un  nombre  entier  positif  dif- 
férent de  l’unité , puisque  la  table  de  la  page  18 1 donne  dans  tous  ces 
cas-y,,,=  i.  Pour  obtenir  les  valeurs  de^-,,,,  lorsque  rest  nul  ou 
négatif,  il  faut  continuer  en  arrière  la  série  résultante  de  l'équation 
proposée,  ce  qui  s'effectuera  en  formant,  par  le  moyen  de  cette 
équation,  le  tableau  suivant: 


y.  s.=  j’.s-.+j'.,. 

.y**! 

y,  >.=  y„,+y.  s. 

y*,.=w*,-,+y,,-, 

^1»  i=*y 

1 y 1 » i 

•==3^î» 

y\,.=iyv.+y.,-, 

etc. 

etc. 

etc. 

A la  troisième  ligne  de  la  troisième  colonne , on  trouve  l’équa- 
tion 7,,,=  3 , qui,  par  le  moyen  des  valeurs  de 

JV.»  «‘fées  de  la  table  de  la  page  181,  donne  y, , . = o , 
cette  valeur , substituée  dans  la  seconde  ligne  de  la  deuxième  colonne , 
qui  est  y,,  ,=iy%,  . + .7,* , , conduit  à<y,,„=o;  en  prolongeant 
plus  loin  le  tableau,  on  trouverait  dans  la  quatrième  colonne,  à. 
la  quatrième  ligne  , yt,  ,=  4_y4,  ,+y^ , équation  de  laquelle  il 


d*oü  Ton  déduit 

m m(m — 0 

A = — T‘  * A 

1 i .a 

(«-00-* *)J% + »)  À. 
t 1.2  i.a  1.2.3 

J r-s=lVa+  -fcifcîL^.A 

* i t.a  i.a 

(w— i)(ib— i)f.— w(w—  i)(«-a)  |A. 

’r  i.î.j  "r  i.ï-3 

m(n—  i)(m— »)("»—■ Q , 

l.a.3.4 

etc. 


La  loi  de  ces  expressions  es:  dé ji  assez  évidente  pour  nous  dispenser  d’aller  plus 
loin.  Nous  observerons  que,  pour  les  ramener  à celle  de  Lagrange,  il  faudrolt 
faire  a—i , A=i,  et  écrire  m— i au  lieu  de  m.  ( Min.  dt  l'Actdimit  dt  Btrlin  , 
année  1771,  page  iz6>) 
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résulte  y^,,—  o,  cette  valeur  mise  dans  la  troisième  ligne  de  la 
deuxième  colonne  , montre  que  y,  ,_,=o,  et  par  la  seconde  ligne  de 
la  première  colonne  on  a alors  y , , _,=o , puis  par  la  première  ligne 
de  la  même  colonne  O~o.  On  s'assurera  par  la  même  voie  que 
les  valeurs  de  y,,,  sont  toutes  nulles  lorsque  / est  nul  ou  négatif; 
on  conclura  donc  de  là  que  y„,  t=y, , , — y,,.—  i '•  c’est  la  seule 
valeur  de  qui  ne  soit  pas  nulle. 

Cela  posé,  puisque y„ *(r),  on  aura 

*(*— O = etc. 

et  y,%i=Jy,y  i+  »«-.•*  • . -m1""'' 

Cette  série , d’après  ce  qui  précède , se  réduira  pour  chaque  cas  par- 
ticulier de  la  question  qui  nous  occupe , au  seul  terme  dans  lequel  * 

*(*—») 


/ — m — i = i . 


ou  y- 


-m — 1 = 1 , 


il  vient  alors  m-f- 1 =^< 


i=r-&=*. 


-i  ; mettant  cette  valeur  dans 


l’expression  générale  du  coefficient  donnée  plus  haut , on 

obtiendra 


— 


■+s,- 


'l — [\(x — l)— 1 


*—  i*{x— O— i *—  i*i*— 0— « 

S. 


+ ffi +s  £iV— 4~Cx“-)— 

\i  1 l )x — ja(A' — l) — i 


H-  (^+sA+(±+sA)s-)  «c. 

M 3 W J A— i*(x— t)— I 

Soit,  pour  appliquer  cette  formule  x=3  , r=8  ; les  quatre  termes 

écrits  ci-dessus  suffiront  pour  ce  cas  particulier  , puisqu’on  a 

/n  + 1=4,  et  on  trouvera 


S,=  6,  S,=  14 

d’où  l’on  déduira 

98  6.36 


— 3*5» 


= 98, 


dî,  •=- — 1 — 7 — K7  + l8)  — 

4 4 4 


+ (n  + i.i4+(7-t-i8)i) 


,8h)-  = ^: 


: 3OI. 


101S. 
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1018.  Condoroet , à qui  l’on  doit  la  théorie  générale  des  équations  p.s  ^u3t;on, 
de  condition  relatives  à l’intégrabilité  des  fonctions  différentielles,  a de  condition  rela- 
donné  les  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu’une  bihSdesfon'cifons 
fonction  aux  différences  soit  intégrable  ; nous  avons  remis  jusqu’à  SUI  différences, 
présent  à traiter  cet  objet  parce  qu’il  est  plus  curieux  qu’utile. 

Soit  N une  fonction  quelconque  des  variables  x , y , { et  de  leurs  « 

différences  jusqu’à  l’ordre  n inclusivement  ; si  on  la  regarde  comme  la 
différence  complète  d’une  fonction  V m on  aura 


y—EVt , dv=ji.y; 

d’oit  l’on  déduira  successivement 


--udV. 


dV_ 

d&y 
_ / 

dy 

dsy, 

dy 

dtxy 
/ 

dy 

dsv, 

dï~ 

■ dx  ’ 

dsx 

dEx  * 

ds‘x 

~ ds'x* 

d&3x 

dtk3X 

dV 

d^y 

/ 

dy 

dtV, 

dy 

d±y , 

dy 

dE.yt 

dy~ 

■ dy  » 

dEy~ 

dsy  * 

dà‘y 

~dx‘y  ’ 

ds3y~ 

ds3y 

dy 

dEV 

/ 

dy 

de.  y, 

dy 

d^y, 

dy 

dsy 

' h ’ 

‘~dï~ 

d&{  9 

dti'{ 

ds3{ 

II 

> 

etc. 


etc. 


etc. 


mais  en  transposant  la  caractéristique  a , dans 
dV. 


d\V, 

dx 


on  obtient 


dx 


puis  en  observant  que 


dy 


dy  dV  dV 

d y — - — dx+ — — d a x + — - d a* j r + — - dn?x+ etc. 
dx  d sx  d A x d Sx 

dy  , 

+ ~r  dy  + etc- 

dy 


dyr- 


dy 


dx 


dV  dy  dy 

dx  + — — '-d  — -d A*j:  + -T-r^/A’jr+etC, 

a A X //a»*-  /» 


d A’X 


ds’x 


dy  , 

+ —j—dy+  etc. 

Jy 

prenant  ensuite  les  différences  de  chaque  terme  de  cette  dernière  ex- 
pression , qui  donnent 

dy. 


dx 

dy. 


dy  dy  dy 

dx  = A — —d.dx  H — - d A jr  + A — — 

dx  dx  dx 


d EX 


dy,  dy  dy 

A— — ’-dEx-=  A -—d-.dti JC-) — - — Va’x+A ’-.diSx 

d\x  dux  d Ex  d\x 


etc. 

Appendice, 


Oo 
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pour  former  le  développement  de  a dy,,  et  comparant  enfin  ce 
développement  terme  à terme,  avec  celui  de  dV , on  aura  les 
équations  suivantes, 

dx  dx 

dv  dy  dy,  dy, 

- —A  — - — - 4 S-  + A - 

dAx  dAx  dx  dx 

dy  dp-,  dy,  dy, 

d\'x  d&‘£  dAx  dAx 

dV  ^ 

dx3  x A «/A3*  dA*x  A </A*at 


pareillement , par  rapport  aux  variables  > et  { , 

dy  dy 

dy  dv ■ «/*'■ 

=a— — H — — 2-+  a 

dû  V dAy  dy  dy 

dy  dv ; ^ 

* =a  - — iq a i 

dA'y  dA'y  dAy  dAy 

dV  __  dy,  dy,  dy ; 

dA'y  dA  'y  d A* y dA'y 


^Lx=a£1 

d{ 

J*'  _ ^ ^ 

</A{  dA{  d[  d{ 

dy  dy  dy  dy ; 

. A- — — 

</A*j  </a’j  </a{  </A{ 

dy,  dy, 

dx'[  A </a3{  dA*{  A dù'£ 


Il  reste  maintenant  à éliminer  les  coefficiens  différentiels  de  V,; 
on  y parvient  de  proche  en  proche  par  un  procédé  semblable  à celui 
qu’on  a mis  en  usage  dans  le  n°.  86.  En  prenant  d’abord  la  diffé- 


Digitized  by  Googl 


J}  £ s Différences.  29' 

rence  de  la  seconde  des  équations  relatives  à la  variable  x , on  a ce 
résultat  : 


qui  devieqt 


dV  dv  dy  dy, 


dV  dfr  dV  dy 

A — = A — — -H l-A 

dAx  dAx  dx  dx 


en  vertu  de  la  première  équation  — a 

dx  dx 

Prenant  ensuite  la  différence  seconde  de  la  troisième  équation  ; 
on  aura 


. dfr 
dA'x 


' '—  + A* + A3 -, 

dA'x  dAx  dAX 


dr  dy, 

dA'x  dA'x 


. . . dV  dV 

équation  de  laquelle  on  éliminera  les  termes  a*— — — , a3— — — ,par 

aAx  fl  Af 

le  moyen  de  celle  que  nous  venons  d’obtenir  et  de  sa  différence , 
ce  qui  donnera 

'dV  dy  dV 
"li~^~Tx  ^'~dV 

dy-  dy 

+ a— h A — , 

dàx  dAX 

Si  l’on  prend  encore  la  différence  troisième  de  la  quatrième  équation , 
dy  dy 

qu’on  en  chasse  les  termes  A3- — - , A*  — — , à l’aide  de  la  précé- 

aA  X 

dente  et  de  sa  différence,  on  obtiendra 


a»^:=a< 

dAX3 


, dy  dy  dy 


dû 


f+-£+3*-+3*’ 


dx 


dy  , dy 

—, — »+A  

dx  dx 

dy  dy  , dy 

— A- IA*— A3- 

dAX  dAX  dAx 

dy  .dy 

+ A* H A1 , 

dA'x  dA'x 

En  suivant  la  marche  que  nous  venons  de  tracer , et  en  observant 
que  puisque  y est  de  l’ordre  n , V , doit  être  de  l’ordre  n — 1 , d’où 

Oo  a 
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dV. 


il  suit  que  — ~~  = o,  on  arrivera  enfin  à 

uA  *• 


. itr  n dfS  b(«— i)  dV' 

4 77* — — -*• 1 — b~A  — l a — - — . . . . + a — — f 

“A  x l dx  1 dx  I . a dx  dx  J 


[ 


àf 

dr  (a — i)  dr  . dV 

A J 1 A — . . > . + A — 

d xx  I dxx  d Ax 


} 


=F  etc. 


II  est  visible  que  les  équations  relatives  aux  autres  variables  y , {i 
doivent  être  absolument  de  la  même  forme,  mais  que  s’il  y avoit 
une  variable  dont  la  différence  première  fût  constante , elle  ne 
fourniroit  point  d'équation  de  condition. 

On  déduiroit  aisément  de  ce  qui  précède  les  équations  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  V soit  la  différence  seconde  d’une 
fonction  Vt , en  formant  d’abord  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pOur 
que  Vt  soit  la  différence  première  de  Vt  et  qui  sont  semblables  aux 
précédentes , mais  seulement  de  l’ordre  n — t ; puis  chassant  ensuite 
les  coefficicns  différentiels  de  V, , par  le  moyen  des  expressions  de 
leurs  différences,  que  l'on  obtiendroit  à peu  près  comme  ci-dessus. 

• Nous  laissons  au  lecteur , que  cette  matière  pourroit  intéresser , le 
soin  de  développer  ces  calculs  qui  n’exigent  que  de  la  patience  et 
de  l’attention  ; nous  ne  nous  arrêterons  pas  non  plus  à montrer 
comment  on  peut  trouver  les  équations  de  condition  relatives  à 
l’intégrabilité  des  équations  aux  ditférences  ; car  il  est  évident  que 
si  y =o  désigne  l’équation  proposée , il  faut  chercher  les  équations 
de  conditions  relatives  à la  fonction  My,  qui  doivent  être  em- 
ployées à la  détermination  du  facteur  M , après  avoir  été  réduites 
autant  qu’il  est  possible  par  la  suppression  des  termes  dont  l’équa- 
tion y=  o et  ses  différences  , indiquent  la  nullité. 

1059.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer , dans  le  dernier  Chapitre  du 
second  volume  de  cet  ouvrage , l’analogie  que  les  équations  de  condi- 
tion relatives  aux  différentielles,  ont  avec  les  équations  qui  donnent  les 
maxima  et  les  minima  des  formules  intégrales  indéterminées  ; il  existe 


des  Différences.  *195 
une  semblable  liaison  entre  les  équations  de  condition  relatives  aux 
différences  et  celles  qui  donnent  les  maxima  et  les  minima  des  fonctions 
indéterminées  , exprimée  par  des  intégrales  aux  différences. 

En  prenant  la  variation  de  ces  fonctions  , on  a <f2  V=z  S V,  et 
lorsqu’on  cherche  leurs  maxima  ou  leurs  minima,  il  faut  que  xSV=o  ; 
mais  il  convient  de  séparer  l’expression  de  xSV  en  deux  parties  , 
en  intégrant  autant  qu’il  est  possible  les  divers  termes  de  SV , ce  qui 
fournit  deux  espèces  de  résultats  les  uns  dégagés  du  signe  2 , et  les 
autres  qui  ne  peuvent  admettre  d’intégration  tant  qu’on  n’assi* 
gne  aucune  relation  particulière  entre  les  variables  qui  entrent  dans 
la  fonction  V.  On  doit  égaler  séparément  à zéro  chacune  de  ces 
parties , pour  obtenir  les  équations  qui  doivent  déterminer  la  forme 
de  la  fonction  cherchée  et  celles  qui  sont  relatives  aux  limites  de 
l’intégrale. 

S’il  s’agissoit  de  chercher  les  conditions  d’après  lesquelles  la 
fonction  V doit  être  une  différence  complète , on  verroit  faci- 
lement que  dans  cette  hypothèse  SV  doit  être_  pareillement  une 
différence  complète , sans  qu’il  soit  besoin , pour  la  rendre  inté- 
grable , de  supposer  aucune  relation  entre  les  variables  de  la  fonc- 
tion V\  Il  suit  de  là  qu’après  avoir  intégré  autant  qu’il  est  pos- 
sible chaque  terme  de  SV,  la  partie  qui  reste  sous  le  signe  2 doit 
s’évanouir  d’elle-même , ce  qui  fournit  évidemment  des  équations 
de  condition  absolument  semblables  à celles  qui  résultent  de  la  même 
partie  de  la  formule  pour  les  maxima  et  les  minima;  quant  à la 
partie  dégagée  du  signe  s , ce  n’est  autre  chose  que  la  fonction  pri- 
mitive de  £ SV,  et  si  on  l’intègre  par  rapport  à la  caractéristique  S 
le  résultat  sera  l’expression  de  XV, 

En  prenant , comme  ci-dessus , 

• 

• j.v  dy  dy  dv 

dy=—dx+- — dax+——d  A’x+etc.-) — — </y+  etc. 
dx  dàx  da'x  dy 

on  en  conclura  - 


sy  sy  sy  sy 

sy=—Sx+- — A/x-1--— -AVx+etc.+  — Sy+  etc. 
Sx  Sax  Sa‘x  Sy 


Si  Pon  intègre,  par  rapport  au  signe  s,  d’après  les  formules  du 
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n\  910,  chaque  terme  de  cette  dernière  expression , on  aura  suc- 
cessivement 

sy  iy  iy „ 

X — A «T.r  “ — .Ta — 2 A .Ta, 

/‘A  JT  dAA  A' 

^ d^  R s y r 

2-r-r—  A / A = — — ; — A /a"  — ÏA-  — A fx, 


Ja'x 


is'.X 

tL 

' iA'x 


Ia'x 

ty  „ sy  sy  . 

= ■.■  . A d A A - rfï-f  ï4’ — /a. 

dAVc  ’ /A  A * 


etc. 

Il  en  seroit  de  même  à l’t-gard  des  autres  variables  y , j , etc.  et  en 
ne  considérant  que  les  termes  qui  demeurent  soumis  au  signe  £ , on 
formera  l’cquation 

. s y 

.=FV- 


iy . iy  „ . „ 

d'à: — A d'A.  + A* /a. 

/a  <TAa  «Ta'a 


d'A'Vx 

, ty 

iùiy 


ix. 

I 


=0, 


^ 

[etc. 

dans  laquelle  il  faudra  réduire  les  variations  /a,  /a,  /a-,  , 

/y , J1  .y, , etc.  au  plus  petit  nombre  possible.  Cette  réduction 
s’opère  sur  le  champ  en  substituant  aux  quantités 


. {y 

ty 

iy 

a*——,  e,c< 

d A A 

ix  ’ 

A d'AA  ’ 

les  suivantes 

ty,M 

A «^-0 

.. 

*(»)  * 

i Ar[/i — 1) 

d'A*A(«— 1) 

etc. 


qui  en  désignent  les  valeurs  ultérieures , lorsque  a se  change  en 

j y 

a,  , a„_,  , a„_#  , etc.  parce  qu’il  est  évident  que  r — d'Anne  dif- 


fère de  £ 


iy. 


(«) 


iy , , . 

de  s — — y"'  ■ ixK  que  d’une  constante , et  ainsi  des  autres  termes 

relatifs  à a et  de  ceux  que  donnent  les  autres  variables.  D’après 
çes  considérations , il  ne  restera  que  les  seules  variations  indépen- 


d'x(n) 


iy 

d'A,  que  d’une  constante,  que  x^-d*  ne  diffère 
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dahtes  l'\  , «f j»'„  , etc.  dont  il  faudra  par  conséquent  égaler  séparé- 
ment» à zéro  les  cotfficicns;  on  aura  donc,  par  rapport  à la  va- 
riable x , l’équation 


iy 


sy 


*(»-•) 


t aa  (n — 1) 

maintenant  on  sait  que 

^n)  _* 


+V 


IV. 


tu-») 


S*'x[n— 1) 


sy 

.=F<s”  — — = o 


^(«) 

Sàx(n — 1) 

, **4-*  _ 
S's‘x(n — 2) 


Sx 


n ÏV  /if/i— — 

4-  A 4-  v 

I>*.ÜL 

. _1_  A" 

1 S'X  1.2 

*-*  . • • • 
S'X 

dx 

IV  n — 

i sy 

A» 

1 *» 

Sax  1 

a • • ■ 

S A* 

• T û “ 

fAx 

SV 

A* 

*y 

4-  A1* 

Sts'x'" 

’ SA'x 

etc. 


la  substitution  de  ces  valeurs dans  l’équation  précédente , fait  pré- 
cisément retomber  sur  l’équation  de  condition  relative  à * , obtenue 
dans  le  n*.  précédent. 


1030.  La  question  la  plus  générale  qu’on  puisse  se  proposer  sur 
les  variations,  par  rapport  aux  différences,  consiste  à trouver  la 
variation  d’une  fonction  qui  n’est  donnée  que  par  une  équation  aux 
différences.  Pour  la  résoudre , on  multiplie  la  variation  de  l’équa- 
tion proposée  par  un  facteur;  on  intègre  ensuite  le  résultat  par 
parties  comme  ci-dessus , et  en  égalant  séparément  à zéro  les  termes 
' qui  contiennent  encore  sous  le  signe  z la  variation  de  la  fonction 
cherchée , on  se  procure  une  équation  aux  différences  et  du  premier 
. degré , qui  sert  à déterminer  le  facteur.  Ce  calcul  est  trop  facile  à 
effectuer  d’après  celui  du  n°.  841 , pour  qu’il  soit  besoin  de  nous 
y arrêter. 

103  t.  Pour  donner  un  exemple  de  l’application  du  Calcul  des 
différences  à la  recherche  des  maxima  et  des  minima , nous  résoudrons , 
d’après  Lagrange , cette  question  : trouver  entre  tous  les  polygones  qui 
ont  un  même  nombre  décotes  donnés  , celui  dont  Caire  est  la  plus  grande. 
Soit  siMM'M* , etc.  Jîg.  5 , ce  polygone,  rapporté  à une  ligne  AB , 


FIG. 
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menée  par  l’un  de  ses  angles  ; la  différence  de  son  aire  est  le  tra- 
pèze P M M'P' , dont  l’aire  , mesurée  par  Ç^^+P  M ^ pp>t  aura 

pour  expression  (,y+rAy)A.x  ; celle  de  l’aire  du  polygone  entier  sera 
en  conséquence  l’intégrale  2(y+  j A_y)Ax,  prise  entre  les  limites 
marquées  par  les  points  extrêmes  du  polygone:  on  aura  de  plus 

P P' + M'R  = y/  + Ay*.  Maintenant  les  conditions  de 

la  question  proposée  donneront  les  équations 

/2(j'  + ii>')^  = o,  J'\/ùx‘  + Ay=o, 

dont  la  première  exprime  que  l’aire  du  polygone  cherché  doit 
être  un  maximum  ou  un  minimum  , et  la  seconde  que  ses  côtés  sont 
invariables.  En  développant  ces  équations , on  obtient 

î{ür(f'y  + i4ly)  + (y+  lA.yjAj'*}  = O 
Ax  A tx  + AyA  J'y 

— T ■ — = o: 

K4l‘+A/  >_ 

on  conclut  de  la  seconde  de  celles-ci , A ; substi- 

ùx 

tuant  dans  la  première,  on  la  change  en 

x(a„,+(ia,-,*£_I  g)./,,..* 

et  faisant  pour  abréger  « 

i A y i Aj»* 

-Ar—  y— — ={  , 

il  restera  à intégrer  par  parties  la  fonction  {A S'y,  On  en  déduira. 

— ÎAj.J'y,, 

résultat  qu’on  transformera  en  { S'y — ïA^.ly , si  l’on  désigne  par 
la  valeur  que  prend  { lorsqu’on  y met  x — ax,  au  lieu  de  x;  et 
la  première  équation  du  problème  deviendra  • 

+ i(aï — A{(),ry  = o. 

Dans  le  cas  où  le  polygone  coupe  l’axe  en  deux  points,  c'est-à- 
dire,  où  la  ligne  AB  passe  par  deux  angles  opposés,  la  première  et 

la 
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/a  dernière  ordonnées  sont  nulles , ainsi  que  leurs  différences , et  l’on 
a ./y = o ; il  ne  reste  que  l’équation 

2(  A X — 

qui  donne  A* — a^=o,ou  * — {(=C, ce  qui  revient  à x+üx—{—C 
et  fournit  par  conséquent  l’équation 

*i  . y av  1 av* 

ï + 4r Ax+^-^-H — = C. 

1 Ax  1 Ax 

0 

En  la  multipliant  par  iax,  il  viendra 

(lx  + Ax)Ax+(l^+  Ey)  Ey  = lC&x; 

dont  l’intégrale  est 

x'-ry'~  »Cx+  C', 

équation  appartenante  à un  cercle  dont  le  centre  est  placé  sur  l’axe 
des  x,  et  qui  se  réduit  à x,+y*=i(Tx,  lorsqu’on  veut  que  x et  y 
soient  nuis  en  même  temps.  Il  résulte  de  là  que  le  polygone  de- 
mandé doit  être  inscrit  dans  une  demi-circonférence  de  cercle. 

Si  la  partie  de  l’axe  des  abscisses , comprise  entre  les  deux  points 
extrêmes  du  polygone,  c’est-à-dire,  la  base  de  ce  polygone  étoit 
donnée , le  dernier  J'x  seroit  nécessairement  nul  ; et  comme  l’équation 

A y A Sy  . A y A S'y 

a Sx  = — , donne  /*■=  — S , il  faudroît  que  la 

Ax  9 ^ 


Ax 


A y A S y 

valeur  totale  de  Tintegrale  2 — — fut  nulle  aussi  bien  que  celle  de 

x{ax^  + (Iax->^-I^)a^}> 

or  on  peut  appliquer  évidemment  ici  ce  qui  a été  dit,  n°.  851  ' sur 
la  combinaison  des  conditions  simultanées  auxquelles  les  mnxima  et 
les  minima  des  intégrales  aux  différentielles  pouvoient  être  assujettis, 
et  l’on  aura  en  conséquence 

k désignant  le  coefficient  indéterminé  par  lequel  on  a multiplié  la 
formule  s — — - avant  de  l’ajouter  à celle  que  donne  la  condi- 


AX 

Appendice, 
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tion  primitive  du  maximum.  Si  l’on  fait  comme  ci-dessus 

, A y J Ay  1 Av* 

k — +-  Ax V — = T , 

Ax  1 AX  2 AX 

on  obtiendra  encore  l’équation  i + ai — {=C>  d*  laquelle  on 
tiicra  ensuite 

xkày  + (ix+ax)ax+(  i_y  + Ay)  A_y  = x Cax , 

2 ky  +x,  + /=xCx+C: 

cette  dernière  équation  est  celle  d’un  cercle  dont  le  centre  est  situé 
d’une  manière  quelconque  par  rapport  aux  coordonnées  : ainsi  parmi 
tous  Us  polygones  que  ton  peut  construire  sur  des  côtés  donnés  , celui 
qui  sera  irucriptibU  dans  un  cercle  renfermera  le  plus  ctaire. 

1031.  Si  les  côtés  du  polygone  ne  sont  pas  donnés  chacun  en 
particulier  , mais  qu’on  en  ait  seulement  la  somme  , alors  l’équation 

iV'tsx’+^y'—o  doit  Être  remplacée  par  /s  V ax*  + A_y*=  o , ou 
AxAj'X-l- AyA/v 

par  2 — — 4- - = o , 

V Ax*  + Ay* 

équation  qui  doit  être  combinée  avec  celle  du  maximum , 
z ( AXA_y  + i A X A fy  + (y  + A A y)  A / X } =0, 

comme  nous  l’avons  indiqué  plus  haut , et  d’après  laquelle  on  a 

ï { A xly  + (-  AxH A ty 

Vxx'  + tsy*' 

/ 1 k à x \ . , 


/ t * AXS., 

+ (r+-Aj'  + -7==)AJ'A:}  =0. 
' 1 V'Al‘-(-AV,y 


Pour  abréger , faisons 

1 A A y 1 k Ax 

;âx+  — ;=  J'-b  -Ajr-f  --  - ■ ■ =u, 

1 r Ax’+sy1  1 Vax’  + a^* 

nous  aurons 

r(AxJ'-y  + {A/y-)-BAJ'x)  = o; 

en  intégrant  cette  équation  par  parties , de  meme  qu  e celle  du  n*.  pré- 
cédent , elle  donnera 

+ «J'x-b  2 { (Ax — A ^ ) S'y — Au/x}  =0, 


i99 


d £ s Différences. 
d’où  on  déduira 


Ou 


x-i — Ax 

a 


A*— A {,=  0, 

k&y 


A«=0, 


C, 


X‘  (j — C,  B, — Clt 

I kAX 

r+-*r  + - 7-  — t-:  = 

1 Vùx'+a y' 


a. 


V^Ax'+A  y' 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  îsx,  la  seconde 
par  a A y , puisqu’on  les  ajoute , on  formera  la  suivante 

(**  + 4*)ai  + (xy  + Ay)ày=xC  ax  + xCày; 
dont  l’intégrale  est 


x‘+y’=  xCx+  i C'y  + C** 

et  appartient  à un  cercle  quelconque.  Faisant  aussi  disparoitre  les 
radicaux  dans  les  équations  d’où  celle-ci  est  tirée , on  obtiendra 

Ax‘  + Ay‘  * ' * Ax‘+A y‘ 

en  ajoutant  ces  résultats  il  viendra 


(C'-y-^yY; 


k'=(C-x-±A  x y+(C'-y-i  A y)' 

~ (?+  C"— i Cx—  x C'y+  *•+ y' 
—(C—x)Ax—(C'—y)Ay  + i ax*  + J Ay*  ; 
mais  par  l’intégrale  déjà  obtenue , on  a 


— xCx—  iC'y  + x'+ y'=  C'* 

— i(C—  *)aï — «(^“/jA^  + itr’+A/so:  . 
il  restera  donc  seulement 

k‘=0+  C‘+C‘—  J(A*’+  Ay‘), 
résultat  d’après  lequel  il  est  visible  que  la  quantité  Ax'+Ay'  doit 
être  constante,  et  que  par  conséquent  les  côtés  du  polygone  cherché 
doivent  être  tous  égaux. 

Les  termes  { ly  et  ulx  s’évanouissent  d’eux-mêmes  lorsque  les 
points  extrêmes  du  polygone  sont  donnés  ; mais  dans  le  cas  où  la 
base  seule  seroit  donnée,  c’est-à-dire,  où  l’on  auroit  la  dernière 
valeur  de  x=a,  la  première  étant  zéro,  il  faudroit , pour  faire 
disparoitre  ces  termes , prendre  b=o  et  {=o,  lorsque  x—a , ce 
qui,  en  vertu  des  équations 


*1 
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donneroit  C=a , C'=o,  et  conduiroit  à l’équation  x‘  +y‘=C‘‘  ; 
appartenante  au  cercle  dont  le  diamètre  est  la  base  même  du  polygone. 
D est  facile  de  conclure  de  là  que  parmi  tous  Us  polygones  J un  même 
nombre  de  côtés  et  i {un  même  périmètre  , test  U polygone  régulier  inscrit 
au  cercle  qui  renferme  le  plus  efairc. 
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CHAPITRE  II. 


Théorie  des  suites  , tirée  de  la  considération  de  leurs  Fonctions 
génératrices. 

1033.  Le  Chapitre  précédent  a dû  montrer  que  ce  que  le  Calcul 
aux  différences  offroit  de  plus  satisfaisant , consistoit  principalement 
dans  les  formules  d’interpolation  , dans  quelques  séries  générales 
pour  l’intégration  des  fonctions  d’une  seule  variable  et  dans  l’inté- 
gration des  équations  du  premier  degré  à coefficiens  constans. 
La  place,  en  1779  , parvint  à tirer  ces  diverses  théories  d’une  même 
source  ; savoir,  de  la  considération  de  ce  qu’il  appela  les  Fonctions 
génératrices  ; sous  ce  nouveau  point  de  vue  elles  présentent  un 
ensemble  aussi  simple  que  lumineux , et  constituent  une  nouvelle 
espece  de  calcul  qu’il  est  très-important  de  cultiver  avec  soin.  Nous 
allons  donc  le  faire  connoître  dans  ce  Chapitre,  qui,  pour  être 
entendu,  n’exigera,  sur  les  différences  et  sur  les  intégrales,  que  les 
notions  les  plus  simples , et  pourra  ainsi  former  un  traité  complet 
sur  ces  matières. 

Une  série  quelconque  étant  représentée  comme  il  suit  : 
u—y.+y.i+yS+yS — +yS etc. 
le  second  membre  est  le  développement  du  premier,  suivant  les 
puissances  de  la  variable  /,  u est  la  fonction  génératrice  de  ce 
second  membre;  mais  par  ce  qu’il  est  contenu  implicitement  dans  son 
terme  général  yjf,  nous  dirons  que  u est  la  fonction  génératrice  de  y , , 
qui  sera  le  coefficient  de  i‘  dans  le  développement  de  la  fonction  u. 

Lorsque  la  série  proposée  procède  comme  ci-dessus , suivant  les 
puissances  entières  de  /,  le  théorème  dé  Taylor  donne  sur  le  champ 

1 <Fu 
1.1.3....*-  de"  * 

mais  on  peut  varier  d’une  infinité  de  manières  la  forme  du  dévelop- 
pement de  la  fonction  u , et  de  là  naît  un  calcul  direct  quand  on  veut 


Des  fonction» 
d’une  »eu!e  ra- 
riible. 
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déterminer  les  coeffic'râls  par  le  moyen  des  fonctions  génératrices , 
et  un  calcul  invtrsc , quand  on  veut  remonter  des  coefficiens  aux 
fonctions  génératrices. 


1034.  La  première  question  qui  va  nous  occuper  aura  pour  but 
de  déduire  du  coefficient  y , relatif  à la  fonction  génératrice  u celui 
de  quelques  autres  fonctions  liées  à celle-là  d’une  manière  fort  simple. 

t*.  Il  est  visible  que  le  coefficient  de  r*  doit  être  égal  à yw_,  dans  ut, 
à y,_,  dans  ut1,  et  en  général  à y,_m  dans  ut". 

a*.  Le  même  coefficient  de  r*  doit  être  égal  à yM+l  dans  le  dévelop- 

U , U 

pement  de  - , àyI+,  dans  celui  de  —,  et  en  général  ky,+„  dans  celui 


r 


(1  % Il 

— — 1 j , ou u y est 

évidemment  égal  à y,+, — y, , ou  à ùyx  ; puis  à cause  que 

, on  aura  pour  le  coefficient 

de  r*  dans  le  développement  de  cette  dernière  fonction  , Ay,+, — a 
ou  , etc. 

En  continuant  ainsi , on  reconnoîtra  sans  peine  que  le  coefficient 
de  r*,  dansn  (-j  — 1^  est  égal  à A‘_yx. 

Il  suit  de  là  aussi  que  — 1^  est  la  fonction  génératrice  de 
t’y, , et  que  ut"(^  ^ — 1^  est  celle  de  a ’y.^m. 


3*.  Passons  à la  fonction  plus  générale 


(a  a"  \ 

a+T+7- + -)* 


dans  laquelle  a,  à,  a“, représentent  des  constantes;  le 
coefficient  de  r*  dans  le  développement  de  cette  fonction  , que  l’on 
peut  mettre  sous  la  forme 

a<"V 


au  au 
«u+T  + __ 
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sera , d'après  ce  qui  précède , 

*y,  + a 'y,^  + <*"yx+,.  • • • +*^y. 4»  I 

comme  cette  dernière  expression  reviendra  souvent , nous  la  déti» 

gnerons  par  v y, , et  nous  dirons  que  la  fonction  génératrice  de  vy, 

/ a a" 

es, 

composant  avec  vy,  l’expression 

“ yy.+  +*'vyx+,. . . . +a"vyI+a , 

semblable  à la  précédente , et  que  nous  désignerons  par  v'yÆ  , elle 
aura  pour  fonction  génératrice 
/ a1  a“ 

<‘+T+T +—  )• 

Il  est  aisé  maintenant  de  poursuivre  cette  notation  et  d’en  conclure 
que  les  fonctions  génératrices  des  expressions  v‘yx. . . .vryt , sont 
respectivement 

a(*)v* 


(.JL 

a 1 

» JH 

a a 

t 

(a  JL 

a1 

a"  - a " 

_i 4_ 

\“  + 

t 

1 rt  « • • 

t%  r 

4*.  En  combinant  les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir , nous 
en  conclurons  que  la  fonction  génératrice  de  l’expression  à.'tiryI_m  est 
/ a'  a “ aW\'/r  \* 

“'’v+7+7"*'+~)  (7  1 ) * 

1035.  H suit  de  là  que  rien  n’est  plus  facile  que  d’obtenir  le 
coefficient  de  t‘  dans  le  développement  de  usr , si  s désigne  une  fonc- 
tion quelconque  de  - ; il  suffit  pour  cela  de  développer  sf  suivant 


les  puissances  de  -,  et  représentant  un  terme  quelconque  de  ce 
dernier  développement  par  —,  le  terme  affecté  de  tT  dans  le  produit 
aura  pour  coefficient  celui  de  r*+“  dans  u , multiplié  par  K , 
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ou  KyI+m , ce  qui  revient  à changer  la  puissance  m de  - en  y.^Z 


On  voit  par  là  qu’en  écrivant  dans  sr,  y,  au  lieu  de  -,  et  dé- 
veloppant ensuite  suivant  les  puissances  de  y, , il  n’y  aura  qu’à 
changer  (y,)’  en  y,  , ( y , )■  en_y,+, .....  (y, Y en  y^. , pour  avoir 
le  développement  de  n/j  c’est  ainsi  qu’on  formera  celui  de  v'y, , 
en  prenant 

a1  a ' a*'  a*") 

s=  a •+• h— +-3-. . . • + ■• 

t /•  r r* 

On  introduira  les  différences  de  y , au  lieu  des  valeurs  successives 


de  cette  fonction  , si  on  développe  s’’ suivant  les  puissances  de  - — t, 
en  sorte  qu’un  terme  quelconque  K — 1 ^ de  ce  développement 
donne  Ku  — 1 ^ ; K&my,  sera  le  coefficient  de  r'  dans  ce 
dernier , et  puisqu'il  faut  substituer  Amy,  à ^ - — 1 ) > **  wt 

visible  qu’il  suffit  de  changer  d’abord  - — 1 en  a y, , ou  — 

en  i+Eyr,  puis  de  développer  le  résultat  suivant  les  puissances 
de  Ay, , et  d’écrire  ensuite  E’y, , ou  y, , au  lieu  de  (Ay,)'  , Ay,  au 
lieu  de  (Ay,)1 , et  en  général  a "y.  au  lieu  de  (Ay,)". 


1036.  Le  développement  de  S(y,  s’obtient  avec  la  meme  facilité , 
en  observant  que  s’il  a { pour  fonction  génératrice  , le  coefficient  y,, 

qui  revient  à tS.z'y,  , aura  pour  fonction  général,  ice  { ^ 1 ^ 

( n°.  précéd.  ) , et  que  par  conséquent  il  viendra 

«e-y— 

en  faisant  abstraction  des  constantes  arbitraires  introduites  par  l’inté- 
gration ; et  il  ne  s’agira  plus  que  de  passer  de  la  fonction  génératrice 
au  coefficient,  d’après  les  préceptes  donnés  dans  le  n°.  précédent. 

Ce 
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Ce  résultat  rend  évidente  l’analogie  des  intégrales  avec  les  puis- 
sances négatives,  déjà  remarquée  dans  le  n°.  914;  car  il  montre 
qu’on  peut,  en  changeant  seulement  le  signe  de  l’exposant  p , passer 

de  la  fonction  génératrice  de  e/y,  , égale  à "(j — 1^,  à celle 


de  xpyT  , égale  à uÇ  - — 1^  , et  réciproquement. 

Lorsqu’on  veut  tenir  compte  des  constantes  arbitraires,  il  faut 
ajouter  à u les  termes 

ABC  F 

1 rd — r * * • • "1  t } 
t t*  r tp 

dont  le  nombre  est  égal  à l’exposant  p , qui  désigne  l’ordre  de  l’in- 
tégrale. 

1037.  L’interpolation  des  suites  n’est  au  fond  que  la  manière  de 
passer  du  terme  yx  et  de  ceux  qui  le  précèdent  ou  qui  le  suivent , 
à un  terme  yx+n  , dans  lequel  n représente  un  nombre  quelconque  ; 

, u 

or7,+,  est  évidemment  le  coefficient  de  t’  dans  — : toutes  les  ma- 
nières de  développer  doivent  donc  fournir  des  formules  propres 
à l’interpolation.  La  plus  simple  consiste  à mettre  - sous  la  forme 
(1+  ÿ — , à développer  1 1 + ( l-  — ,suivant  les  puissances 

de  — 1 , et  à remplacer  ces  puissances  par  les  différences  corres- 
pondantes deyx.  On  aura  de  cette  manière 

I.I.3  \ t / 1 

et  le  coefficient  de  t*  dans  le  second  membre  de  cette  équation 
donnera 


n n(n — 1)  n(n — i)(n — 1) 

/«*»= y. + -fy.  +■-  A y* + — — t?ym  + etc. 

1 i.x  I • 2 • J 

Qq 


résultat  conforme  à celui  du  n”,  873 

Appendice, 
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Si  l’on  fait  -=  i + a , et  qu’on  développe  -jj-  suivant  les 

t t f 

puissances  de  «,  par  le  moyen  du  théorème  du  n*.  1 1 1 > on  trouvera 
u , n . n(n-t-lr — l)  . . «(«+3'' — \){n  + y — l)  , 

r*  1 i i.i  1.1.3 

n(n  + 4r— i)(n  + 4r— i)(n  + 4r— 3)  + et£>  j _ 

I .1.3.4 

Mais  de  -=i  + a-V»  ontire«  = r'f- — 0,  et  puisque  le 

t t \ t / 

coefficient  de  1*  est  Ay,_,  dans  u *,  dans  u*',  et  ainsi  de 

suite  ( n*.  ioj4  ) , on  aura 

n n(n  + ir — 1) 

y,^-=y,+—^y.-r+ — — -*y.-, 


-*y,-ir 


t --  1.1 

n(n+y—i)(n  + y—i)  ^ 
i.x.3 

n(n+4r—  p(n  + 4r—  1)  (n  + 4r—  3)  t 
i.i>3.4 


*y.-ir+  etc. 

1038.  Si  l’on  prend  — •)  = {,  et  qu’on  cherche  la  valeur 

de  — en  r , on  aura  des  formules  analogues  à celles  des  n".  879  et  880. 
r” 

Pour  développer  -4-  suivant  les  puissances  de  { , il  faut  observer 
que  JL  est  le  coefficient  de  «"  dans  le  développement  de  la  fraction 
_J — , puis  chercher  à introduire  j au  lieu  der,  sans  faire  entrer  dans  le 


1 t 


résultat  les  radicaux  que  donneroit  l’équation  proposée,  entre  t et  [. 


Or  en  multipliant  par  1 — «/  les  deux  termes  de  la  fraction 
■ ; et  comme  l'équation  t 


1 

t 


on  aura  - 
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donne  - 4-  r = z + r , il  viendra  - — — — ; mais  il  est  facile 
‘ “K 

de  voir  que 


1 1 ar  «•{*  «V 

= ïï^+ô^+(^=5i+(^7  + "c- 

il  reste  à développer  chacune  des  fractions  du  second  membre  de 
cette  équation  et  à rassembler  les  quantités  qui  multiplient  *'  dans' 
le  résultat  final.  Le  coefficient  de  *'  dans  le  développement  de 

I d\(l  — li)”’1  . . • 

est  , en  faisant  t—o,  après  les  diffcrentra- 

(1 — *)  1.2.  j...  ri*' 

lions , ce  qui  donne 

.»(*+  i)(s-4- x)....(  s + r— 1) 

1 . 1. 3. . . ,r 

Par  cette  formule  le  coefficient  de  <t"  est 


1 

1 

7i(n+i)(n+2) 


dans 


O—)* 


1.2.  J (l — *)* 

(n—  i)n(<r+i)(n+2)  (n  + 3)  dans 

1.2. 3. 4.5  (i— *)‘ 

etc. 


en  nommant  donc  Z le  coefficient  de  xt9  dans  le  développement 
1 


de 


, nous  aurons 


(,—«)*—*? 

, »+»  . n(«+l)(«  + i).  , (/i-lMa+l)(«+l)(f!+j)  , 

h î » — { 

1 1.2.3  1.1.3. 4.5 

+ (n— 2j(n— l)n(n-n)(n+2)(B  + 3)(n  + 4)  + ^ 

1.2. 3. 4.5. 6. 7 

expression  qu’il  est  facile  jle  changer  en 

z=n+1  | (a+l)C(a+i)1— 0 t (”+1)[(”+1)*— !][(”+ »)*— 4]  . 

1 1.2.3  1.2. 3.4. 5 * 

(/»+!)[(/!+  !)•— !][(/!+! )*— 4][('t+l)*— 9]  , . 

+ '1.2:34.5.6.7 î + etc- 

Qq  2 
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Si  l’on  y met  n — i , au  lieu  de  n , elle  donnera  le  coefficient  de  «* 

Ct 

dans  le  développement  de  — , savoir: 

(!-*)•— -t 

n n(n‘— i)  «(,•—])(«•— 4)  . 

z==t  + -ï^t<  + ",.r:3.4.5  ' . 

k^q,--,)  tc. 

1. a. 3. 4.5. 6. 7 

mais  il  est  évident  que  le  coefficient  de  dans  le  développement 

. 1 — *l  . 1 «r  _ 

de  ; , ou  de  ; ; r" , est  Z — Z e, 

('-«}•—=«{  (,—)*—«<  (1— *)*—*{ 

et  que  par  conséquent 

ÿ—u{Z  — Z't); 

la  question  proposée  revient  donc  à chercher  le  coefficient  de  t‘  dans 
le  second  membre  de  cette  équation  , celui  de  la  même  puissance  de  t 
dans  le  premier  étant  yx+n.  Or  un  terme  quelconque  de  uZ  pouvant 

Être  représenté  par  Ku^=Kut , donnera,  d’après 

le  n“.  1034,  K tandis  qu’un  terme  quelconque  de  utZ\ 
représenté  par  K u t £ donnera  ; on  aura  donc 

_(*  + ■)  ("+0[(«+  0‘-0A.r  , 

•y'+*-  J y.  + 1<a.j 

, (”  + »)[("+  ■)•—»][(”+  »)•— 4l  ■ 

1 * 1 • 3 • 4 - S '* 

n n(n’ — 1) 

~ ï.*- — 

_„(a*_l)(„--4)  c, 

1.1.3. 4. 5 

Nous  déduirons  de  la  valeur  précédente  de  ~ de  nouvelles  ex- 
pressions de  yt,  en  y changeant  n en  n—i  ; car  en  désignant  par  Z' 
ce  que  devient  dans  ce  cas  Z\  qui  représente  ce  que  devient  alors  Z , 
nous  transformerons  l’équation 

y^Z-Z't,  «n^  = Z'-Z'r; 
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de  cette  dernière  nous  tirerons  = — Z\  et  prenant  la 

moitié  de  la  somme  des  deux  valeurs  de  -7- , nous  aurons 

l-=:Lz-'-Z’+  -(i+r)(i-.)r. 

1”  1 1 1 '\t  / 

Mettons  pour  Z , Z'  et  Z\  leurs  valeurs,  nous  obtiendrons 

1 1 ii  1 i.i.i  ) 


1.1.3 

j— 

•j 


lin — 1 (n — i)  (n — i)n  1 

•-}-—  + ! ^ — { + etc.  [ 

lit  i.l.t  ) 


n‘  n‘(n’ — i)  n’(n’— 1){'!’— .4)  , 

= 1+ ï+ i c+— - 

1.1  1.1.3. 4 1.1.3. 4. 3. 6 


puis  chassant  ‘il  viendra 


« f n*  /i  \*  n‘(n' — r)  /\  \4 

/“  l T l.i  V / 1.1.3. 4 ' 

«’(«* — i)(n* — 4)  \‘  1 

+ — ,)  + etc. 

1.1. 3. 4. 3. 6 \t  y ) 


1 . .f"/1  \ n(n" — 1)  /i  \ 

+ -«(t+r)  1)+  — -r(--t) 

i 'i  1 \t  y 1. 1. 1 vr  y 


»(»*—»).  n 


n(n' — l)(n* — 4)  /I  , 

+ - -<■( 1)  +«»C.} 

1.2. 3. 4. 5 \t  / * 


et  formant  les  coeflîciens  de** , pour  chaque  membre,  d’après  les 
règles  Mu  n*.  1034,  on  en  conclura 

zi*  n*(n% — 1) 

r~<=r.+  — “>-+ TXITf  Ly" 

+ . (.--4) 

1. 2.3.4.  5.6 

• I n , . 1 n(  n * — 1)  . , . 

+ - y ( a y*+  *y*->  ) + - -~-x  - CAV*-.+AVx-.) 

I nia’ — i)(n* — 4),  , ” . , 

+ ï 1 . 1.  3.4.3  > + *tC- 

formule  semblable  à celle  du  n\  879. 
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Si  l’on  en  prend  la  différence  en  faisant  varier  n de  l’unité , on  aura 

i „ , i (in-p  \) (n+  i)n  . 

A >•,+„=  - ( 2 « + r ) A‘y,_,  + - — **ys_. 


i (M+i)(B+i)(a+i)n(n-i) 

■ r ■ 

l'  1.1.3. 4* 5 


A*y*-»  + etc. 


X Z I • X 

i (n—  lWs+  i)(n  + a)  , , 

- (^_.  + ^_,)+etc. 


+ - 
1 


i.a.3.4 


écrivons  maintenant  y , au  lieu  de  syt , et  au  lieu  de  n , 


nous  changerons  ce  dernier  résultat  en 
Y 


, x,  7 C /,+/—«  ) + 7 — ' — -(**/_.  + ) 

*+■('' — >)  1 a 1.4 


1 (n'* — iYa'* — 9)  , 

+1  -17ÏX8  ( A'~«)+  etc’  1 

n'  , n'(n'--i)  , 

+ -~*y,-A — ty.-. 

i 1.4.0  • 


1.4.6. 8. 10 
. • 
formule  qui  rentre  dans  celle  du  n".  880, 


*5y»-i+  etc. 


1039.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  article  à une  formule  d’inter- 
polation , plus  générale  que  toutes  celles  que  nous  avons  données 
jusqu’ici , et  qui  s’étend  à toutes  les  séries  qui  tendent  sans  cesse  à 
devenir  récurrentes.  Soit 


b 

{=«+-+ 


la  question  se  rédujt  à trouver  une  expression  de 


I 

t* 


.ordonnée  sui- 
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vant  les  puissances  de  { , et  qui  ne  contienne  que  des  puissances  de  - 

inferieures  à 4*.  La  méthode  qui  s’offre  la  première  est  l’élimina- 
tion des  puissances  ^ ~ , etc.  de  , suivant  le  procédé 

indiqué  dans  le  n*.  1015  ; mais  cette  méthode  devient  impraticable 
lorsque  le  nombre  n est  un  peu  grand  ; et  pour  arriver  à un  déve- 
loppement général,  il  faut  avoir  recours  à d’autres  artifices  ana- 
lytiques. Voici  celui  que  Laplace  employé:  en  multipliant  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  de  la  fraction  - X- - par 

t 


(a  — {)«"+  ' + c + 1, 

et  substituant , dans  le  nouveau  numérateur  seulement , pour  j sa 
valeur  , il  vient 

( , _ i ) ( a S"+ b i"~' 1 + c #"—+«  S"'3 +p  9 + q - 1 9") 

...  9 

les  deux  termes  de  cette  fraction  étant  divisés  par  1 , elle  prend 

la  forme 

éS’-'+ce’— +P»+i 
+.“  (c9"-  + e9— 3 +p  9 + î)| 

+ ~r(e  9"-3 +p»+l)) 

+£ 

«9-  + i«'-  +c6-‘ +t9m-\...+p6  + ‘j—lf 
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Maintenant,  la  quantité  ~ pouvant  être  considérée  comme  le  coeffi- 
cient de  8'  dans  le  développement  de  — — - , sera  aussi  le  cocffi- 

t 

cient  de  8"  dans  le  développement  de  la  fonction  précédente , déve- 
loppement qui  ne  dépend  que  de  celui  deg  u 


afr'+bt'— +t  8's-*+<8"-3....+p8+î—  {S"1’ 

Faisons  pour  abréger 

a 8"+  b 8"‘-'  + <r  8"-+  1 *—». . . . + p 8 + q = F, 
nous  aurons 

i i r8"  7’8‘"  /S’” 

r + -ET+  vï — I -—^r+  e,c- 


y—i  8"  v y*  y1  ^ y' 

expression  dans  laquelle  il  reste  à développer  , suivant  les  puis- 
sances de  8 , les  quantités 


l 

~V  * 


y%  * yl  t y\  » 


sim- 


On  y parviendra  en  décomposant  la  fraction  en  fractions  si 

pies  suivant  les  procédés  du  n“.  368,  et  convertissant  chacune 
de  ces  dernières  en  séries  ; alors  si  on  désigne  par  Z,_, , r,  le  coeffi- 
cient de  8',  formé  par  la  réunion  des  termes  correspondans  de  ces 
séries , les  coefficiens  de  8'  dans  les  quantités 


1 . 

T ’ 


i9: 

y * * 


yi  * 


{’8’“ 

~W 


etc. 


seront  respectivement 


^o,nl  > n— etC, 

le  coefficient  total  de  8%  dans  le  développement  de 


dor.e 


y—{  $•“ 


sera 


Z,  1 » d*  % , s „ n~w»ê$ • »—  etc. 

Substituant 
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Substituant  cette  série  dans  l’expression  de  — , on  obtiendra 

-==  ^ ^0$  4*  é { Z u n_1BI+l  + é 

+ *t5'Zl>-.-4»+.+  t‘C- 

+ C > »-m+»  "1*  4 î + C {‘Z,  j *_)«•+« 

"b  é { 4"  etc. 

4*  4 <î  •^'U  4*  4C*^.J  »— )j»+t 

4-«{3^),n-4»H-)4-  etc. 


C Zqj  n— m+i  4-  t{^il  *-un+i4-  C{‘^«  Jii-im+i 

4"  C Z9  J 4"  4 î , ft_tw+.4“  4{  ^.1  1-tm+a 
4-  n-«»,+..+  e£e. 


4"  4 î ^*i  > »-••+>  4"  4 î ?n_ï«t+i 
4-  4{3^h  »_4„+i4-  etc. 


4"  {?  4*  ^-u »-»•+>  4"  î{‘^»i n_)«+i4-etc. 

Les  quantités 

fl  .y,  + 4-  cyM+t ....  4- 

a vj',  4*évj',+1  +cvj',+,. . . 4-fvj^ 
flv*j',4-év,j',+t  4-4v*j'w. . . 4-fv,j',+J» 
etc. 


ont  été  désignées  respectivement  par  vj', , v'y, , v5y, , etc.  dans 
le  n°.  1034  , et  il  suit  aussi  de  ce  ni.  que  le  coefficient  de  t* , dans 

la  fonction  ~ , est  v>,+r  5 si  donc  on  multiplie  par  u l’expression 

de  .— , trouvée  ci-dessus , on  aura  celle  de  — , fonction  géné- 
ratrice de  y,+n , et  prenant  les  coefficiens  du  second  membre , 
Jppendict,  R r 
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suivant  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  on  en  déduira  cette 
formule 

C^oJ  n— m+i  } 

*4“  V .y } 
*4"  ^*+i  { c"^o > n— -m+i  4’^*«j|.»|4*»  • • *4*^*»  a.»  } 

“4"  ?y*+.  {c^i|  n i«i»«  "4“*Zi5  !»—»»+*•  • • i } 

+ ^+.{<Z-  » +f^»  »-i  } 

+V,+.{f/  i I A-tntfi  • • • • 


"Ï“?^+IW-|  Z.,  ff_m+I  J,T+m—iZlj  h-.w+î 
, +1?y*4--,Z. .»-!»+.+  etc. 

Les  diverses  séries  dont  cette  expression  est  composée,  étant 
ordonnées  suçant  les  quantités  vy»  » v\yx. . . vy,+1 , v^yI+t , etc. 
sont  convergentes  toutes  les  fois  que  ces  quantités  vont  en  dé- 
croissant à mesure  que  l’exposant  de  leur  caractéristique  augmente; 
on  en  tirera  par  conséquent  des  valeurs  de yr+n , qui  seront  d’autant 
plus  approchées  que  la  convergence  sera  rapide)  ces  valeurs  seroient 
entièrement  exactes  si  l’on  avoit  vy,=o , puisqu’alors  chacune  des 
séries  qui  les  forment  ne  renfermeroit  qu’un  nombre  de  termes 
limité. 

L’équation  a jr=o  développée,  revenant  à 

“ v'-y.+  t v'~>^H+<v*",jr,4,. . . • + ? v’~'yx+„=  o, 

• « 

appartient  à une  série  récurrente  dont  le  terme  général  seroit  ex- 
primé par  v'~'y,  (n*.  98}  ) , ce  qui  fait  voir  que  la  formule  d’inter- 
polation obtenue  ci-dessus , donnera  l’expression  du  terme  général 
de  toutes  les  séries  qui , par  des  combinaisons  d’un  nombre  m de 
termes,  effectuées  d’après  les  formules  vy,,  v’y, , etc.  conduiront 
enfin-  à une  série  récurrente. 

Si  l’on  avoit  simplement  vy,=o , ou 

‘y,+ty.±,+‘y.+i — +f^*+»=o» 
on  en  conduroit 

ay» + *r*+. + ^.+.-  • • +?_*.+»=  o , 
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en  changeant  x en  n ; et  faisant  x=o  dans  la  valeur  de  yt+n , il 
en  résulteroit 

Jrn'==zyt>  a-  jbi+i  “h  n— “h  (^b  j b-ibi+1 1 • ■ "fî^Bï*  } 

~^~y  i { «Z.  J a-m+i  ) ji— jbi+*b  • • “h  î^b)  n— i } 

4"^*  ((^B)f|-Blt-l*  B • B . • 4“ÿ^o|  B-B  } 

4"  ?y>n—  t j B— BB+I  • 

Cette  dernière  expression  offre  l’intcgrale  complète  de  l’équation  aux 
différences  posée  précédemment;  y„ , y, , y,. . .ym_,  en  sont  les 
constantes  arbitraires. 

Si  l’on  se  proposo'it  l’équation  v*_yI=  o , la  formule  générale 
donneroit  pour  ce  cas  un  résultat  dans  lequel  entreroient  comme 
arbitraires,  les  quantités  y. , vyot  y, , vy,....ym_t,  ày„_,  : leur 
nombre  est  égal  à 1 m , parce  que  l’équation  v’y,=o  monte  à l’ordre 
marqué  par  im  ; car  son  développement  est 

“{“y,  4 -ty,+,  +cy  *+•••••••  -h  ty*+ j»  } 

+ H aJ'.+.  4-  4-  ry.-H + } 

4-  c { ay,+,  + by,„  + cy^ + qyx+m4.,  } 

• • » 

4-î{-y',+«4-iy.+*4-l4-o,B+-+ +W*+>m  } 

Il  en  seroit  de  même  des  équations  plus  élevées  v’y,=o,  vV*— °>  etc. 

1040.  On  parviendroit  encore  par  les  formules  précédentes  à l’in- 
tégrale de  l’équation  v”y,+A',= o,  dans  laquelle  Xx  désigne  une 
fonction  quelconque  dex,en  faisant  ym=y',+ y*.-  La  fonction  gé- 
nératrice « deviendra  dans  cette  hypothèse  «=«'+«',  u'  et  a'  re- 
présentant les  fonctions  génératrices  dey',  et  dey',  ; supposons  que 
n'Y=x,  et  que  Xx+n  soit  le  coefficient  de  rr+*  dans  le  développement 
de  a y nous  aurons  ( n°.  1034  ) Xx+%—v’y"x+n  ; mais 
1 r"’ 

Y ~ (ar”4-ir"_,+  cr—* ...  + ? )'  * 
et  le  coefficient  de  dans  le  développement  de  cette  fonction , 
sera  évidemment  le  même  que  celui  de  dans  celui  de 

1 , J_ 

(ai“+n—'+  es-—.. . + ?)■’  6 r’ 

R r 1 
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coefficient  qui,  d'après  le  n“.  précéd.  sera  désigne  par  Z,_,, 

Il  suit  de  là  que  y’,  , coefficient  de  r*+"  dans  u",  ou  dans  — , sera 


■^r+n- , + Z,_,  , |»  • • * 

et  reviendra  par  conséquent  à 2 J?rZ,+w_„_r,  en  prenant  l’intégrale 
depuis  r=  o,  jusqu’à  r=x  + n— ms\  maintenant  si  l’on  écrit  dans 
T expression  générale  de  yt+H  du  n°.  précédent , y,+„  , puis  qu’on 
fasse  a.-=o,  et  qu’on  mette  pour  y\  sa  valeur  T.X^Z,_„  K_m_r, 

°«  aura  ‘ ÿn  + *XrZ.-„n-m.-r= 




+ v y, [tZt , + £^o>  » -•»•+•••••  »-»•} 


’j'»  {^«-1 1 n-*m+i  + eZt-\  > »-««+••••  > n-«m+m  } 


f y.{cZ*i- 

l + v'-‘y,{cZ._,,v 


• +Î2.*!.-.} 

1 ”1"  î^i-i  >n  } 


n-Bi+i  im+i  •••*•••«••••••• 

.+ÿP  y m-tZt_t , n _uw+, ■ 

Cette  série  s’arrêtera  toutes  les  fois  qu’on  aura  v|y„=  o , ou 
v'y'K  + v'y\~  o , ou  enfin  v'y'„  +X„=o:  elle  donnera  alors  l’inté- 
grale de  cette  dernière  équation;  et  les  quantités  y. , v_y.,. . , 
A_y,,...etc.  tiendront  lieu  des  constantes  arbitraires. 

i®4i.  Tout  ce  qui  précède  repose  sur  le  développement  en  série 

de  la  fonction  ~ ( n*.  109  ),  recherche  qui  renferme  implicitement 

celle  du  terme  général  d’une  suite  récurrente , c’est  pourquoi  nous 
allons  nous  en  occuper  en  détail.  Nous  prendrons , au  lieu  de  la 
. 1 . V 

fraction  — , la  fraction  — , V et  V étant  des  fonctions  rationnelles 
et  entières  de  ar,  l’une  du  degré  s — 1,  l’autre  du  degré  s.  Sup- 
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posant  que  V = — a)',  nous  aurons,  par  le  n\  369, 

V A , A,  , A. 

N ■ ' / — » 7 


a — 4 Ç) 


f'  (a— <»)*  (*— «)— ' ’ 

et  les  constantes  A , A, • . .A„~, , seront  données  par  les  équations 

A =B- 


A,  = ‘-±-d.~ 
i.dx  Q 


A.  = 


U 


A — 1 V 

l,”‘  1.1.3. ..(il — l)ifa“-‘ *Q* 


u « 1 étant  ce  que  deviennent  V et  Q , lorsqu’on  y change  a-  en  4 ; 
et  il  faut  observer  aussi  de  faire  la  même  substitution  dans 


J,  & _t_  V t U 

dx  Q’  dx‘  * Q ’*  * * * *‘Q* 


Le  coefficient  de  a',  dans  le  développement  de  —A  ^-.ordonné 


suivant  les  puissances  positives  de  x , sera 

__«(<!+ i)(a-fi)....(n-|.f — a 

1.1. 3.... T 4"* 


dans  celui  de 


dans  celui  de 


A , 


~r ^sera 

(*—«) 

4-(”—  tH”+  0- ••■(”+ r—i)  A, 
1.1.3  ....r  4*+'- 

At 


etc. 


(a— 4)— 

(fl— 1)  (;■— i>(n  + i).. . (n  + r— 3I  ^ 

l.i>3...r  a"-*-'- 


en  réunissant  ces  diverses  parties , et  faisant  usage  de  la  notation 


’ Digitized  by  Google 


3 1 8 Ch.  II.  Théorie  des  suites , 
du  n\  90a , il  viendra 

[°j[=Fl>  + « ]^r=t[«  + r—  J—^^n  + r— 

r A 1 • 

-t44 

Mettant  pour  les  numérateurs  A , , leurs  Taletirs, 

on  aura 

r + ']  [n  + r—  1]  [o]'  J C/  _ [»  + r—  /]  [o]”  Jt  V 

[3]\ ^ ÿ* — 5^ — '*  ç> — 7*^  ' Q 

r ■■  jrH 

W W,-. 

a"*-1  ■'Ci’ 

que  l’on  peut  écrire  ainsi  : 

’TÎ,’ f _ [» + r—  « ] «LJ» + 1*— * & 

Wly  Q 

10  j-i  £1 

: 7^  *âj* 

en  observant , pour  le  premier  terme , que 

-È±«i_I.+^r]  toî. 

[—  O 

pour  le  second  , que 

[oj[* -t- r-ï][oiJ^^-=[oi[»- >\ln+rZM°l"- OC* + f— ll  W* 
Ht»-»]  l>—  ] 

et  de  même  des,  termes  suivans.  Cela  posé  , puisque 
»— 1 

^ <?_' . — 1 il  est  visible  que  le  développement 
ci- dessus  revient  à 

-«+>  1 U • 

-[ü]^^qPF.(“*-  I07  ) > 
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pourvu  qu’après  les  différentiations  on  change  x en  a.  Voilà  donc 
une  expression  fort -simple  du  coefficient  de  x'  dans  la  partie  du 

V ....  . 

développement  — ",  qui  résulte  du  facteur  (x- — a )’  de  son  déno- 
minateur. Si  l’on  suppose  que  ce  dénominateur  Se  décompose  dans 
les  facteurs  (x — »)”,  ( x — b)r,  ( x — c)\  etc.  on  obtiendra  de  sem- 
blables expressionS'-pour  les  parties  résultantes  des  facteurs  (v — b)r, 
(*■ — etc.  et  le  terme  général  du  développement  de  la  fraction 
U 

rationnelle  de  — , ordonné  suivant  les  puissances  positives  de  x , 

sera  par  conséquent 

—+‘  1 jt_i  V 

‘ *■+■  (x—by(x—cy 

-7+*  1 U 

~^dx*-'  ‘ x,+\x-^y{x—cy 

— j+»  1 • v 

_ 1 ' ''x^'{x— a)'(x— J>y 

etc. 

w 

pourvu  qu’après  les  différentiations  on  substitue , au  lieu  de  x , a 
dans  la  première  ligne , b dans  la  seconde , c dans  la  troi- 
sième, etc. 

Quand  même  les  quantités  a , b , c , etc.  seroient  imaginaires , 
on  n’en  parviendroit  pas  moins  au  terme  général  demandé  : il  con- 
tiendroit  à la  vérité  des  expressions  imaginaires;  mais  on  s'en  dé  - 
barrasseroit  en  combinant  convenablement  les  termes  fournis  par  un 
même  couple  de  facteurs  imaginaires. 

1041.  En  appliquant  ce  qui  précède  à la  fonction 

1 

a 8”  + bim~  ’ + c»”-* . . . +/7Î  + q 

du  n*.  roj9,  il  faut  supposer  que 

ai*  + bim~' + ci''* . . . . +pa  + q=a(i — *)(l — /*)(<—>)  , etc. 
et  prenant 

T I 

F- * (l— «)’(#— *)’(•— y)'  etc.  * 


Digitized  by  Google 


}io  Ch.  II.  Théorie  des  suites, 
le  coefficient  de  ou  Z,_l)r  aura  pour  expression 


1.1.3  ••••(* — I )a‘dl‘~‘ 


+ ‘,+,(*— * )■(«->)■,  etc. 

I 

+ «)(«—  yj,  etc. 

r 

+ «)'(* — £)',  etc. 

+ etc. 


en  observant  de  faire , après  la  différentiation  , #=*  dans  la  première 
ligne,  | =fi  dans  la  seconde,  !=>  dans  la  troisième,  et  ainsi  de 
suite. 


1043.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer,  pour  parvenir 
au  terme  général  d’une  suite  récurrente  , exige  la  décomposition  du 
dénominateur  de  la  fraction  génératrice , en  facteurs  , décomposition 
qui  dépend  de  la  résolution  dés  équations.  Lagrange  en  a donné  une 
qui  ne  présente  point  cette  difficulté  et  qui  conduit  immédiatement 
au  terme  général  de  la  série  engendrée  par  le  développement  d’une 
fraction  rationnelle  quelconque  , la  voici  t 
Si  l’on  fait  pour  abréger 

f M=-'^.+-'^.*+^.*,+^)*J  + etc. 

4(*)=  B.  + B,x‘+  5,  x3  + etc. 

les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  terminés , la  fraction 

u—x+4(*)  Pourra  «présenter  une  fraction  rationnelle  quelconque. 

En  la  développant  d’abord  suivant  les  puissances  de  4(x),  on 
trouve 

t(’)  f(x)4(xj  f(rHW 

u—x  ( u—x)‘  + («_  xy  etc’ 

et  pour  arriver  au  dernier  développement  il  faut  obtenir  en  par- 
ticulier celui  de  chacune  des  fractions 

» 1 t 

u—x’  (u—x)’’  (u—x)”etC- 

On  peut  les  tirer  de  la  formule  du  binôme;  maison  les  dérive 

successivement 
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successivement  les  unes  des  autres , en  observant  que 


I 

di‘ 


xdx' 

1 


. 1 - 

I 

I 

x x‘  X*  x" 

_L.  -L  «1» ...  4- 4-  etc 

U X 

I 

U 

I 

t . T « • * • • • 1 nJ.,  ^ civ. 

B B B4  B" 

ix  ,x*  (n+  r)x* 

U X 

~ÜT 

+ «»  + a4  ’ + «*+■  +e,C’ 

1 

• 

I 

1 

U X 

'(b— ar)3_ 

lu3 

+ 2a4  ■ ■ ■ 1 ib’+5  + ’ 

3 1 _ 

I 

_ 2*3 

, 2.3.4X  , (s+i)(n+l)(»+j)/ 

U X 

1.3a4 

S • • • 1 1,0-1 

X.3B5  2.3B^4 

etc. 


»(*) 


Cela  posé,  la  fraction  fournira  dansle  terme  général  lapartie 


Ax'  A,x“  A,x'  A,x*  Ax' 

u ur  ' a * B 

qui  s’arrête  au  terme  divisé  par  la  première  puissance  de  a •,  cette 
partie  étant  réduite  au  même  dénominateur , devient 

At+A,u  + A,u,+A,u’‘. . . . +A„u? 

*, 


et  revient  par  conséquent  à 


... 


pourvu  quf  l’on  borne  le  déve- 


loppement aux  termes  dans  lesquels  u est  affecté  d’un  exposant 

négatif.  Cette  conséquence  subsisteroit  encore  quand  on  écriroit 

?(b)4(b),  au  lieu  de  »(b),  puisque  ce  produit  est  de  la  même 

forme  que  ♦(«);  ainsi  le  terme  général  du  développement  de 

t(xW*)  . . , *(b)4(b)  ...  , 

- ■ seroit  encore  exprimé  par  — — x‘,  dans  les  mêmes 

conditions  que  ci-dessus. 

Si  maintenant  on  différence  par  rapport  à u , l’expression  , 

on  aura  le  coefficient  de  x"  dans  la  différentielle  de  la  fonction 
-■  ^r~'—  t prise  de  même  par  rapport  à a ; or  cette  dernière  est 


y est  d0nc  évident  que  — ^ — d est  je 

(b — x)‘  du  b,+‘ 
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• * • 

coefficient  de  a.-”  dans  le  développement  de  la  fonction ■ ■ , 

(“— -T)* 

en  observant  toujours  de  ne  prendre  que  les  termes  dans  lesquels  a 
a un  exposant  négatif. 

Par  les  mêmes  raisons  , le  coefficient  de  ar",  dans  le  développement 

t (r!4(  v)‘  . ,._t  • . c • 

de  , seroit  — ^ — ; et  differentiant  deux  fois  par  rap- 

u — x u 

port  à u , chacune  de  ces  fonctions  , le  résultat  fourni  par  la  seconde 
donnera  le  coefficient  de  xm  dans  le  développement  de  celui  qu’on  tire 
de  la  première  : en  effectuant  le  calcul , on  trouvera 


et 


» ..»fr)4(«)* 

du'  u"*‘ 


{u-xy 

et  divisant  par  x , on  en  conclura  que  l’assemblage  des  termes  de 

i . 

l’expression  ■ ■ ^ - d‘  ■ 'm+t  ■■  ' , dans  lesquels  « a un  exposant  né- 
gatif, forme  le  coefficient  de  x’  dans  le  développement  de 

(“—■*)’  ‘ 

On  prouveroit  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de  x *,  dans 

(xY 

le  développement  de  la  fonction 7—^ — ~ est 

(a — xy 

* 

1.3  du3  B*+'  ’ 

et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  le  terme  général  du  développement 

a.  »(*> 


«— *+4M 


sera 


’»(») . 1 j 
|b"+’  +du 


*(“)4(“) 

B*+‘ 


I . idu' 


e(«)4(«)*  ; 


■ ,.iWS01  + M£. 


1.1.  y du3  tr 

en  se  bornant  aux  termes  où  l’exposant  de  u est  négatif. 

Il  est  visible  que  les  différentielles  successives  de  cette  expression, 

relatives  à u,  correspondent  à celles  de  la  fonction  

“~*+4(*) 
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prises  dans  la  même  hypothèse  ; et  l’on  en  déduit  par  conséquent  par 
de  simples  différentiations , le  coefficient  de  x * dans  les  dévelop- 
pemens  des  fonctions 

>(*)  »(*) *(*)  ... 

(u-x+4(x))‘  ’ («_*+4(*))»  ’ (a_x+4(*))t* 

1044.  Nous  allons  appliquer  cette  formule  à la  fraction 

P+Q*  . 

. I larÇOSu-t-**  ' 

donnons-lui  la  forme 


a cos» 

nous  aurons 

*(.*)=P+Q*, 

«Toit  nous  déduirons 


P+Qx 


•x  + 


1COS» 


4W= 


2 COS  c* 


2 COS» 


* (“)=P+  Qu, 

4(“)  = 


2 COS* 


4(«)*= 


*M  _ 


= P u “ *+Q« 


f(a)é(«)  P,,-'*'  Qu—** 

“ ““  — h‘ 


2 COS  « 2 COS  « 

e(a)4(«)‘  _ Pu-*1  Qu-'** 

u“*‘  4 cos  »’  4 cos  »*  ’ 

etc. 


passant  aux  coefficiens  différentiels,  pour  les  substituer  dans  la 
formule  générale  que  nous  diviserons  par  2 cos  »,  nous  obtiendrons 


f . 

(u- 1 y* 

4_ 

(»—})(«— 2)«r^‘ 

1 2 COS  U 

(icos»)* 

1 

2(1  cos»)3 

f . 

(n—  i)u-"*‘ 

1 . 

(«— 4)(«— 3)“_0+* 

l 2 COS  « 

(zcos»)* 

T 

/ \t  etc 

2(2  cos  « y 

S s i 
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i 


mettant  au  lieu  de  u sa  valeur 


-,  nous  parviendrons  à 


1 cos» 

P { (i  cos  »)*  — ^ ^ (1  cos  »)'"■  + — — — -1-  ( 1 cos  » )"* 

_ (n-Mn-Mn-ü  ^ 

1.1.3 

+ Q { (i  cos  «)—  — -^—^(1  cos  «)-J + ( x cos  « )-* 


(*_6)(/z—  5)(n— 4) 


1.1.3 


(î  cos  »)““'+  etc.  } , 


expression  qui  ne  doit  point  contenir  de  puissances  négatives  de  cos  », 
puisque  la  précédente  ne  devoit  point  contenir  de  puissances  posi- 
tives de  u.  Onia  simplifie  beaucoup  en  la  comparant  avec  la  formule 

sin  n?=sin ? { i'-‘cosf'-' — - — -i*-3cosr’-’  +■  — — — i"-scosr'-5. . . 

. 1 1.1 

. ('!~4)(n — — 6). 

— --  — — — -i"-,cos{*-'+  etc.  } , 


1.1.3 

obtenue  dans  le  n”.  983  ; car  on  voit  alors  que  la  série  qui  mul- 
tiplie P n’est  autre  chose  que  le  développement  de  1 t tt 

que  celle  qui  multiplie  Q réponj  à — : : on  a donc  pour  le 

sjn  ® 


terme  général  du  développement  de  la  fraction 
cette  expression  très-simple 


P+Qx 


t — larcosu+a.*  ’ 


sin(n-f-  i)<* 


* sîn nu) 

Q -■ — *\ 

Sin  u ) 


Sin  a Sine 

qu’Euler  a donnée  le  premier  dans  son  introduction  à l’analyse  de 
l’infini. 

La  formule  générale  s’applique  également  aux  fractions 

P+Qx  P+Qx 



(r — irc<»S»+ur*)*  * (1— lxcos»-f  x’)J 


on  trouvera  pour  la  première. 

[ (»+.)«—• 

(n — 

1 2Cüs« 

( 1 COs  »)* 

( nu~’-‘ 

(/r-iX/r-i)"- 

l 1COSM 

(1  cos  » )* 

i(  co,  »)’ 


— ' te.  J 
«C.J, 


I 
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et  mettant  pour  u sa  valeur  , U viendra 

ICO»» 

P { (n+  l ) ( l COS  a )"*■' — (« — i)n(icos»)’_‘ 

+ )(tcos»r»-etC.} 

+ Q { « ( 1 cos  • )*  — (n  — i)(n — t ) (xcosu)*-* 

. + ("-4)(^-jK"-j)(  lcos.r<_etc.}, 


en  observant  de  ne  faire  entrer  dans  cette  expression  aucune  des 
puissances  négatives  de  cos  ». 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  les  applications  de  la  formule 
du  n".  précéd.  nous  observerons  qu’elle  exige  le  développemenj  des 
puissances  de  la  fonction 

4(x)  = B,+  B,x  + B,x'+  S,r3+  etc. 
lequel  donnera  lui-même  celui  de  la  fraction  rationnelle 

A.+ A ,x+ A%x' + +An_,x"~‘ 

~~Br+B,x+B%x'  + B^* +Bnx'  " ’ 

en  la  mettant  sous  la  forme 

(Aa+A,x. ...  +An_, )(5#-f  5,x..».  + Bnx")  1 ; 

nous  avons  trouvé  dans  le  n°.  98  , les  équations , d’après  lesquelles 
on  peut  calculer  successivement  les  coefficiens  des  diverses  puissances 
de  x , dans  le  développement  de  la  formule 

(^+#Ar+CV+i?*5+etc.  )"; 

mais  pour  en'  rendre  l'application  plus  facile,  il  auroit  fallu 
donner  l’expression  immédiate  Je  ses  coefficiens:  tel  a été  l’objet  récent 
destravaux  de  plusieurs  analystes  Allemands,  MM.  Hindenburg,  Pfaff, 
Maurice  de  Prasse,  dont  nous  avons  cité  les  ouvrages  dans  la  table. 

* L’exposition  de  leurs  recherches  nous  entraînerait  trop  loin  ; il  nous 
suffira  de  dire  qu’elles  reposent  sur  le  Calcul  des  combinaisons  , ap- 
pliqué aux  indices  qui  marquent  le  rang  de  chaque  coefficient,  Calcul 
dont  Leibnitz  avoit  prévu  l’utilité,  et  dont  il  a donné  un  essai  dans 
les  Acta  eruditorum  de  l’année  1 700 , à la  fin  d’une  réponse  à quelques 


«t 
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imputations  de  Fatio  de  Diiillier  ( voyez  aussi  ses  œuvres 
tome  III,  page  365  ). 


1045.  Reprenons  le  Calcul  des  Fonctions  génératrices.  Laplace 

donne  encore  au  développement  de  — une  nouvelle  forme  qui  le 

conduit  à une  formule  d’interpolation  dépendante  à la  fois  des  diffé- 
rences et  des  fonctions  désignées  par  la  caractéristique  v ; mais 
forcés  par  l’abondance  des  matières  d’omettre  plusieurs  détails  in- 
téresSans , nous  renvoyons  pour  ceux-ci  au  Mémoire  même  d’où  ce 
qui  précède  est  tiré , et  nous  allons  passer  à l'usage  des  fonctions 
génératrices  dans  la  transformation  des  suites. 

Toute  suite  n’étant  autre  chose  qu’un  développement  de  la  fonc- 
tion xy,  prise  depuis  *=0,  jusqu’à  x infini , il  est  évident  que  les 
diverses  manières  d’exprimer  ce  développement  fourniront  des  suites 
équivalentes , ou  des  transformées  de  la  même  suite.  Soit  la  suite 

y.  +y,  +y.  • • • • +. y,  +y,+>  + etc. 

et  faisons 


« =y.+yy  +y.‘‘- • - • +yS+y ,+,***'  + etc. 
il  suit  du  n\  1036,  que  le  coefficient  de  t *,  dans  la  fonction 

U . 

, exprimera  la  somme  des  termes  de  la  suite  proposée  depuisy, 

1 

t 

inclusivement,  jusqu'à  l’infini.  En  multipliant  les  deux  termes  de 
cette  fraction  par 

<r-|-é+c+«+  etc. . . . — (<«•+•  y+— + p+  etc.)  , 


on  rend  le  numérateur  divisible  par  1 — - , et  il  se  change  en 
(b  + e + e+t  te.  | 

B|+j(c  + <+  etc. ) + + etc.)  + etc.j  ’ 


puis  posant 


a b c - f-  e -f-  etc.  — JC 
b c t 

a+~t+— +7- 
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on  aura 


J+c+f+etc.  + j (c  + e + etc.)  + ^(c+etc.)  + etc. 


t 


équation  dont  le  second  membre  développé  par  rapport  à { prend 
cette  forme 


é+r+«+  etc. 


!+-(<:+<+  etc.}f 

(+7(‘+  ««•) 

. + etc. 


(K^  K' 


+ ‘k  + 'iT+  etc 


■} 


mais  le  coefficient  de  r*  dans  -7-  étant  égal  à ( n*.  1034  ),  le 
• * . 
même  coefficient  dans  le  développement  de  la  formule  ci-dessus,  sera 

(*+«+«+  etc.  )|- 


y.  , sry, 
K * K' 


"H — -îrf — H etc.  j 


K1 


X* 


+ (c+f+etc.){^+^'+— ^±l-  + ^tL+etc.} 

(<+  «c.){^-+^*+^+%=-+  «c.} 


+ 

+ etc. 


Cette  nouvelle  série  équivalente  à la  proposée,  depuis  y , jusqu’à 
l'infini , deviendra  convergente  si  les  quantités  vy,  , v' y , , etc.  vont 
en  décroissant  ; elle  s’arrêtera  même  si  l’on  a vy,=o,  et  donnera 
alors  la  somme  des  suites  récurrentes.  En  faisant  x=o  , on  trans- 
formeroit  la  série  proposée  à partir  de  son  origine. 

En  général , si  { représente  une  fonction  quelconque  de  — , 

et  que  l’on  désigne  par  vy,,  v'yT , v'y, , etc.  les  coefficiens  de  i’ 
dans  u{,  u{%,  uf,  etc.  on  parviendra  à ordonner,  suivant  les 

u 

puissances  de  { , le  développement  de — , en  multipliant  les 
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deux  termes  de  cette  fraction  par  K — j , K étant  une  quantité  égale 
à ce  que  devient  { lorsque  r=t , afin  que  K — j soit  divisible  par 

i — -.  Représentons  par 

1+— +-^-+^-  + etc. 

/ /*  r 

le  quotient  de  la  division , et  nous  aurons 


aiti+s. 

K V 


&'+i 

+ etc. 


+K%+k 5+  *tc’^ 

r*  z3 

+k‘+h+etc) 


et  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficient , suivant  la  con- 
vention  établie  ci-dessus , nous  obtiendrons 


K 1 


+ etc. 


. ÏVVr+  ; 

K K' 

» 

i y* 4-« . ? ■ 

K * K‘ 


4.112m 
+ K3 


ï’22m 

" K5 


+ etc. 
+ etc. 


'+  etc. 

Pour  avoir  toute  la  série , c’est-à-dire  , l’intégrale  2 y,  ; prise 
depuis  x=o  , jusqu’à  x infini , il  faut  faire  dans  la  formule  ci- 
dessus  x=o. 

1046.  Je  ne  puis  quitter  ce  sujet,  sans  faire  connoître  une  trans- 
formation purement  algébrique  et  fort  simple  , qu’Euler  a employée 
avec  succès  dans  son.  Calcul  différentiel  ; elle  consiste  à faire  dans 
la  série 

S z=ax+ix'+cx3+dx*+exi+  etc. 


x=  -fg-.  En  prenant  le  signe  + , on  a 

x—y  — y'+  y' — >4+  ys~  y+ etc. 
x'=y' — ry3-t-  jy4 — 4/+  jy*—  6y’  + etc. 
x3=y3 — 3^*4-  6ys — toy6  + 1 ty’ — ny*  + etc. 
x*=y* — 4ys+  ioy‘ — *oy'+ jjy* — jôy’-f-  etc. 
etc, 

d’oit 


■ 
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d’où  l'on  déduit 


S— a y — al  y‘  + a 
+ *|  —lé 
+ C 


y — a 

y*+  a 

+ 3 b 

—4 é 

—Y 

+ 6t 

+ d 

— 4 d 
+ 4 

y — etc. 


Les  coefficiens  des  puissances  de  y dans  cette  série , sont  les  diffé- 
rences du  premier  terme  a de  la  série 

a -J-  é 4*  c 4"  d “H  1 4“  etc. 

qu’on  obtient  en  faisant  *=1  dans  la  proposée;  et  l’on  conclut 
de  là  que 

S = ay  +■  A a.y'-\-û.'a.y3+  n,<r.iy4+  etc. 

Cette  dernière  série  sera  convergente  lorsque  les  différences  de 

termes  de  la  première  iront  en  décroissant. 

• y x m . 

Lorsqu’on  fait  x=  — — , on  a y= , et  la  série  ci-dessus 

î+y  1 — x 

devient 


S=a 


X X X . x~ 

1" Aa.  ; - + A*«r.  j <f‘r vt  + e,Ct 

: — x (1 — x)‘  (t — a.)3  (1 — xy 


série  équivalente  à la  proposée. 

Quand  la  série  a+b+c+d+c+  etc.  a des  différences  constantes  , 
on  obtient  exactement  la  somme  S.  Si  l’on  avoit,  par  exemple, 
41:+ 1 ^x’+4ox*+8jx*+ 1 j6x5+ij9*s-f  etc. 
on  trouveroit,  en  prenant  les  différences  des  coefficiens  numériques  , 
a= 4,  Aa=ir,  A*a= 14,  a\j=6,  A4d=o,  etc. 

ce  qui  donneroit 

_ 4-r  IIx*  14X5  6x4 

5 — z+— — — r^î+; 


1 — * (1 — *■)•  (1 — xy  (1  —x)* 

4x — x‘-t-  4X3 — x*  -v(r+x-‘)(4 — *) 

(»—•»)*  («— *)4 

Non- seulement  on  arrive  ds  cette  manière  à la  limite  de  la  série 
proposée , ou  à sa  fonction  génératrice , mais  on  obtient  encore 
la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  ses  termes.  En  effet,  la  série 
proposée  étant 

S==ax  + bx'-\-cx3-\-dx**. . . + px'+'-\-<fxm+‘+rx',+',  + sx'+*  + etc. 

Appendice.  T t 
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on  aura 

^•■+'+îi,+'+rï‘+,+«'+<+  etc. 

+ *v>-(7^+  ««. } . 

et  en  retranchant  cette  partie  de  l’expression  totale  de  5 , il  viendra 
pour  la  somme  des  termes,  depuis  le  premier,  jusqu’à  celui  qui  est 
multiplié  par  x",  inclusivement , 

(a—x‘p)  — + (sa—x'Sp)  X + {s'a—x's'p)  - . + etc. 

I X U — XJ  t‘ XJ 

Avec  un  peu  d'attention  on  reconnoit  facilement  que  la  série 
transformée  n’est  convergente  par  elle- même  que  dans  un  très- petit 
nombre  de  cas , lorsque  les  différences  sa , s'a , s'a , etc.  ne  dé- 
croissent pas  très-rapidement  ; mais  si  l’on  donne  à x le  signe  — , 
la  série  proposée  et  la  transformée  deviendront  respectivement 


S —ax  — éx*  + ex' — dx*  + t x6 — etc. 


S=a- 


• sa- 


— 4-  s'a 

\«  i 


x * 

-s'a  + etc. 


t+*  -(!+*)•  ' " (l+x)1  (!+*)< 

en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  ; et  la  seconde  sera  conver- 
gente lorsqu’on  y supposera  ar=i  et  x<i  : le  premier  de  ces  cas 
mérite  une  attention  particulière. 

1047.  On  a,  quand  x = 1 , 

S — a — é + c — d+  e — etc. 

S = 7 a — '-Sa  + 7A  'a — + 4*4  + ete. 
et  par  ces  formules  on  trouve  les  limites  d’un  grand  nombre  de  séries 
divergentes. 

Si  l’on  propose , par  exemple , 


1 — t + i — 1+  1 — 1+ etc. 

1— i + j — 4+  5 — 6+  etc. 

1 — 4+9—16  + 13 — 36+  etc. 
etc. 

On  trouve  pour  la  première  série,  4=1  , 44=0,  A'erro,  etc. 
et  par  conséquent  5 = ;,  comme  on  l’a  vu  dans  le  n*.  6 de  l’In- 
troduction ; pour  la  deuxième  série  4=1,  74=1,  6 = 7 j pout  la 
troisième  4=  1 , 44=3 , 4*4=1 , 6=0,  etc. 


0 
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On  arriveroit  encore  à la  limite  cherchée , si  la  série  transformée 
étoit  de  celles  que  l’on  sait  sommer;  mais , sans  nous  art  Oter  à ces 
exemples,  passons  à la  série  excessivement  divergente, 

i — 1.1+ 1.1.3  — 1. 1.3.4+  1.1.3. 4.  5 — etc. 

Pour  obtenir  les  différences  du  premier  terme  , on  formera  la  table 
suivante. 


termes. 

différ.  I"* 

différ.  a*. 

différ.  3*. 

1 

2 
6 

M 

110 

1 

4 

18 

96 

600 

3 

«4 

78 

504 

4 

64 

416 

3116 

710 

5°4° 

40310 

36l880 

36l88O0 

etc. 

4310 

35180 

311560 

3165910 

3710 

30960 

187180 

1943360 

17140 

156310 

1656080 

On  aura , d’après  ce  tableau  , 


s=--'  + l 

1 48 


148 3 !9 


l6 
1468457 


, 53  38<?  , »»«9 

31  64  118 


16687 


16019531 


116 
19089941 1 


+ etc. 


511  1014  1048  4096 

série  un  peu  moins  divergente  que  la  proposée.  Réunissons  les  deux 
premiers  termes  et  représentons  le  reste  par  S‘,  nous  aurons 

c— 1 . e>  c'_  î ”.53  3°9. 

4 8 16  31  64 

en  transformant  la  série  S\  comme  nous  avons  fait  la  proposée , 
nous  en  diminuerons  la  divergence , car  nous  trouverons 


y=ir  — 


5,1'  99  , 6'5 

ie  i*  i-  + i-' 


4401  3658î 

. il  “•  . 1S 


341107  , 35653*3 

_ 18  _ » o 


40866515 


+ etc. 


Les  deux  premiers  termes  de  cette  série , réduits  à un  seul , donnent 
S'=  — + S",  en  désignant  par  S”  l’assemblage  de  tous  les  autres  ; 

Tt  1 
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et  transformant  encore  la  série  6”,  il  viendra 

y»—11  M ■ M9  4*9  , 3*4»  *6383  338835 

l9  l”  i'9  2"  + 2*‘  1M  + 2*' 

_iZ^2I+e,c. 

Réunissant  dans  cette  dernière  les  quatre  premiers  termes , et  dési- 
gnant le  reste  par  S ",  nous  aurons 

et  si  l’on  s’arrête  après  les  quatre  premiers  termes  de  S",  on  aura 
M64ï 


S"= 


60417 

■j; — , d’ou  l’on  conclura  S = 0,40081058  , 


iM  1 

résultat  qui  n’est  encore  exact  que  dans  les  deux  premiers  chiffres 
décimaux,  à cause  de  l’extrême  divergence  de  la  série 'proposée. 
Nous  donnerons  dans  la  suite  un  moyen  plus  expéditif  pour  parvenir 
au  nombre  0,4036514077,  exact  jusqu’au  dernier  chiffre. 

1048,  La  transformation  qui  nous  occupe  .étant  appliquée  aux 
séries  ï4-Î  — i-K— T + etc. 

1 ~ i + T — 7 + ? — 77+  etc. 

dont  la  première  exprime  le  logarithme  népérien  de  1 , et  la 
seconde  la  longueur  de  la  huitième  partie  de  la  circonférence  du 
cercle  ( Int.  n°\  16  et  38  ) , conduit  à des  résultats  fort  élégans. 

En  prenant  les  différences  des  termes  de  la  première , on  trouve 
diff.  1'"  t.  _!_  _j_  , , 

’ * > »’  . ~ n » — — > — pfj,  etc. 

diff.  Ie,  + y , + 7—7  > + TTT  » + ÏT7TJ , etc. 

-—H-,  --H-,  etc. 
d;ff.  4%  + ÿ , etc. 
etc. 

et  l’on  en  conclut 

■J’r-i  + r:7  + rï  + — ' rt  + îTr  + etc. 

On  obtient  pour  la  seconde  série , 

diff.,-,-  yiy  , _ yi_  , --L-  __S_ 

d,ff.  1%  + . + —’tV  , + + ^rVr , etc. 

dÆ  3%  -tWî»  -ï^ïVî.ctc.- 


etc.  • 
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ce  qui  donne 


•s  = ï + t47  + rfh-  + rHHïî  + rrfrr  + «c. 

ou  iS=i  + i + H + rtt  + îHrî-ï  + etc. 
La  même  méthode  donne  facilement  la  limite  de  la  série 


li  — I3  + I4 — 1 5 H- 1 6 — 174- 18 — 1 9 + etc. 
parce  que  les  différences  des  logarithmes  consécutifs  vont  en  dé- 
croissant ; mais  pour  abréger  l’opération , il  faut  former  immé- 
diatement la  valeur  du  résultat  des  neuf  premiers  termes  de  cette 
série , valeur  qu’on  trouve  égale  à — 0,391 1 005.  Nous  supprimerons 
le  détaildu  reste  du  calcul  qui  n’ofTre  aucune  difficulté , et  nous  dirons 
seulement  qu’Euler  a trouvé  pour  résultat  0,4891606  ; la  différence 
de  ce  nombre  avecle  précédent  est 0,0980601  ,et,  comme  logarithme , 
répond  au  nombre  1,1333  15  : telle  est  la  limite  de  la  série  proposée. 

1049.  l-es  théorèmes  des  n°\  864,  873,  913,  914  et  913  se 
déduisent  avec  la  plus  grande  facilité  de  la  Théorie  des  fonctions 
génératrices. 

Il  est  visible  que 


«{O  + 7-O- 


on  tire  de  là 


n(«  1) 

-r 

2 


les  coefficiens  de  /*,  dans  le  développement  des  termes 

“G-1)’  “(7-’)’’ 

fournis  par  le  second  membre,  seront  respectivement 
^y, . *’y,,  *?y,,  etc. 

et  par  conséquent  on  obtiendra  le  coefficient  de  f dans  le  déve- 
loppement de  ce  membre,  en  développant  la  quantité 
{ ( 1 + sy.Y — 1 } ",  pourvu  qu’on  applique  à la  caractéristique 
les  exposans  des  puissances  de  Ey,  ( n’.  1033  ).  Mais  d’un  autre 


côté,  le  coefficient  de  t *,  dans  le  développement  de 


est  Ugal 
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à yx+n — yx\  désignant  cette  nouvelle  espèce  de  différence  par  la 
caractéristique  s'yx,  les  coefficiens  dt  t*,  dans  le  développement 
des  fonctions 


seront  respectivement 

Éy, , t!'y, , É'y, , etc. 

et  nous  conclurons  de  là  que 

*">.=  (I); 

cette  formule  rentre  dans  celle  du  n".  873  , lorsqu’on  y fait  m=i  et. 
qu’on  change  n en  A',  et  dans  celle  du  n*.  864  , quand  n=t , m de- 
meurant quelconque. 

Si  la  caractéristique  r'  représente  l’intégrale  relative  aux  diffé- 
rences marquées  par  a',  dans  lesquelles  * varie  de  la  quantité  n , les 
considérations  du  n'.  1036,  appliquées  à ce  cas,  feront  voir  que 
I ""y,  est  le  coefficient  de  t’  dans  le  développement  de  la  fonction 

u — 1 ^ , abstraction  faite  des  constantes  arbitraires  introduites 

par  l’intégration;  et  comme  on  a 

*(7—  0 =«{(•  + y — 1 )•—  « 

on  en  conclura  de  même  que  ci-dessus , 

* { ( > + V,)*—  1 (») i 

mais  il  faudra  observer  de  changer  les  puissances  négatives  de  &y.  , 
en  termes  de  la  forme  zy, , s 'y, , etc.  parce  que  le  coefficient  de  r*, 

dans  le  développement  de  u Ç - — 1 ^ est  2 ’yx  ( n*.  1036  ) : avec 

cette  attention  l’équation  que  nous  venons  d’obtenir  comprend  celles 
des  n°‘.  913  , 914  et  919. 

x‘ 

Si  l’on  change  x en  — , la  quantité  x'  variera  de  k , lorsque  x 

variera  de  l’unité , et  nk  sera  la  variation  de  x',  relativement  à la  ca- 
ractéristique a',  c’est-à-dire,  que  x'  deviendra  x'+k  dans -A y.lf 
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et  x'+nk  dans  b'y,,',  il  est  visible  que  les  équations  (i)  et  (z) 
subsisteront  encore  dans  cette  hypothèse:  nous  pouvons  donc  les 
regarder  comme  ayant  lieu  lorsque  * devient  x+k,  par  rapport  à 
la  caractéristique  a , pouryu  que  nous  supposions  qu’il  se  change 
eh  x+nk  par  rapport  à la  caractéristique  a'.  Si  nous  concevons 
maintenant  que  k représente  une  quantité  infiniment  petite,  ou 
l'accroissement  dx,  tl  que  n soit  infiniment  grand , nous  pourrons 
écrire  ndx r=r*,  « désignant  une  quantité  finie,  et  changer  txy, 
en  dyx-,  mais  les  équations  (t)  et  (i)  devenant  alors 

doivent  être  ramenées  à l’homogénéité  conformément  aux  loix  du 
Calcul  différentiel.  Pour  y parvenir,  il  suffit  de  remarquer  que 

l(i  +dy,),—  n\{l+dy,)xxn(^j.  — ^^-  + etc.); 


en  ne  prenant  que  le  premier  terme  de  la  série,  on  obtient ndyK, 

dy  d y 

quantité  équivalente  à ndx-j~ , ou  à «y-ï;  et  l’équation 


dy 

1 C 1 +dy,  )'=  • conduit  à ( i + dy  )’  = e 


il 

dx t en  supprimant 


pour  plus  de  simplicité  l’indice  de  y , que  l’on  peut  sous-entendre 
facilement  dans  ce  cas.  Par  le  moyen  de  cette  valeur , on  a 

= (/«*- t)-  (3), 

X”y=—^ — w. 

en  observant  de  transporter  à la  caractéristique  d , les  exposans 
de  dy , et  de  changer  les  puissances  négatives  en  intégrales.  Ces 
équations  sont  les  mêmes  que  celles  du  n°.  915. 

Considérons  l’accroissement  n comme  infiniment  petit , ou  comme 

1 « 

dx , A,my,  se  changera  en  dmy , i!my.  en  et  (1  + Ay,)* 
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dx  >■)  t 

en  (i  + Ay)  = c , en  écrivant  dx  pour  n . Le  développe- 

ment de  cette  expression  est  x -f  d *1  (i  4-^)4-  etc.  substituant 
dans  les  équations  (i)  et  (i)f  elles  donnent 

§;={.i(«  + ^)}"  (?) 

1 yJx" = {i(«+û>Tr  (6) ’ 

équations  semblables  à celles  des  n°\  867  et  91  f. 

La  route  qui  vient  de  nous  conduire  à ces  formules  a l’avantage 
de  nous  découvrir  la  cause  de  l’analogie  des  pdissances  avec  les  dif- 
férences et  les  intégrales , puisqu'elle  nous  montre  que  les  fonctions 
génératrices  des  différences  de  y, , sont  les  produits  de  la  fonction  u 

par  les  puissances  positives  de  la  quantité  - — 1 , tandis  que  celles 

des  intégrales  sont  les  produits  de  « par  les  puissances  négatives  de  la 
même  quantité. 

1050.  Laplacea  obtenu  , ainsi  qu’il  suit,  pour  les  séries  de  la  forme, 
+y,«’i*+  etc. 

des  formules  analogues  à celles  du  n°.  précédent.  En  nommant  u la 
somme  de  cette  suite,  ou  la  fonction  génératrice  de  y.**,  on  a 
l’équation  identique 

«t  d’après  le  n°.  précédent , le  coefficient  de  cM,  dans  la  fonction 

1 | V " 

1 J sera  égal  à &'m.a’yM,  en  supposant  que  x varie  de 

la  quantité  n.  Mais  le  coefficient  de  la  puissance  de  t dans  le 
développement  de  u — 1 ^ est  a* n'y, , ainsi  qu’il  est  facile  de 

s’en  convaincre,  en  observant  que  le  coefficient  de  c‘  dans  «(-j  ~ 1 ) 


u a 

ou  — — u est  — 
at 


■ a’y,~  *'(y,+,—y.  ) = *'*y, > 


et  continuant  ainsi  de  proche  en  proche.  Si  donc  on  développe 
suivant  les  puissances  de  — — 1 , le  second  membre  de  l’équation 
. identique 
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identique  posée  plus  haut , on  pourra,  dans  le  passage  des  fonctions 

génératrices  aux  coefficiens , remplacer  les  puissances  de  1 par 

a t 

celles  de  £.yr , multipliées  par  le  facteur  commun  a',  et  transporter 
après  le  développement , les  exposans  des  puissances  de  a yÆ  à la 
caractéristique  a.  Avec  cette  attention , on  aura  l’équation 
A'”.a>,=  a'{a-(l  + A^)'_r}"  (7); 

puis  en  écrivant  — m , au  lieu  de  m , on  aufa  encore,  comme 
dans  le  n°.  précédent, 

{.■(t+vJ'-T’  (8)* 

Si  l’on  substitue  rx'  à x,  et  qu’on  désigne  par  y'  ce  que  devient 

alors  y , la  différence  de  x'  sera  - : en  supposant  r infini , cette 

différence  se  changera  en  dx'-,  on  aura  &yt—dy-,  on  fera  en- 
suite aT=p , pour  obtenir  a*=p*'  et  a‘yz— p‘ÿ . Mainteaant  si 

l’on  prend  n infiniment  grand , et  qu’on  pose  - = a , la  quantité  * 

pourra  être  finie  , et  exprimer  le  changement  qu’éprouve  x, 
lorsque  x devient  x+n,  d’oit  il  résulte  que  t!m.p*y\  Tlm.p’'y\ 
désignent  pour  l’ordre  m la  différence  et  l’intcgrale  de  la  fonction  pr'y‘, 
lorsque  x'  se  change  en  x'+a.  Remplaçant,  dans  les  équations  (7) 
et  (8) , A ym  par  dÿ,  il  viendra 

d-.fï=p«  {/>*(  t + dy'Y—  1 } 

p *' 

et  ramenant  la  quantité  ( 1 + dÿy  à l’homogénéité,  comme  dans  le 
n*.  précédent , on  aura  ( 1 +<//)'=  c dx  , d’où  il  suit 
*'m.p”y'=p’Xp‘‘  dx—i)~  (9) 


*'m.p’'ÿ=- 


(p‘t 


(t°)- 


Apptnàkt. 


Vv 
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Si,  dans  les  équations  (7)  et  (8),  l’on  suppose  n infiniment 
petit , c’est-à-dire , qu’on  y substitue  dx , b!"'.a’y,  se  changera  en 

J".aIy,i  et  en  -^J"a.’yxdx'‘,  et  puisque 


a'(  t + AyJ'm  + dx  { la(  t + s y,)  } ( n”.  précéd.  ), 
on  en  conclura 

f-Sy, 


dxm 
fm.a'yxdx’'= 


a’[\a(  l+A-y,)}’ 


(**) 

(il). 


{ \a  (t  + A.y*)}” 

Telles  sont  les  formules  que  nous  avons  annoncées  dans  le  n°.  913  j 
où  nous  avons  donné , d’après  Euler , un  cas  particulier  de  celle  qui 
est  désignée  par  (10).  Outre  ces  théorèmes  intéressans , parmi  lesquels 
ceux  qui  sont  désignés  par  (7),  (8),  (9),  (10),  (11)  et  (11),  lui 
appartiennent , Laplace  a de  plus  donné  dans  son  Mémoire , un 
moyen  pour  en  trouver  une  infinité  d'autres  du  même  genre. 


1031.  Soit  u une  fonction  de  deux  variables  t et  dont  le 
développement  ait  la  forme 

+y,..  t*  + etc. 

■fy#)  / 1^  • t -f*  etc, 

+y. . /*  +>,>."'■ +yn-,  » .f'"  V*  + etc. 

etc. 


+y.,n1'"  + etc. 

yx,  /,  désignant  le  coefficient  de  rV",  aura  u pour  fonction  généra- 
trice. Si  l’on  représente  par  ^ayK,,i  la  différence  de  la  fonction yx,„, 
prise  seulement  par  rapport  à la  variable  x , la  fonction  génératrice 

de  cette  différence  sera  uÇ-  — 1^;  celle  de  A x,y„x,  sera  de  même 
u^-— 1).  Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  la  fonction  généra- 
trice de  a,a xiyx,  „ , ou  de  “t  ~ 1)  Ct 0 ’ 

et  qu’en  général  celle  de  a ^ /yxfxl  sera  u — 1^  ^ . 
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Dans  le  cas  actuel,  l’expression  vy,,„  sera  le  symbole  d’une 
quantité  de  la  forme 

R y s+i  » c y x+t*  *4- etc. 

+ B'y„.+,  +c'y,+t>,r>.,+  etc. 

+ C’y*>,*,  + etc. 

l’expression  v'yItI)',  celui  d’une  quantité  composée  en  vyT,rt  , 
comme  la  précédente  l’est  en  y„„,  et  ainsi  de  suite;  la  fonction 
génératrice  de  l’expression  générale  vmyMtM,  sera  visiblement  de  la 
forme 

, B C 
[A  + Y+— + etc. 

B'  C' 

+ Y+77+  etc’ 

C" 

+77+  etc. 


en  sotte  que 


+ etc. 


B 


/i  v*/t  v.'l^+  — +etc 

G -) 1 ' 


B' 

+ y 4-  etc. 


sera  la  fonction  génératrice  de  a"  " v”yx_r, 

jrt  jf# 

Cela  posé,  lorsque  s désignera  une  fonction  des  quantités  - et 

et  que  son  développement,  suivant  les  puissancesde  ces  quantités, 

aura  un  terme  général  de  la  forme  le  coefficient  de  «V*  dans 
Ku  , . “ . 

~fjf'  • sera  * r'+f  » et  il  s’ensuit  que  le  coefficient  de  r *t'“ 
dans  «J*,  sera  vmy,,„,  si  r a la  forme  convenable.  On  voit  par  là 
que  vmy,,r/  s’obtiendra  en  écrivant  dans  j",  y,  au  lieu  de  -,  yti  au 

üeu  de  —,  et  en  développant  le  résultat  suivant  les  puissances  de  .y,  et 

de  J»/  > puis  changeant  les  produits  K(y.)\y,y  en  Kyt+r,^-, 

Vv  t 
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bien  entendu  qu’un  terme  tout  constant  K,  équivalent  à 
doit  être  remplacé  par  KyJ,  r/. 

Pour  introduire  dans  le  calcul  les  différences  de  yljgl,  il  faut  dé- 
velopper s*  suivant  les  puissances  des  quantités  - — t,  4 «» 

un  terme  quelconque  du  résultat , étant  désigné  par 

K.Ç- — i)  (4 1)  etmultipliéparujOuA'a^ — (4 i)  , 

donnera  lieu  à un  développement  dans  lequel  le  coefficient  rV"  sera 

p|-f< 

exprimé  par  Xi  ,yTtr,>  II  suit  de  là  que  la  quantité  ymy,.x, 
se  formera  dans  ce  cas  en  substituant  A^y,,  „ au  lieu  de  i , 


et  au  lieu  de— —i,  dans  s,  et  développant  alors  im 

suivant  les  puissances  de  c>,y,,,',,  *,&.>*%  puis  en  transportant 
à la  caractéristique  a les  exposans  de  ces  puissances , et  mettant  ainsi 

A * y,,;' , à la  place  de  {±,y, y 

Si  l’on  désigne  par  z y,,.,  l’intégrale  du  coefficient  y,  'tx;~  prise 

X,  X 

un  nombre  r de  fois  par  rapport  à x seul , et  un  nombre  r de  fois 
par  rapport  à x'  seul , et  que  l’on  représente  par  f la  fonction  géné- 
ratrice de  cette  intégrale  , celle  de  la  différence  ,y, , ,, , sera  d’après  ce 

qu’on  vient  de  voir,  , et  l’on  aura  par  conséquent 

ï(7-,)Cf-,)="’,i’0{l  — 77ï — 


Hv* 


connoissant  ainsi  la  fonction  génératrice  de  s y,tg, , on  aura  cette 

*1  * 

intégrale  en  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens.  Nous 
observerons  qu’à  cause  des  quantités  arbitraires  qu’elle  doit  com- 
porter , il  faut  écrire 

(i  \V  i \"  abc  a 

7 “'AT""1)  ~“  + T+7r+7r + T 


•7^77+7T- 


-•  +^?> 
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a , b ,'c  ,...y , étant  des  fonctions  arbitraires  de  i et  a\  b',  c,. . .y', 
des  fonctions  arbitraires  de  t ; d’où  l’on  conclut 

ufi" +be-'i" +î/"'+aYf"'- + yV 


1051.  Appliquons  maintenant  ces  principes  à l’interpolation  des 
séries  à double  entrée , recherche  qui  consiste  à déterminer  l’ex- 
pression de  .y  ou,  ce  qui  revient  au  même  , le  coefficient 

u . . 

rV",  dans  le  développement  de  la  fonction  (>  . Il  est  visible 
qu’on  a l’équation  identique 

+ 0+^'- 


+ etc. 


- 


. 1)("— V 

1.1.3  v * ' 

+ #^3rrXrr) 

+T^=rk7£Xiî=)  + * 

-,  'V 

1.1  \ r'  / 


n'(n' — 1)  n/\ — A'/i — A 

+ i7i  iw  ) (~T“ )+  etc’ 

V . + etc.  ; 

et  dans  ce  développement  le  coefficient  numérique  de 

•G-OCr-O  sera 

n{n — i)(n — 1). . ..(n — r+  t)  n'(n* — i )[n — a) .... (n — r’+  j) 

1 • • • • • • 

•—r  r — -r7  r1 

ou  [o][n][o][n'].  Cela  posé,  le  coefficient  de  rY”,  dans  le  déve- 

/l  \r/  I * Krf  t+ry 

loppement  de  a — 1 J [y  — 1 J , étant  a , |e  terme 

* ■ 
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général  Us  l’expression  de  yI+ataM.n,  sera 

[o]  M [o]  [<]  A y.,„, 

*1  *' 

lormule  dont  on  tire  cette  série 

n n(/7—  i) 

^«.^^,.'1+7^»*.+  — — — **y,ynt  + ctc- 

I I • i 


n'  n n'  *+, 

+ — -7  T A ,y’uÆ  e,c’ 

I I * »,  »' 


n\ri — 1) 

+ —.  . ■ etc. 


1.4 


+ etc. 


que  nous  avons  déjà  obtenue , n*.  894 , par  d’autres  considérations. 
On  peut  lui  donner  cette  forme 

,.+.•=  ( 1 + E,y„  ,.)’(t  + A „y„„y, 

en  observant  de  transporter , comme  il  a cté  dit  dans  le  n9.  préccd. 
à la  caractéristique  a ,les  exposant  des  puissances  de  a Myr,„,  a t,y„r„ 
et  d’écrire  y,,„,  au  Heu  du  premier  terme  1 , que  l’on  doit  regarder 
comme  équivalent  à (a^,,„)*(a,^,  „)\ 


1053.  Proposons-nous  maintenant  d’ordonner  le  développement 
*>'«+»>*,»  suivant  les  quantités  vy.,  ,,tv'y„„  , etc.  et  prenons 
Cn  conséquence 


B C D 

1 + P + P 

b'  c d 

L L_ 

J.  ptr 

/ 1 J * / » 

t et  tl% 

T Cly. 

Cn  D' 

1 1 

4.  ptr 

+ 1 '* + t‘t 

T Civ* 

P' 


D ” 

+-pr  + etc. 
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B’  C D" 

A +-7-+“rr+-7T-”' 


• + — <* 
t 


„ C'  D’ 

•B+-T-H — — + etc.  = b 

t r * 

D' 

C +— + etc.  — c 

t 

etc. 

b c 


+ r* 


il  viendra 

équation  semblable  à celle  que  nous  avons  traitée  dans  le  n*.  1039, 
et  pour  laquelle  nous  avons  donné  l'expression  de  ~ à la  page  313; 
mais  dans  le  cas  actuel , il  faut  développer  de  plus  les  coeffi- 
cient» b,  c,...q,  suivant  les  puissances  de  , ce  qui  changera 
la  quantité  b Z„  nj+I+i{  Z, , + etc. 

"h  c ^0 >/!-*»+» c l^u  etc. 

+ etc. 

en  une  autre  de  la  forme 

. M+  + etc.  + -p-(A/,+  -f  etc.) 

+ yr  ( K+  Kl  + etc.  )....+±-Mni 
la  quantité  c Z„ , ».M.1  + c{Zlt  + etc. 

etc. 

+ etc. 

en  une  autre  de  le  r me 

3J'+  c + etc.  + -y  ( Af',  + N',{  + etc.) 

+h ( + e,c-  )■  • • + 

la  quantité  eZ„ ._»+,+  etc. 

•+■  etc. 

en  une  autre  de  la  forme 

M°+S\  + etc.  + ~ ( M",  + .V"l{+  etc.  ) 

+ ~pr~  ( Ar* + »*. î+ etc. )...,+  * M\  , , 
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et  ainsi  de  suite.  Il  est  facile  de  voir  que  la  somme  des  puissances 
de  - et  de  -V,  dans  ces  expressions , ne  doit  point  surpasser  l’ex- 

t t 

posant  n , lorsque  cet  exposant  est  entier.  Cela  pose , on  aura 
J-  = M + A’î+etc.  + 4-  (M,+  JV,t  + etc.) 

t'  t ( 

+jt(‘W'+  A'.î  + erc.) 


+—K 


Af'  4-iV'î  + etc. 


|+— ,-(Af\+A)'lt  + etc.) 


+-1—M’  , 

/l-l  •»“* 

M‘  +iV'  i + etc. 
U-i-(Af', +*»,<+ etc.) 

+ TV~7r{M"‘+irtl  + ttc,) 


. +-srr  A*V. 


MC"-)  + Oj+etc. 

j + 4(M.(— )î+etc.) 

+i(+£W--,>+AM--,){+etc.  ) 

c*—»')'  ’ 

+ 


et 
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et  comme  le  symbole  vy,,*,  désigne  la  quantité 

d y x > B y x+i  1 s.'V  y x+t*  4*  etc. 

+ By,txxt.<  + C'yx+,>x‘+t+  etc. 

+ 0..*-+.  + etc. 

+ etc. 

et  que  le  coefficient  de  dans  le  développement  de  la  fonc- 

tion — -,  est  exprimé  par  j\+,,«!+r>  ( n\  1051  ) , on  conclura 

de  ce  qui  précède , en  passant  des  coefficiens  aux  fonctions  géné- 
ratrices , que 

SMy„„  +jV  vy„;t  + etc. 

+ M,y, , „+l + N,  v y, , + etc. 

JrM%yttI,+%+N%vyitx>+tJr  etc. 


V “H  Kys  * Ti+n 

Jr+i  > ff  +A  vyx+»9*t  m 

.j_  J ^ 9 *'4-«  ^ I^ï+I  * 


^ n-i  ? x+t  9 *M-n— » 


+A H-  etc. 

| +Mlm-')ym+mm.t9sl+g+N*m  ,)vyx+_l,,H.l+  etc. 

i 

M-l 

‘ ^ y x-\-m—  1 J x‘+n— nuy-i  • 

n— m+i . m— 1 

Cette  suite  s’arrêtera  lorsque  quelqu’une  des  quantités  vy,,„, 
v‘y„x,  » «te.  sera  nulle.  - 

Si  l’on  prend  vy,,„=o,  et  que  l’on  fasse  ensuite  x=o  dans 
l’expression  précédente  de , on  aura 

y nt x>  ^fy.i  -h ^f.y. ? .<+. 

• Mjxy . y ...y, 

4*  üfy ij.(4'^f  4"  .Xi» ■ '4 1 

• 4*  M n—ty  1 * 

+ Ml"-')ym_;,ll  + My-')y^,,,,+,  + MÉ"-‘)y^,,,,„ 

, MO*—' 0 

*_«+.-y— 1 

Xx 


s4pptndke. 
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cette  expression  s’éciit  sous  la  forme 

J'nl  x»“  ^ Ky,,  r/ 1 » n+.f  tAf  ry % , I(+, 

+ 

l’intégrale  du  premier  terme  étant  prise  depuis  r= o , jusqu’à  /-=n4-  t , 
afin  d’y  comprendre  la  somme  des  termes  depuis  r=o , jusqu’à  r=n 
( n“.  897  ) ; l’intégrale  du  second  terme  étant  prise  depuis  r= o , 
jusqu’à  r=n  , et  ainsi  de  suite  ; enfin  l’intégrale  du  dernier , depuis  % 
r—O , jusqu’à  r=n—m  -+■  t. 

L’expression  que  nous  venons  d’obtenir  pour  yn  , j;  est  évidem- 
ment l’intégrale  complète  de  l’équation 

® C yB+l  4“  Py  , *."h  ^yn+^t  ri 

+ B'yr  1 ^ » 

+ C>n.„+. 


“f"J  »>  r'+mi' 

1054.  La  recherche  de  cette  intégrale  se  trouve  ramenée  à celle 
des  coefficiens  AI , Al',,  etc.  qui  sont  précisément 

ceux  des  puissances  de dans  le  développement  des  fonctions 

^ » » -*+1  »-”+•  + e*c» 

c Z°tx-*+i  + 4 Z,,  ]>-».*•+  e,c-  . 

etc. 

ces  développemens  seront  faciles  à former  dès  qu’on  connoîtra  ceux 
des  quantités  Z., , Zc,t_„^,  etc.  ou  en  général  celui  de 
Z.,,;  mais  on  trouvera  sans  peine,  par  les  formules  du  n\  1041  , 
que 

Z°’r=_ 


etc. 
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et  comme  «,  0 , y , etc.  sont  les  racines  de  l’équation 
a )"  + b flm-+c  8"-* + î = o, 

ces  quantités  seront  dans  le  cas  actuel  des  fonctions  de  Si  l’on 


s , et  que  l’on  ditférentie  m fois  de  suite  , par  rapport  à s , 


l’expression  de  Z„,r,  pour  en  éliminer  les  quantités- 


F > 


•,etc. 


on  parviendra  nécessairement  à une  équation  finale  du  premier  degré 
par  rapport  à la  fonction  Z„,r  et  à ses  cocfHciens  différentiels;  ces 
quantités  y seront  multipliées  par  des  fonctions  symétriques  des 
racines  a,  fi,  y,  etc.  et  de  leurs  différences,  fonctions  que  l’on 
poutra  par  conséquent  exprimer  d’une  manière  rationnelle  au  moyen 
des  coefficiens  de  l’équation  a 8"+  etc.  = o ( n*.  159  ).  Faisant  en- 
suite disparoître  les  dénominateurs  des  termes  du  résultat,  les 


quantités  Zs,,, 


dZoyr 

ds  ’ 


etc.  n’auront  pour  coefficiens  que  des 


fonctions  rationnelles  de  s ou  de 


t 


c’est-à-dire , que  les  termes 


dMZ,tr  * , . 

de  l’équation  finale  seroat  de  U forme  K s"  — — ^ — . Cela  posé  , si  x; 

a y 

désigne  le  coefficient  de  j‘,  dans  le  développement  de  Z„,,,  le 

terme  x^j*  deviendra  i(i — 1) (i — **  + t)vs*~'‘,  en  passant 

dfz  , 

dans  °’r-t  en  sorte  que  i(i — 1) (< — h + 1 ) K x;  sera 

le  coefficient  de  sm+l~,A , dans  l’équation  finale,  et  que  par  con- 
séquent il  faudra  , pour  avoir  celui  de  s'  dans  la  même  équation  , 
changer  i en  i — m + n,  et  \ en  : on  aura  donc 

(«  — +f0(<  — m + f*—  1) ( i—m  + ijix,-^, , 

pour  ce  coefficient , le  même  que  celui  de  pp  II  est  visible  ^ue  si 


dans  cette  équation  différentielle , on  remplace  les  fonctions  gé- 
nératrices par  leurs  coefficiens,  onia  transformera  en  une  équation 
aux  différences  entre  les  valeurs  successives  de  \ , et  dont  l’intégration 
donnera  ces  valeurs.  Par  là  l’intégration  de  l’équation  vy,t„=  o 

X x 1 
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est  ramenée  à celle  d’une  équation  aux  différences  à deux  va- 
riables seulement  et  à une  intégrale  définie. 

Pour  donner  une  idée  de  l’application  des  formules  précédentes  , 
supposons  qu’on  ait  l’équation  du  premier  ordre 

gi  B y y gi  **+1 

Dans  cet  exemple 


„ B B’ 
i=A  + T+y, 

b — B , 

„ , b 

dou  i = a -4-  - , 

O 

II 

«O 

+ 

0 

* 

8 = —- 
a 

7 — 

1 

(A+B'sy 

_ *•*)  » — 

d«’+‘ 

1 

4 

w 

en  écrivant  s , au  lieu  de-'-.  Différentiant  la  dernière  expression 
de  Z„,,,  on  trouve 


dZ„,r  rB'(A+B's  y- 
ds  — (—By+‘~’ 


et  éliminant  la  fonction 


C A+B't)' 
(-*)'  ' 


il  vient 


—^.(A+B's)-rB'Z.,^=Ogi 
substituant  enfin  dans  cette  équation  , à la  place  des  fonctions  géné- 
ratrices , les  coefficient  de  -4- , on  obtient 


^(i+  I ) + B'i A;—  r 

Or  la  quantité  t Z<tin_m+,+  cZ,,^^,  + etc.  se  réduisant  à son 
premier  terme,  donne  seulement  M,-=B\.,  et  l’on  en  conclut 


^ Z»  > *,  — 

l’intégrale  étant  prise  depuis  r=o , jusqu’à  r=n+  i.  Il  faut  faire 
attention  en  intégrant  l’équation , doit  dépend  \ , que  la  cons- 


tante arbitraire  introduite  soit  telle  qu’on  ait  *,= 


A" 

{=Bÿ*-' 


tirée  qes  Fonctions  génératrices.  349 
1053.  L’équation  vyI,,,—  o,  ou 

f Jy„"+By,+>\,.+  Cy  x+a  » x,  * y s +**  J ri 

+ » r(+i  + etc.  • 

°=^  +C'yx,',+%  + etc. 

“H  y* } !•+.-'  $ 

correspond  à l’équation  { = 0,  ou  1 

r „ B C q 

4+ h— + — 

r r*  m 

£'  C' 

+-+y+"=.. 

*='  +?  + “•  ’ • 



• « 

I 

+ 7=‘ 

qu’on  obtient  en  substituant  dans  la  première  , au  lieu  des  coefficiens 
y*+ 1 ix,)  etc» 

y*ixi+%  1 etc. 
etc. 

leurs  fonctions  génératrices 

• u u 

u » “ » "JT  > etc- 

u u . 

— , —,  etc. 

t tt 

u 

T'f 

etc.  » 

car  il  est  facile  de  voir  que  toute  équation  du  premier  degré  , qui  a 
lieu  entre  les  coefficiens , doit  avoir  également  lieu  entre  les  fonc- 
tions génératrices.  L’équation  {=0  rentre  évidemment  dans  l’équa- 

*■  1 1 

tion  (1)  du  n*.  1015,  lorsqu’on  y change  j en  »,  et  - en  /8  ; et 

l’on  doit  saisir  maintenant  la  liaison  des  méthodes  qui  nous  ont 
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conduits  à l’une  et  à l’autre  : la  meme  correspondance  existe  à 
l’égard  des  fonctions  d’une  seule  variable. 

Il  <uit  de  là  que  l’intégration  de  l’équation  par  la 

seconde  méthode,  revient  à déterminer  l’expression  de  , déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  -, , au  moyen  de  l’cquation  o ; 
or  il  y a aussi  dans  cette  méthode,  comme  dans  la  première , des  cas 
où  l'expression  de  — se  présente  d abord  sous  la  torme  d une  suite 


infinie.  L'équation 


i 

r?' 


qui  correspond  à 

* r,..-!  ^ y r+  [ » ».  c y?  1 O , 

est  un  de  ces  cas , parce  que  la  plus  haute  puissance  de  - y est 

multipliée  par.  p.  Voici  l’artifice  qu’employé  Laplace  pour  lever 

cette  difficulté.  * 

L’équation  proposée  donne  immédiatement 


d’où  on  tire 


i . 

7T77 


4 

* + 7 


"6-0  . 

La  dernière  de  ces  expressions  étant  écrite  ainsi 

i G-*+0 


fV 


6-0' 
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devient  susceptible  d’un  développement  terminé  suivant  les  puis- 

sanccs  de  — — b\  on  en  tire 


+ ««•} 


X (aT+*(c  + ab) 


— b 


+ — — - (c + «*)*— ; + etc. } ; 


G-*) 


faisant  pour  abréger 
V = a’ 

V,=  —ba‘+*Xc  + ab)a*-' 


y.= 


1 I 


b* a*  -t-  ■ — — b a b} a*  1 -p  ~~ "(  c-J- a b )irf* 


*a(x' — 0(*' — i)  ,,  , *'(*' — i)*...  , ,x 

y IL  A ii 1 Pa*+  — -b'(c+ab)  a1' 

’ 1.X.3  l.l  I ' 


x x(  x — 1) 
+ — 


I 1 . 1 
etc. 

il  viendra 


w-u.  *(*—')(*—*)  . 

1.1.3 


b(c  + ab)'a‘-‘+  ^ — ~'v"  (c^ah)'**-'1 


t’t 


"G-0  +'■£-*) 

+'- 


V V 

I r ^ *»+* 


yz, 


7->  (?-*)'  G-*)'1 
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- « , • I a b 

L équation  — - — —t  — c = o , 


rr  t t 


donnant  aussi 


i c •+■  a b 9 

1 — 0 

t 

on  peut  chasser  la  quantité  ^ — é,  du  résultat  ci-dessus,  et  si  on 
le  fait  dans  les  termes  affectés  de  J"x+1 , etc.  on  obtiendra 

i 

7-y • 

f +^Sy(7-)'  5 

Passons  maintenant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens.  11 
est  visible  que  celui  de  /V , dans  ~ , est  y^„\  la  quantité 

"(? — 0 > m‘Se  S0US  la  ^orme  ub  (.h'~  0*  ^ta”t  d<^vcloPPée» 

devient 

,,f  u r u , r(r—  i)  a ) 

— etc'  /’ 

d ou  l’on  conclura  que  le  coefficient  de  t°i'°t  dans  cette  fonction  est 
A,f .Tôt  r(r-l)  JW.  1 

l é'  i i'-  t.i  *'-•  eIC-  J ’ 


développement  qui  est  celui  de  , pourvu  que  l’on  fasse 

x'—o  après  la  différentiation.  On  se  convaincroit  de  la  même 
manière  que  le  coefficient  de  t°t'\  dans  le  développement  de 

"(7  ^tre  > en  faisant  x = o après  la 

, différentiation  , 


Digitized  by  Google 


TIRÉE  DES  FONCTIONS  GÉNÉRA  TRI  CES.  35  J 
différentiation;  et  l’on  aura  enfin 

+ +r..y.tm 

+7ï7Ta  A-\ir)+ (7ï7ïÿa  A \ir) 
J7+ïbÿa  A‘\  a*  J 

pour  l’intégrale  de  l’équation 


y x-f  1 5 a,-t- 1 ^ Jx  ) 3---+- 1 ^ y Sx,  O**  ’ r<' 

Çn  développant  cette  intégrale , on  reconnoîtra  sans  peine  qu’elle 
exige  la  connoissance  de  la  première  ligne  horizontale  et  de  la 
première  colonne  verticale  de  la  table  à double  entrée  qui  correspond 
à l’équation  proposée. 


1056.  Des  considérations  absolument  semblables  à celles  du 
n°.  1049,  vont  nous  conduire  aux  formules  que  nous  avons  déji 
obtenues  dans  les  n“\  865  , 867,  869,  895. 

Soit  maintenant 

»=y.>. +y,t.‘+y.fS  + etc. 

+y.t/+ y,  ,,“'+y,,. &+  etc. 

+ y.,/'+y,,y'+etc. 

+ y.,/1  + etc. 

+ etc. 

5i  désigne  la  différence  de  y,,;,,  prise  en  faisant  varier 

en  même  tems  x et  x’,  la  fonction  génératrice  de  n’y, , ,,  sera 

u(^~- — 1 ) , n*.  1051  ; mais  il  est  visible  que 

l=(l  — l)(t+p_  t)_  x, 

et  que  par  conséquent 

= “{C,  + 7~  OO  + p—  O—  O’i 

Appendice.  Y y 
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le  développement  du  second  membre  de  cette  cqu;ition  pouvant  être 
ordonne  suivant  les  puissances  de  - — i et  de  4 — i , contiendra 

i t 

les  termes  uÇ-  — f qui  sont  les  fonctions  généra- 
trices de  a yz,T’>  passant  donc  de  ces  fonctions  à leurs 

cocfüciens , on  aura 


{ ( 1 + A«y*»«0  ( 1 + — >}"» 

en  observant  de  transporter,  dans  le  développement  du  second 
membre,  à la  caractéristique  A les  exposans  de  a A 
11  suit  aussi  de  ce  qu’on  a dit  ( n\  1051  ),  sur  les  fonctions  géné- 
ratrices des  intégrales , que  l’équation 


ï>„^= 


..O-»}' 


{(*  1 + 
doit  avoir  lieu  dans  les  mêmes  conditions  que  la  précédente , et 
en  remplaçant  les  puissances  négatives  des  différences  par  des 
intégrales. 

Dans  les  formules  ci-dessus  , les  différences  des  variables  x et  x' 
sont  égales  à l’unité;  mais  il  est  visible  que  — ')  est 


la  fonction  génératrice  de  la  différence  à'"yt,z,>  prise  en  faisant 
varier  x de  n et  x'  de  n'\  et  en  vertu  de  l’équation  identique 


il  viendra  encore 

{ (l  + A,^„„  )”(  1 +A„^,,„)''— 1 }“ 

S'»y  ! 

dans  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus,  relativement  aux  exposans 
des  différences. 

Ces  équations  subsisteront  encore,  sil’on  supposeque  les  différences 
de  * et  de  au  lieu  d’être  1 , relativement  à a ,y,,  r et  à a „yx, ,, , 
soient  k et  k'-,  mais  alors,  dans  A les  différences  de  x et  de  x' 
seront  respectivement  kn  et  k'n'.  En  considérant  k et  k'  comme  infi- 
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niment  petits , ou  comme  dx  et  d x',  tandis  que  n et  ri  seront  infinis , 

on  pourra  faire  tn  = «,  k'n'—ti,  « et  *'  désignant  des  quantités 

finies;  dans  cette  hypothèse,  et  deviendront  les 

différentielles  partielles  de  y , et  se  changeront  par  conséquent  en 

dy  , Jy  , , 

— dx  , -—dx  : on  aura 
dx  dx 

. dv 

( i + }*  =*  " 


,dv 

( « + *..y,>  ,.y=  ('+■&■ 

d’où  on  déduira 

r. 

*>-•.<=  i* ajt  — « > 


f jLdfjiL  V 
U Jx  dx -o 


Supposons  mainftnant  que  les  accroissement  n et  n'  soient  infi- 
niment petits , tandis  que  k et  k'  soient  finis , ce  qui  changera  nk 
en  dx,  ri  h’  en  dx\  et  a '"y,,  „ en  d'y  j nous  aurons 

( « + *.y. , *,)"=  ( i + ^ y, , „)  * = I 4- d x 1 ( i + s,  y, , „ ) 

dx' 

( 1 + A*y*> ..)  =(  I + ,„)  = t *'l ( I+A„y,,„) , 

d"y=  {[l+</xl(t  + AIy„„)][i+<<ar'l(l  + A,, — l 

formule  qui  revient  à 

d'y—  { </*l(  r -\-s,ym,„ )+dx'l(  t +a T,y.,„) 

On  trouveroit  facilement  pour  fonctions  de  trois  et  d’un  plus  grand 
nombre  de  variables,  les  formules  correspondantes  à celles  qui 
précèdent. 
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CHAPITRE  III. 


A pp  li 


'ication  du  Calcul  intégral  à la  Théorie  des  suites. 


1058.  Xj’inté g h at  1 O N des  différentielles  à une  seule  variable 
ayant  conduit  à des  séries , on  en  a conclu  qu’on  pouvoit  repré- 
senter une  série  par  une  intégrale,  et  comme  on  a des  méthodes 
pour  calculer  , au  moins  par  approximation  , la  valeur  d’une  inté- 
grale entre  des  limites  données  ( n“.  470  ) , on  • cherché  à re- 
monter d’une  série  à l’intégrale  dont  elle  est  un  des  développement. 
C’est  par  ces  considérations  qu'Euler  a créé,  pour  la  sommation 
des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme  général , des  méthodes  très- 
ingénieuses  que  nous  allons  faire  connoîtrc  successivement. 


D.-  U srmm:.-  La  première  de  ces  méthodes  consiste  à effectuer  sur  la  série  pra- 
t'on  d-'s  séries.  posée  des  opérations  telles  que  les  résultats  successifs  conduisent  en 
dernier  lieu  à une  série  que  l’on  sache  sommer , ou  qui  soit  semblable 
à la  proposée. 

La  progression  par  quotiens  ( ou  géométrique  ) 


a a-pé  a-pîé  a-pjé  a-p(a—  i)b 

S=X  + x + X + X + X , 


est  un  des  cas  les  plus  simples.  En  passant  le  premier  terme  du 
second  membre  dans  le  premier  membre,  et  ajoutant  aux  deux  le 
«+«*  ..  . 

terme  x , il  vient 


.+* 


a a+ai  a-pi  a-pié 

s — x +x  = x +.r  ........ 

i r a a-pé 

=X  j*  +X  +X 

a a 4 mnh  b 

d’où  on  tire  s — x + x = s x ; et  par  conséquent 

a a-pni 
x — - x 

5 — . 


a-J-aé 


I X 
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Les  premières  opérations  de  l’Algèbre  suffisent  non-seulement  pour 
ce  cas , mais  encore  pour  toutes  les  séries  dont  le  terme  général 
est  de  la  forme 

(«•f/Jn-f  yn'+  etc.  )*  ; 

ainsi  qu’on  peut  le  voir  dans  les  Elémens  d’Algèbre  : passons  donc 
aux  artifices  tirés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

1058.  Considérons  d’abord  la  série 

s — x + ia*+  3a:3  + 4 *4 + ”*■’> 

en  multipliant  tous  les  termes  par  — , on  obtiendra 
sd  x 

= dx  + ixdx  + \x'dx + nx"~'dx  î 

X 

intégrant  ensuite  il  viendra 

*sdx 


*+*’+  + *■»=■ 


. rsdx  x — x 
et  en  drfferentiant  1 équation  I = 


1 — x 


-,  on  aura 


sdx  dx  — (n  + 1 ) x'dx + n x'+‘d  x 
x (1 — x)* 


x — (n-f-  l)*"+,  + nx"+* 


d’où  l’on  déduira 

' ^ («-*>■  ; 

La  série  que  nous  venons  de  traiter  est  comprise  dans  cette  autre 

plus  générale  , 

€t  et -4-  j.3 

s=.  a x -)-  ( a -)-  £ ) * + (a  + ié)a r + ( <r  + 3 # ) .v 

, a+r-i— 1)3 

+ (<*  + («— 0*)-V 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  px'dx,  nous 
aurons 

psx  dx  = ap  x dx. . . . + («  4-  ( n — 1 ) b)px  dx ; 

cette  série  se  ramèneront  comme  la  précédente,  à une  progression  par 
quotiens , si  pour  toutes  les  valeurs  de  n on  avoit 

(<*  + (»—  « )*)/>  = * + (n—i  ) £ + r + 1 , 
ap—l  + {.n  — \)bp=.a.  + r + (n—i)!l; 


ou 
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or  c’est  ce  qui  aura  lieu  si 

a p — i = a + r et  bp*=&  , 

. . , (8  a& — *b — b 

équations  qui. donnent  />  = -,  r— ^ » 


f- 


1 0 — a b — A 


• 0 


i ,?  + b .8 


tili  + (n  — 1 ) ' * 


tdx  = x * -K x t ...,+  x 
• R a R g-  nbi 
X * X * 


I A* 


d’oli  par  la  différentiation  on  conclura  l’expression  de  s. 

Si  le  terme  général  de  la  série  proposée  est  de  la  forme 

«+(u--i)5 

(4B  + f)(cB  + <)x  , 

et  qu’on  multiplie  par px'dx,  les  deux  membres  de  l’équation  , 

s =(<«  + *)(«  + «)* + (flJi  + é)(cn  + «)x 

on  pourra  déterminer  p et  r de  manière  à faire  disparoitre,  par  l’in- 
tégration , un  des  facteurs  du  coefficient  de  chaque  puissance  de  x , 
et  cela  , en  rendant  ce  facteur  égal  à l’exposant  augmenté  de  l’unité  ; 
on  formera  ainsi  l’équation 

pcn+pe  = <t  + (n  — l)&  + r + i, 

d’ovi  on  tirera  pc=R,pe=<t — j3  + r+r,et 
H £«  + /3r — «c — c 

D = — . r = î 


au  moyen  de  ces  valeurs , on  aura 

fi  r tt+.’+l 

-fsx  J x =z(a  + b)  x . . • • • 


r , n *+('>— ■!)£+'+ 1 
(«»  + <)* 


La  série  du  second  membre  , étant  de  la  même  forme  que  la  précé- 
dente , on  y substituera  sa  valeur,  déterminée  d’après  ce  qu’on  a vu  , 
et  on  aura  ainsi  une  équation  finie  entre  cette  valeur  et  l’intégrale 
fsx’d x,  qui  conduira  par  la  différentiation  à l’expression  de  s. 

On  obtiendra  immédiatement  une  équation  finie  du  même  genre 
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en  multipliant  par  p x" , les  deux  membres  de  celle  que  nous  venons 
de  trouver,  et  posant 

( a n + b )p'~  <*  + (<!  — iJJ  + r+  Z+l, 
d’où  l’on  déduira 

, £ , lit — * a + F a — ra — la  8tc — Fae  — ac 

p—-  r = - = ; 


intégrant  ensuite,  il  viendra 


S bc—$>at- 

a c 


dxfx 


i t+F  c — ac  — e \ 

e S d X 


F-Q+t)  FQa  + t + na)  £(■>+») 


deux  différentiations  successives  feront  disparoître  les  signes  / du 
premier  membre , et  conduiront  à une  équation  dont  il  sera  facile 
de  tirer  s. 

Il  est  visible  que  le  même  procédé  s’étend  à toutes  les  séries 
dont  le  terme  général  est  de  la  forme 
, (“n+b)  (cn  + t)(fn  + g) *«+(—')*_ 


1059.  Cest  en  renversant  ce  procédé  qu’on  l’applique  aux  séries 
dont  le  terme  général  est  de  la  forme 

(an  + i)(£/i  + ()(/n  + {) * 

Soit  d'abord 

x*  *«+<«->)* 


a + b a n + b ‘ 

on  multipliera  seulement  par  p x',  et  on  aura 


psx  =1 


px~ 


an+b 


a + b 

on  différenticra  ensuite  pour  obtenir 

‘ , p(*  + r)x*+'-'dx  p(*+(n — l)S+0**+<-  ■>«+'- 

pxdi  + rpsx'-'dx=f-'-—d—L . . . i- — --r 

, a + b an+b 

et  on  déterminera  r et  p de  manière  à rendre  le  coefficient  du 


3^o  Ch.  III.  ÀrPLiCATiox  vu  Calcul  ixtégr  js 
numérateur  égal  au  dénominateur  , quelle  que  soit  n.  On  fera  dore 
an  + b = p*+p!in— pfi+pr,  a =•  p g , b — pa — pg+f’r, 

« fi  (S— j n 4-  b ,3 

d ou  il  résultera  p~- . r = , et 


fi  -V  d </j+(a,8  — an+bg)x  a 


sd  x 


f!Jx 

nafi- 4“^iS— 4 


* 4 + v ‘ = * 4 (t^)1 

o:i  Conclura  de  là,  par  le  secours  de  l’intégration  , 


a /J— det+/’5 


/» 


/S 

j=  - .v 
a 


* s—fx 
att—a$—i-{i  afï'\-bfï~a 


y— HS> 


L’intégrale  indiquée  dans  cette  formule  doit  s’évanouir  lorsque 
i ==  o. 

Pour  avoir  la  limite  de  la  série  proposée,  il  faut  prendre,  au 
lieu  de  la  somme  de  la  progression  par  quotiens 

AT  * +X  * , 


sa  limite  , et  il  viendra 


JB 

s = -x 


att — j J2 — .1/3  r — j 

x a dx 


I A 


Si  l’on  fait  x=  i , dans  la  série  proposée , et  qu’on  suppose  en 
même  tems  «=£=i , elle  deviendra  seulement 


* — — t 


a + b ' 2fi  + é *"  nn  + é * • 

On  ne  pourra  pas  établir  l’hypothèse  de  x=  i , dans  les  expressions 
différentielles;  mais  on  fera  *=g=i , dans  l’expression  intégrale 

qui 


qui 
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4 

i se  chargera  en  — — 


SUITES.  3<>l  * 
et  qu'il  faudra  prcndte 


depuis  x=o,  jusqu’à  x=i,  pour  obtenir  la  somme  de  la  série 
particulière  que  nous  considérons  maintenant.  La  limite  se  trou- 
veroit  en  faisant  a = t et  £ = i , dans  l’expression 


a a — — JjS  a fi- \-bfi — a 


qui  répond  à la  supposition  de  n 
S ' 


i ^ xa  dx  . , 

infinie  , et  d'où  il  résulteroit  — J — - , cette  intégrale  devant 

être  prise  depuis  x = o , jusqu’à  x = i.  Voilà  une  nouvelle  ex- 
pression-de  la  transcendante  indiquée  dans  le  n*.  915. 

A*' 

Passons  à la  série  dont  le  terme  général  — --777 — — r renferme 

(<tn+A)(cn  + e) 

deux  facteurs  à son  dénominateur  et  où,  pour  abréger , nous  avons 
mis  x"  au  lieu  de  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité 

de  l’expression.  On  aura , relativement  à cette  série , l’équation 

. • r*,+'  . p*'+' 

PXS  (*  + b)(c  + c) (<J/J  + é)(c«  + ^), 

d’oïl  l’on  déduira 

pd(x’s)  p(\+r)*r  . P(»+r )***'-’ 

“"dl- ~ (ï+*)(«+0 + («■  + *)(«  + .)• 

On  peut  toujours  déterminer  les  nombres  p et  r de  manière  à faire  . 
disparoître  l’un  des  facteurs  du  dénominateur , en  posant 

t 

pn+p  rx=  an  + b , d’où  il  suit  p = a , r — - » et 


ad(x's)_  x “ 

. dx  .«  + « £«  + « 

Appindict. 
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& d[  Xa 

Maintenant  si  Ton  faisoit  = r',  on  auroit  une  série  qui 


dx 


seroit  dans  le  cas  de  celle  que  nous  avons  traitée  plus  haut  ; mais 
on  arrive  immédiatement  au  résultat  en  la  multipliant  par  p'x", 
ce  qui  conduit  à 


ap'x"d{x*s)  p’x* 
dx  C~Ÿ  l 


— t-fl—  I+r» 


cn+e 


c+e 


<tp'J(x"(d(x‘s)))_P{<iJr'r  ’** 
dx‘ 

posant  ensuite 
il  vient 


- + r'—I 


r'(-+"+r>-iy 

h — 

cn  + e 


— + p'n+  p'r’—p'—  cn  + e, 
& 


, , te 

P-‘>  '-'-a+i’ 

et  l’on  a pour  dernière  transformée 

i—  * + * - * 

acd(x  * cd(x as)) f 


7+,-‘ 


dx * 


.+* 


En  intégrant  deux  fois  de  suite , puis  tirant  la  valeur  d es,  on 
trouve 

,=±~ifx‘  ‘ JxfxdxQT^r)' 

• ex * 
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et  en  réduisant  la  double  intégrale  à des  intégrales  simples  ( n’.  486  ) , 
il  vient 


_ t 


— ~ — • 

(te— a t)x* 

Il  faut  observer  que  cette  dernière  expression  se  réduit  à 
tc=ae,  parce  que  la  précédente  étant  alors 


quand 


doit  se  ramener  immédiatement  à 

S i 

\xfx~‘dxÇ^-)-fx*Jx(\x  ) (-^f) 

,= s ' ’ 

OCX ‘ 

et  que  dans  le  cas  où  te  = ae , le  produit  (a/j-f-S)(en-f<)  devient 
r(a/i+é)*,  en  y mettant  pour  c sa  valeur. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  l’on  vouloit  obtenir  la  limite  de  la  série 

proposée , il  faudroit  mettre  sous  les  signes  d’intégration , — — au 


1 — x 


lieu  de  - 


1 — x 


La  méthode  est  générale , et  s’étend  à toutes  les  séries  dont  le 
dénominateur  peiu  se  décomposer  eii  facteurs  rationnels  et  du  premier 
degré  par  rapport  à n.  En  suivant  la  marche  tracée  dans  les  deux 
exemples  précédens , on  trouvera  que  la  série , dont  le  terme 
général  est 

x* 


p pour  somme 
T 


(an  + 6)(cn  + t)(fn  + g)  * 


S _ 


s j-/**  e dxfx*  / dx/xfdxÇ— — 

»cfxtt 


Zz  z 
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et  réduisant  à des  intégrales  simples , on  obtiendra 

fx  ?Jxfdx(^~)  ex  ‘fx‘Jx(~ L) 

(tj  — U «)('/— cg)  + (Ac  — a<)(cg  — </) 

_i  t 

ax  afx"dx(~ — ^ 

+ (ae  — bc)(ag—  bf)  * 

forme  qui  présente  une  loi  très-simple , d’après  laquelle  on  peut  con- 
tinuer ces  expressions  aussi  loin  qu’on  voudra. 

Lorsque  le  terme  général  sera 

te* 


(‘>n  + b){cn  + c)yn+g)(hn  + k)  * 

% (1 


on  aura- 

--l-i  l_f_,  f L /»  — *"\ 

-Jxa  c dxf xc  f dxfxf  * dx/xhdx\  i — x ) 


acfhxa 


A * 


^w*(-rdr)  c*  cfxCJx(h~) 


+ 


(ur— Ac)(ag — A/)(aA — AA)  (Ac — <j<)  ( cg — cf)  (ck — ch) 
SS  „ AA 

fx  f/xfdx^- ^ hx  hfxl,dx(J- — ^ 

Q,f—ag){éf—cg)Lfk—gh)  + ( AA — ak){eh — cA)(^A— /A)’ 


1060.  Ces  expressions  donnent  - quand  les  facteurs  du  dénomi- 
nateur du  terme  général  sont  égaux  ; il  est  plus  simple  de  chercher 
immédiatement,  en  supposant  dans  les  calculs  indiqués  ci-dessus, 
a — c—f~  etc.  A =g  = A = etc. 
les  expressions  qui  conviennent  à ce  cas,  que  d’entreprendre  de 

, m i 

les  déduire  des  précédentes.  Lorsque  le  terme  général  est  - rr; , 

(an+.t>) 
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> rdx  r dx  -,  /i — V\ 

lJ  T J 


<1  X J 


î.  • b h 

(lAT)*/W.r(i^£  +fx^xÇxy(~^ 


lorsque  ce  même  terme  est 


*5+3p  Ü Vient 


- — Qx)'fx*  dx^.-à-')— 3 (I  x)'fx‘  dx(  Lt)  (1— 1.) 

i l 

+ î\xf^dxQxy(l^y-fx«dxQxyÇ^)  , 


1.1.3  a*xa 


et  pour  l’expression  , on  a en  general 

IW~AJ*^~)-  ~ (!-«)— A*  J«(  U)(~) 

+ /i=i) 

1.1  v 1 v ,_vy 

* 

— 3Alx)-*fx*d*(  '*)'(—) + etc. 

Ces  valeurs  se  simplifient  beaucoup  lorsqu’on  y fait  x=i , ce 
qui  donne  l*=o,  en  dehors  des  intégrales  seulement;  on  obtient 


alors 


s = rfc 


fx°dx(\xy-'  (——) 

V I X J 


. 3 . . . .(m — 1 )a"  ■* 

pour  la  somme  de  la  série  dont  le  terme  général  est  * 

(an  + hy  * 

l’intégralp  étant  prise  depuis  r=o,  jusqu’à  x=i , le  signe  + ayant 
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lieu  si  m est  impaire , et  le  signe  — si  m est  paire.  On  comprend 

le  double  signe  =fc  dans  la  formule , et  écrivant  1 - au  lieu  de  lar, 

« X 

• I * 1 

puisque  I - = — 1 x , et  on  a 
b 


1.1.3....  ""  t ) j 

Enfin  on  obtient  les  limites  des  séries  proposées  en  mettant  seu- 

1 . 1 — x" 

lement  , au  lieu  de . 

1 — x • 1 — x 

1061.  La  combinaison  des  méthodes  indiquées  dans  les  trois  n°\ 
précédens , conduit  à la  sommation  des  séries  dont  le  terme  gé- 

néral  est  — — , les  lettres  A et  B désignant  des  fonctions  ration* 

celles  et  entières  de  n , décomposées  en  facteurs  du  premier  degré. 
On  fait  disparoitre  successivement  les  facteurs  du  numérateur  par 
des  intégrations  répétées , et  ceux  du  dénominateur  par  des  diffé- 
rentiations. L’exemple  suivant  suffira  pour  mettre  sur  la  voie  des 
applications. 


Soit 


an  + 0 


x'  le  terme  général  de  la  série  proposée  ; on  mal. 


an-\-b 

ti  pliera  par  px'  les  deux  membres  de  l’équation 

“ + £ l«  + $ an + /} 

: X+— — -7-**.  . . . H — — X', 


a + b î a + b an+b 

et  passant  ensuite  aux  différentielles , celle  du  terme  général  sera 

p{n^r){an  + H)x^-'dX 
an  + b ’ 

on  fera  .donc  pn=any  pr=b , ce  qui  donnera  cette  équation 
b 

nd(sx‘) 


b 


b 

-+» 


dx 


=(«  + £)*“  +(!«+£)*“  +(n«  + £)*a 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  dénominateur.  Dg 
nouvelles  opérations , semblables  à la  précédente  , feroient  disparoitre 
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les  facteurs  qui  resteroient , si  le  dénominateur  en  contenoit  plus 
d’un. 

En  multipliant  la  même  équation  par  px'  ; et  prenant  ensuite 
l’intégrale  de  chaque  terme,  celle  du  terme  général  sera 


ap(a.n+&)x* 

b + ur+an  ’ 

le  facteur  «n  ■+•  0 du  numérateur  disparoitra  si  l'on  fait 
axp « = an  , a p & — b -J-  ar  , 


d’où  il  suit 

I 


1 " . 

- _ -+i  -+j 

* d(xas)  = x * +x * 


0 b b 0 

a — — — -'t'y 

et  par  conséquent  -/**  ad(xa j)  = x*  J, 


S 13 

(S)) 

on  tire  de  la  a 


flJT4 


1061.  Dans  les  séries  que  nous  avons  considérées  ci-dessus  ; le 
nombre  des  facteurs , soit  du  numérateur , soit  du  dénominateur , 
étoit  le  même  pour  chaque  terme  ; mais  il  est  ttne  classe  de  séries 
qu’Euler  désigne  sous  le  nom  d'hyper  géométriques , dans  laquelle  ce 
nombre  augmente  d’un  terme  à l’autre:  la  série 

(«  + 0) (an-M)l 

a + b (a  + é)(i<i  + é)  (a  + é) ( an+b ) 

est  de  cette  classe.  On  va  voir  que  leur  sommation  se  ramène 
à l’intégration  d’une  équation  différentielle,  vj  | 

Le  cas  le  plus  ample  est  celui  dans  lequel  le  terme  général  est  de 
la  forme 

(*  + j8  )(i«  + (0) (*«  + £)*"* 

par  la  méthode  du  n*.  1058  on  fait  disparoître  le  dernier  facteur 
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a n j3  , et  on  ramené  la  série  proposée  à ce  qu’elle  seroit , si  l’on 
en  retranchoit  le  dernier  terme.  On  obtient  de  cette  maniéré 


pfsx'dx 


r+l 


....+' 


K«-M) 

n + r+~i  i 


% • ••  I fi 

posant  p(a.n  + li')=n+r+' 1 , il  vient  p—-,  r= 1 , et 

Ct  fit 


£_t  £+i 

-fsx*  dx—x*  +(«+/3)ar*  ... 

CL 


+ («  + ^)...(a(«—  !)+**)« 


fl-+- 


d’où  l’on  conclut 


f 

C ^ J 

— —«=(*  + t)x + (*  + £) («(«—  • ) + ?)x’-- 

- + » 

*x* 

=S—( *+$) (*n  + fi)x"  i 


et  faisant  pour  abréger  («+£) (*"+&)— 4 , on  a 

0 » 

» - +1 

/sX*  </*•  = ***  ( 1-4-5 — j4x*). 

Lorsqu’on  délivre  cette  équation  du  signe  /,  en  la  différentiant , elle 
conduit  à 


nx'd}  + ((*.  + 0)x—l)idx=((a  + 0 + an)Ax"T‘ — (<t+  0)x)dr, 
équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  , dont  l’.ntégrale 
donnera  l’expression  de  s. 

Il  peut  arriver’ que  chaque  terme  de  la  série  proposée  contienne 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  de  plus  que  celui  qui  le 
précède  ; il  faut  alors  un  nombre  d’opérations  successives  égal  à celui 
qui  marque  l’accroissement  du  nombre  des  facteurs  d’un  terme  à 
l’autre.  Si  l’on  avoit , par  exemple 

r=(*+ 0)x  + (a  + 0)(i*  + g)(3  a + 0)x'  + etc, 
une  première  opération  semblable  à celle  qu’on  vient  d’effectuer 
ci-dessus  , changeroit  l’expression 

(«  + 0)(x«  + |3) l)+0)**, 

terme  général  de  cette  série,  en 

n+0— « 

(a  + j0)(l«  + 0) («(la-  *)+0)x  , 

* et 
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et  une  seconde  opération  effectuée  de  manière  à faire  disparoître  le 
facteur  («(1  n — i)  + /8),  réduira  le  résultat  ci-dessus  à 

(«  + £)(  i«  + £) («(in— 3 ) + 0 )**“', 

terme  qui  précède  celui  qu’on  a pris  pour  le  dernier  dans  la  série 
primitive. 

Cest  encore  par  le  même  procédé  qu’on  traiteroit  les  séries  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 

(«+/?)(  i«+jg) («fl+<0).(v+.O(iH-.r) (yn+^x'i 

par  une  première  opération  on  feroit  disparoître  le  facteur  jg , 
et  par  une  seconde  le  facteur  yn+f:en  suivant  la  même  marche, 
on  s'éleveroit  facilement  aux  séries  dont  les  termes  généraux  ren- 
fermeroient  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  progressions  de 
facteurs. 


1063.  Lorsque  les  facteurs  sont  au  dénominateur,  que  l'on  a, 
par  exemple , 


(*b  + / 3)’ 

on  employé  la  différentiation;  il  vient 


Pd{sx’)  p{r+  i)x' 


p(n  + r)x 


dx 


* + fi  (*  + £) («n-p/g)’’ 

fi 


pn+p  r = an  + /g  , d’oh  p — a , r — - 

pd(sx')  x 

i = — — + 


I 

x*dx 


*+fi 

** 
“7 


(«  + *) («(«—O+J0) 


En  développant  l’équation  différentielle 

pd(sx’)  x * 

- — V ( — \ —s  — — ,• 

fi  fi 


x*dx 


on  trouvera 


pdx — xdx  (A  — x")dx 

ds  ■+• 1=  — i 

• x A a. 
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x l 

équation  qui  s’intégre  en  la  multipliant  par  «*  **,  et  donne 

x S _ * B_ 

5=1  “/• 

Deux  opérations  semblables  à la  précédente , effectuées  successi- 
vement sur  la  série  dont  le  terme  général  est 

x‘ 

• (*+£) (*(ln — •)  + £)* 

ou  dans  laquelle  le  dénominateur  d’un  terme  quelconque , renferme 
deux  facteurs  de  plus  que  le  dénominateur  de  celui  qui  le  précède , 
la  ramèneront  1 ce  qu’elle  seroit  si  l’on  en  retranchoit  son  dernier 
terme.  11  en  sera  de  même  d’une  série  dont  le  terme  général  aura  un 
dénominateur  composé  de  deux  classes  de  facteurs , et  en  général 
rien  n’est  plus  aisé  que  de  pousser  l’application  de  la  méthode  aussi 
loin  qu’elle  peut  aller. 

Lorsque  les  facteurs  du  dénominateur  sont  élevés  chacun  à une 
même  puissance,  le  calcul  mène  à des  expressions  plus  simples. 
Quand  le  terme  général  est 

** 

(«  + fl  )*....  ..(*»  + *)■' 

on  trouve 

B 

*‘J(xd{x*s))  **_ 

i l~s  («+*>)• («».+/»)■* 

x*dxm 

pour  le  terme  général 

(*  + *)’ (•«+*)*  ' 

on  obtient 

l 

*'d(xd{xd{x*i)))  x? 

£•  (« + $y (xn+ay  ’ 

x^dx* 
et  ainsi  de  suite. 
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1064.  Passons  maintenant  à la  série  dont  le  terme  général  est 

(«  + *) («*  + *)  x.. 

(“+  £) («n  + £) 

on  obtient  d’abord,  par  l’introduction  du  facteur  px’  et  l’inté- 
gration , 

p(a+i) 


pfsx'dx- 


» I pi“+b) («”+*) 

('■+i)(«+^r  *”  ('■+'!+ »)(«+£)•  •■(*«+£) 


posant  apn4-pb=zr+n-\- 1 , il  vient  p = — , r = tüf  j et 

a a 

b — a b ' * +« 

fx  a sdx x*  (a+b)....(a(n — i)  + i)x‘’ 

“ “+0  (*+/8) («*+£) 

multipliant  ce  résultat  par  px’,  puis  prenant  sa  différentielle,  en 

0 b 

faisant  bp-\-apn-\-apr=a<tn-\-ali , on  trouve  p—%,r— , 

Ct  L 1 

B b 


tJÇ  : 


a/x  a sdx) 


■ X=5- 


(* + ^)*  •••(»*+ ^ ) 


JC*. 


• £ 
ax*dx 

Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faut  opérer  sur  les  autres  cas 
compris  dans  la  classe  de  séries  dont  il  fait  partie. 

1065.  Depuis  le  n\  io6z  nous  n’avons  donné  que  les  sommes 
des  séries  proposées  ; mais  il  est  visible  qu’en  supprimant  dans  leurs 
expressions  le  dernier  terme  de  la  série , on  aura  sa  limite  : on  trou- 
vera ainsi,  pour  la  seconde  série  du  n“.  1061 , 

--i 

fx*  sdx 


■l=s, 


r + * 


et  faisant  disparoître  le  signe  d’intégration , on  obtiendra  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré , dont  l’inté- 
grale donnera  l’expression  de  s.  Si  l’on  y change  x en  — x , et  qu’on 
prenne  le  résultat  total  avec  un  signe  contraire  à celui  dont  il  est 
affecté , on  aura  la  limite  de  la  série 

( a + fi  ) x-  — ( « + 0 ) ( z . + 0 ) *•  + etc. 

A a a a 
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Quand  /8  = o et  <*  = i , la  série  précédente  devient 

s=  t.x — i.  i.x'-h  î.z.j.x3 — etc. 
et  l’on  a l’équation 


fsx~'dx 


qui  donne  par  la  différentiation 

six  , ...  sf*+i)  , dx 

— Ax=— xis— six  . ou  i s -( ix  — — ; 

X x‘  X 

cette  dernière  équation  a pour  intégrale 


' = -*/«  *dx  ( «»*•  Ï47  )• 

Nous  pouvons  aussi  déduire  des  formules  ci-dessus  l’expression 
de  la  limite  de  la  série 

s‘—x — i *"+  i . i.a.1 — i . x.  3 . jr*+  etc.' 
car  , en  la  comparant  à la  précédente  , on  trouve  que  s'=x — sx, 
d’où  il  suit  is'=ix — six— xis  y et  l'équation 

ix  — — xis — six , 

X 

changée  par  ce  moyen  en 

s'ix  ix 

<**'+— T- — ; 

X X 

a pour  intégrale 


Nous  ferons  remarquer  qu’on  arrive  immédiatement  à ces  derniers 
résultats,  en  combinant  ensemble  les  équations 

s'—x — i.**  + 1.1.*3  — 1.1.3.**  + etc. 

As' 

■j—  = 1 — 1.1*+ 1.4.3  ** — 1.1. 3. 4*’  + etc. 

dont  la  seconde  revient  à — = 
ix 


xm. 
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dx 


Si  l’on  fait  x=  i , après  l’intégration , l’expression  s'—e  J'— 

qui  répond  à cette  hypothèse , est  propre  à faire  connoîlre  la  limite 
de  la  série  divergente 


1 — 1 + 1.2—  1.2.3  + !. 1.3. 4 — etc. 
dans  laquelle  est  comprise  celle  dont  nous  nous  sommes  occupés 
déjà  , n\  1047  : on  aura 


t — 1 + 1 — 6 + 14 — t io  + etc. 


1 


L’intégrale 


peut  se  calculer  par  les  divers  moyens  indi- 


. qués  dans  les  n°*.  470  et  suivans. 

En  ne  prenant  d’abord  de  la  formule  du  n*.  480 , que  les  termes 
multipliés  par  la  première  puissance  de  « , on  aura 

r.-  r+r.+rr +r^+ ± rn } , 


€ m C ■* 

Y’,  Y\  , etc.  désignant  les  valeurs  successives  de  la  fonction  — , 

comprises  entre  les  deux  limites  x = 4 et  x — b de  l’intégrale,  \ 
et  n leur  nombre. 

Ffl  faisant  n==  10,  il  vient  , à cause  que  les  valeurs  ex- 
trêmes de  a:  sont  o et  1 ; et  l’on  a pour  la  suite  des  valeur*  de  x , . 


011 

3 

4 

± 

6 

7 

8 

, 

s 

0 

w 

M 

0 

10  9 

IO  % 

10  9 

10  * 

10  * 

10’  ’ 

pour  celles  de 

y- 

10  10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10  10 

0 > ~T » ï > 

Z r 

< » 

“"I* 

~~±  > 

~i  t 

1 j 

1 9 * 

T t 

< le 

1 

y 

4 

4e 

f 

y 

6c 

1 

7* 

00 

V 10e 
9‘ 

1 
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d’où  l’on  conclut 

,,  t ii  i i 

r*“I=7+"*+Tf_i+“i 

e ze  y 4e  y 

I J I I I 

"* — ±+“7"t — — 4+rr» 

, * 7 0 1 » 

6c  7<  8c  je 


la  première  valeur  approchée  de  l’intégrale  ■f- 


dx 


pour 

Euler,  en  mettant  pour  le  nombre*  sa  valeur  1,718181818 
a trouvé 


—7  = 0,00011340 

î 

€ 

— ; =0,00915781 
le’ 

—,  = 0,03131314 

i 

3‘ 

— i = o.°5578flîî 
« 

4‘ 

I 


— = 0,08556950 

6e' 

— ; = 0,09306170 

7 

7e 

1 

— = 0,09735001 
8<‘ 

-7  = 0,09941656 

9 

9e 

1 

— =0,05000000. 


—4  = 0,07357587 
5* 

la  somme  de  çes  nombres  est  0,59637164.  Il  est  visible  qu’il  suffit 
1 de  retrancher  ce  résultat  de  l’unité  pour  obtenir  la  limite  de  la  série 
1— 1.1+ 1.1.3 — 1. 1.3.4+  etc. 

l’on  aura  par  ce  moyen  0,40361836,  nombre  qui  s’accorde  dans 
les  quatresremières  décimales , avec  celui  du  n°.  1047.  porteroit 
l’exactitude  beaucoup  plus  loin  encore  en  calculant  un  plus  grand 
nombre  de  termes  de  la  formule  du  n° .480,  et  sur -tout  en  aug- 
mentant le  nombre  des  valeurs  intermédiaires  de  Y,  ou  en  di- 
minuant «. 

1 

L’expression  ej‘ ^ se  transforme  en  /— ^7—  , lorsqu’on 

X J 1 — 1 v 


/ 
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1 

• — I 

fait  e * = v , ou  x = — : les  limites  de  x étant  o et  i , celles 

i — 1 v ’ 

de  v doivent  être  aussi  o et  i.  Si  Ton  intègre  par  parties  la  formule 

- — — — dv , en  opérant  sur  le  facteur  dv.  il  viendra 
i —1  y ’ 

/'*  dv  _ dv  i.v  l.a.v  T.a.J.v 

l —lv~  t — Iv  (l— lv/  + (i  — lv)J  ~ '(I— + etC* 

d’oîi  il  résulte  la  série 

* — t + t • i — i.x.j+i.i.j,  4—  etc. 
quand  on  prend  v=  t.  On  obtiendra  donc  encore  la  valeur  ap* 
prochée  de  la  limite  de  cette  série  en  calculant  celle  de  l’intégrale 

r dv 

J -_^v  pat  la  méthode  du  n°.  480  (*). 

\ 

(.*)  On  ramènerait  à une  fraction  continue  l'expression  der,  en  appliquant 
à l’équation  différentielle  — ~ la  méthode  du  n*.  y78,  mais  il  est 

bon  d’observer  que  l’on  peut  aussi  déduire  immédiatement  de  la  série 
1 “ 1 * + 1 •«•**— 1.3.3.*’+  1.  a.  3. 4.  *4—  etc. 
une  fraction  de  cette  espèce.  En  représentant  la  série  proposée  pu  A,  Euler  fait 

^rri>d'où’ 

p s^-l-fi*1— 34**4-!  îo**— 730**4-4040*1— .etc;  x 

l~ *+**'—> 5*'  + a4X<— iuox»-(-7jox6— jo4oxt+etc.  =Ï+C 

r.  X — 4**4~  t8*5 — 6aOxs — 4330**-f-etc.  * 

» — a* + 6*’—  34*’+  13^—710*44.  etc. = »TÔ 

rr_3*  — iax,4-73*1—  480*44.  3600*5— etc.  3x 

t — 4 *4- 18  x * — 96  a34  600  a3 — etc.  * ^4-£ 

P 3* — 18**4-  144  *' — 1 300 4*  etc.  lx  ' 

1 — 6*  4*  }6**— 340*'  4-  etc.  ,=7Ipï: 

..  4» — 36**4-  560*'  — etc.  jx 

"“"l  — 9*4-73»“ — 600**4- etc. "=7+G 

c_  3*  — 48**4-etc.  • Jx 

1 — 13*4-136** — etc.  Y • ••  . ..  . — 

//-  — _+*  . 

1 — 16*  4- e"-  ! — 14-/* 


J 
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1066,  Passons  à la  première  des  séries  considérées  dans  le 
n*.  1063  dont  la  somme  est 

X 0 _x  <3 

sxx-e*x  */* 

• • X* 

En  y supprimant  le  dernier  terme  —,  nous  aurons  pour  la  limite 

A 

X _ fi  _ * fi 

s = -e*x  * ft  * x*dx ; 

— ï fi 

l’intégrale  ft  “ar*  étant  développée  par  parties  , en  opérant  sur 


La  lai  de  ces  expressions  fait  voir  que  l’on  auroit 

’ . 4*  . S»  - 

l+J£  ’ ""i+Z.*  i+itt’**1 

et  par  ce  moyen  on  auroit 


J+- 


»+- 


« + - 


•+- 


3* 

».+ 


1* 


h^- 

1+ 


S* 

»+-s 

H — 


6x 


cette  fraction  continue  donne  successivement , lorsqu'on  y fait  fi=ai  ; 


01  134  8 ao  44  1x4  500  , 

*’  »’  a’  3*  7’  *T’  34*  7Î  * âôg’  5°«  ’ 

valeurs  qui  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  celles  de  t. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut , par  des  procédés  analogues  au  précédent , con- 
vertir en  fraction  continua  toute  série  dont  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs. 

, son 
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X 

son  premier  facteur  e * , produit  la  série 

_ Jr={.+ + ««. }. 

X x'  XJ 

Cette  série  s’arrêtera  quand  j3  sera  un  multiple  de  « ; dans  ce  cas  le 

dernier  terme  sera  — a {/3(/3  — a) *}  , quantité  qui , prise 

avec  le  signe  + , donnera  la  constante  qu’il  faudra  joindre  à l’inté- 
grale pour  qu’elle  s’évanouisse  par  la  supposition  de  rr=o  : nous 
conclurons  de  là  que  la  limite  de  la  série  proposée  sera  alors 

,-*(*—  «) *tlx~  { 1 + + «c.  }. 


Si  l’on  fait  £ = 0,  il  viendra  seulement  s = e* — i , résultat  qui  est 
en  effet  la  somme  de  la  série 

x x’  X1 

— d ~d 3+  etc. 

« 1 . 1 a 1.1.3* 

dans  laquelle  l’hypothèse  établie  change  la  série  proposée  ; lorsque 
(3  = * et  £ = 1*,  on  trouve  successivement 


I , et  i : 

X x 


lac 


le 

x 


la* 


Il  est  facile  de  pratiquer  sur  les  autres  classes  de  séries  ce  que  nous* 
venons  de  faire  sur  les  précédentes. 

1067.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  article  à une  formule  fort 
élégante  que  Parseval  a donnée  dans  un  Mémoire  sur  l’intégration 
des  équations  différentielles  partielles , et  aunnoyen  de  laquelle  il 
obtient  la  limite  de  la  série 

AA'+BB'+CC+VD'+  etc. 
toutes  les  fois  que  celles  des  séries 

4 + fi  * + Cx‘  + D + etc. 

A'+  £'_L  + c'J-  + D'~  + etc. 

sont  connues.  Soient  X et  X'  ces  limites  ; il  est  visible  que  le 
ApptncB.it,  B b b 
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produit  des  deux  séries  ci-dessus  renfermera  trois  espèces  de  termes  : 
1°.  des  termes  délivres  de  .v , qui  s’obtiennent  en  multipliant  entr’eux 
les  termes  correspondans  de  chaque  série,  a\  des  termes  contenant 
des  puissances  positives  de  x , 3“.  des  termes  contenant  des  puissances 
négatives  ; ce  produit  sera  donc  de  la  forme 

AA'  + BB'  + CC'  + DD' + {«.v”}  4-  { fi  = XX', 

en  désignant  par  { } tous  les  termes  affectés  des  puissances  posi- 


tives de  x , et  par  ^,3-^  j tous  ceux  qui  n’en  contiennent  que  de 
négatives.  Cela  posé,  si  dans  cette  équation  l’on  fait  successivement 

x-  = cos  11  -t-  ^ — tsinu,  x — cosu — V — t sinu, 

on  obtiendra  deux  résultats  de  la  forme 


AA’-\-BB'+CC'+DD'...+  {«(cos  mu  + V — isinmu)  } 

+ (/3(cos — mu V — rsin — mu)} 

AA’ + BB'  -\-CC’ + DD'...+  { «(  cos  mu  — V — isin  mu)  } 

+ {£(cos — mu — l/ — isin — mu)} 

V et  V désignant  ce  que  deviennent  X et  X par  ces  substi- 
tutions; mais  comme 

cos  — mu  = cos  ma,  sin  — ‘m  u «—  sin  to  « ; 

on  déduira  de  ce  qui  précède,  cette  nouvelle  équation: 
x{AA'  4-  B B'  4-  CC'  4-  DD'.. .)  ■+•  2 { «cosmu  } 4- 1 { ficosmu  } = U- 1-  V\ 
où  il  s’agit  de  faire  disparoître  les  termes  affectés  de  cos  tou.  Or 
c’est  ce  qui  s’effectue  en  multipliant  chaque  terme  de  l’équation  par  du 
et  prenant  son  intègre , depuis  u=o , jusqu’à  u—x  , ou  la  demi- 

circonférence,  puisque  l’expression  f dueo%mu  — — sinmu  est  nulle 

TO 

entre  ces  deux  limites;  on  aura  ainsi 

t*(AA'+BB'+CC'+DD' )=/(  ü+  V)  du, 

d’où  l’on  conclura 

AA'+BB'  + CC'+DD' = — / (V+W  )d  u , 

1er  ' 7 9 


'a  la  Théorie  des  suites.  379 

l’intégrale  f(U  ■\-V)du  étant  prise  depuis  « = o , jusqu’à  « = *-. 

Cette  formule  nous  servira  dans  la  suite  à intégrer  quelques  équa- 
tions différentielles  partielles  ; à la  vérité  elle  a l’inconvénient  d’in- 
troduire dans  le  calcul  des  imaginaires  qui  doivent  se  détruire , et 
exige  par  conséquent  l’emploi  de  quelques  artifices  semblables  à 
ceux  dont  nous  avons  fait  usage  dans  l’intégration  des  équations 
différentielles  du  premier  degré. 

1068.  Nous  rapprocherons  de  ce  résultat  une  formule  analogue 
mais  moins  générale , donnée  par  Euler. 

Si  l’on  a A + Bx  + Cx'+  D ar’+  £x'+  etc.  = *, 
et  que  1a  suite  des  quantités 

A,  B\  C,  D\  £',  etc. 

conduise  à des  différences  constantes , dans  un  ordre  quelconque  ; 
la  limite  de  la  série 


sera 


AA+BB’x  + CCx'+DD'x'+  EE'x'+  etc. 

„ „ x\A  dX  x'x'A  d“X  x'tSA  <PX 

AX+ — + -7-  + —5-  + etc. 

I dx  1 . 2 dx  1.2.3  dx 


expression  qui  se  terminera  lorsque  l’on  aura  s'A=0.  On  y 
parvient  en  formant  les  équations 


aA  + aBx+  *Cx'+  aDx'+  *Ex*  + etc.  = *X 


&Bx  + i&Cx'  + 3 pDxJ  + 4j0£*‘ + etc.  = 
+ yCx' +’}yDx‘> + 6y  Ex* +elc.= 
+ <f Dx' + ^IEx*  + etc. = 
■+•  1 Ex 4 + etc.  = 


0X  dX_ 

1 dx 
> T*  d‘  X 
1 . 1 dx * 

J*3  <PX 

I.2.3  dx* 
Ed  d'JC 
1.2. 3. 4 dx * 


etc. 


dans  lesquelles  <*,  0,  y,  S-,  1,  etc.  désignent  des  coefficiens  indé- 
terminés, et  en  lesa|Outant  entr’elles  pour  comparer  leur  somme  à 
AA'+BB'x r+  C C'x'  + DD'x3 -}- ££V  q-  etc. 


•I 
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on  tire  de  là 


A=a 
B'=a  + Q 
C'— * + 1/i+y 
D=*+}H+)y  + ï 
£ =«  + 4;3  + 6>.  + V'+^ 
etc. 


et 


t=A 

\a—B' — A—o.  a 
)>=C'—iB'+  A=l'A 
U=Z>  — jC'+3£'—  A=ù?A 
f.  =£'— 4i)’+6C'— 4B'  + A=h*A 

'etc. 


d’oti  il  résulte  la  formule  posée  ci-dessus.  Nous  ferons  remarquer 
que  %\  X y au  lieu  de  représenter  la  limite  de  la  première  série,  n’est 
que  la  somme  d’un  nombre  donné  de  ses  termes , on  aura  alors  la 
somme  d’une  portion  correspondante  de  la  série  proposée. 

1069.  C’est  encore  par  des  intégrales  définies  que  Lagrange  est 
parvenu  , dans  sa  Théorie  des  Fonctions  analytiques , à l’expression 
de  la  limite  d’une  portion  quelconque  de  la  suite 


dy  h d'y  h'  _ d'y  h s 


y+-r— +t-,  — +‘ 

/fr  t /Y  v*  t 1 


1.1.) 


+ etc. 


Il  avoit  trouvé  d’abord  que  si  l’on  mettoit  * + (1  — {)A,  au  lieu 
de  x,  dans  la  fonction  y et  dans  ses  différentielles,  et  qu’on  dé- 
signât les  résultats  par  Y , dY , etc.  la  limite  de  la  portion 


A“ 


A"+‘ 


,+  etc. 


dxm  l.l m dx"*'  1 . 1. . . . (m-f-  1) 

qui  reste  de  la  série  ci-dessus , lorsqu’on  en  a retranché  les  m premiers 
termes , est  égale  au  développement  de  l’intégrale 
v»  jrY 


1.1... (m — O71-  ' dx” 

prise  depuis  î = o,  jusqu’à  {=  1.  Ce  résultat  est  facile  à vérifier 
en  l’intégrant  par.parties;  car  il  se  change  en 

A”  ( f J'Y  rf  J*' Y)  _ 

1.1...  (m — 1)  [ m i/ï"  J m dx"d[\ 

. . ' J’Y  J"y 

or  il  est  visible  que  lorsque  {=  1 , on  a , et  que , quel 

tT+'Y 

q»eso,t{,— 


d”+‘Y  J'Y  . . 

• A -,  , puisque  — - est  une  fonction 

dx 


dx't‘. 


Diqitizcjf  by  Google 

J"- 


J8i 


a la  Théorie  des  suites. 

de  x+(i— Oh  ( n°.  81  );  il  vient  par  conséquent 

’ hm  dTy  A"+l  d"+'Y 

1 .1. . ,m  dx”^  l.i. . ,m  * ^ dx“*‘  ' 

d’où  , par  une  transformation  semblable  à la  précédente  , on  tireroit 

h"*'  dm+'y  . . , 

le  terme  ; , '■ . et  ainsi  de  suite. 

1.2.  ..(m+  i)  dxm*‘  ’ 

Cette  expression  est  présentée  d’une  manière  un  peu  différente 
dans  la  Théorie  des  Fonctions  analytiques.  Lagrange  y suppose  que  la 
fonction  f(x — *{),  se  change  en  f(x),  lorsque  -r — xj  devient 
(x — xj)  + x{ouxj  et  suivant  la  notation  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  le  n°.  5 , il  obtient  cette  équation 

f(x)=f(x— xj)+^f'(x— x{}+i-î-f"(x— x^)-f  -fi— f"'(x— x{)  + etc. 
équivalente  à celle-ci 


„ xrdY  xV*  d'Y  xV  ePY 

y=^+  — -r>+—  7^r.+ — “771  + wc* 

1 dx  1 . 1 dx  1.1.  j dx 1 


dans  laquelle  Y désigne  ce  que  devient  y,  lorsqu’on  y change  x 
en  x — x{,  et  x'  représente  x — x{.  Si  l’on  fait  en  premier  lieu 
y = Y+xP, 

P étant  une  fonction  inconnue  de  ç , et  qu’on  prenne  de  part  et 
d’autre  les  différentielles  par  rapport  à {,  il  viendra 

dY  dP 

°=— +x  — ; 
di  dq_ 

dY  , dY  dY- 

or,  jj  dx  = jj{r-i)dx-  — xdit 

dY  d Y 

puisque  dx'—  (1  — l)  dx  — x d il  suit  de  là  que  — — = — x-—, 

a { d x 

et  que  par  conséquent 

dP  dY  „ ,,  dY 

, ou  P=f'ljji 

mais  comme  K se  change  en  y lorsque  {=0,  il  faudra  que  l’intégrale 
ci-dessus  soit  nulle  lorsque  {=0. 

Supposant  ensuite  que 
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et  diffcremiant  par  rapport  à il  viendra 

dY  dY  d‘Y  dO ' 

0=-i  + xd7+*'&Ji  + x-ïï’ 

équation  qui  se  réduit  à 

d'Y  dO 

, dY  dY  d'Y  d'Y 

à cause  que  -7-=  — *-r~,  » et  ttt=  — *-tt:  » on  aura  donc 
^ d{  dx  dxd{  dx' 

dQ  d'Y  ~ Adxd‘Y 

Par  le  même  procédé  on  tire  de  l’équation 

+ + dR_  PdltPY 

y~r  + — 77+i.zdï-‘  + xR’  Tt-f—^Tx*’ 

en  faisant  les  réductions  qui  peuvent  résulter  des  équations  précé- 
dentes , et  en  observant  qu’en  général  f"*' — = — x 

dx  “ ‘d[  dx  “ 

La  formule  générale , qui  renferme  toutes  les  précédentes , est 
visiblement 


v[dY 


(xj  )'—  <r-'Y 


r'd  t 


Y . v - w ; - ■ mf  \ - x - - 

Y 1 dx  " 1.1  ...{m — i)dx,m~‘  — 1)  dx"  * 

l’intégrale  devant  être  nulle  lorsque  { = o. 

dY  d'Y 

Quand  on  suppose  ç=r , les  fonctions  Y,  — - , -^-,etc.  ne  sont 

( dy  </*y 

autre  chose  que  ce  que  deviennent^  , — — , etc. lorsque x —o, 

* d X 0 X* 

puisque  dans  la  première  hypothèse  , la  quantité  x — *jse  réduit  à o. 
La  formule  ci-dessus  donne  donc,  dans  ce  cas  , pour  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  y , suivant  les  puissances  de  x , jusqu’à 
la  m™  inclusivement 

xdy  g—  dm~'y  {—d{  d-Y  _ 

1 dx'”  i.i...(m — 1)  dx"-  X 1.1. ..(m — i)irg'm  ’ 

l’intégrale  qui  termine  ce  résultat  étant  prise  depuis  { = o , jus- 
qu’à {—%. 

Maintenant  si  l’on  change  x en  A , ar'  en  A'=(t — il  viendra 

1 *-  , m rY  - 

y°+  1 dh^i.i  dh‘  1. !.,.(»> — i)dhm—  J 1 .a...(OT — ij  d/tm  ’ 
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puis  supposant  que  y , au  lieu  de  représenter  une  fonction  de  A 
seule,  en  désigne  une  dex  + h , le  premier  terme  y,  sera  une  fonction 

( t d y d*y 

de  * seul , les  cocfficiens  différentiels  -j-  , — — - , etc.  calculés , en 

a h d k% 

faisant  A = o , après  la  différentiation , se  changeront  en 

d y d*  y . . . 

etc.  et  enfin  il  faudra  substituer  #4 -A  , ou  x+(i — z)h  , 

dx  dx* 

au  lieu  de  x , pour  passer  de  y à Y ; on  aura  ainsi 

A dy  . A*  d'y  A’"1  <r~'y 

y +-  -j-  H ' — , • . . H -, : — + h f 

^ i dx  l.idx'  I.  !...(/» — IJ  d x 1.1. ..{m — l) 

. <rr  drr  „ ; 

en  observant  que  Cette  formtile  qui  représenté  le  de- 

dh  dx 


veloppement  d’une  fonction  de  x+h , poussé  jusqu’au  m,m‘  terme, 
est  la  même  que  celle  que  nous  avons  donnée  en  premier  lieu. 

Nous  aurions  pu  y parvenir  immédiatement  en  mettant  dans 
y , ar  + (i — {)A,  ou  x+h — A{=*',  au  lieu  de  x , ce  qui  auroit 
fait  de  Y une  fonction  de  x + h — Aj;  désignant  alors  par  y,  , ce 
que  devient  y quand  on  y change  x en  x+hy  et  développant  y , , 
suivant  les  puissances  de  Aj,  il  seroit  venu 


y.=y+^~ 

l dx 


A*r*  d'y 

— 7T.+ 

1.1  dx 


AV  J'Y 
1.1.3  dx '3 


■f  etc. 


d’oii  l’on  auroit  déduit  les  quantités  P,  Q,  R,  etc.  comme  ci- 
dessus  : mais  nous  avons  préféré  de  traduire  littéralement , dans 
l’algorithme  différentiel  , l’un  des  résultats  les  plus  remarquables 
qu’offre*  la  Théorie  des  Fonctions  analytiques , pour  montrer  que  la 
notation  ordinaire  ne  lui  fait  rien  perdre  de  sa  simplicité  et  de  son 
élégance. 

f-'dr  d"Y 

IC70.  L’intégrale  A“/ 1 — - — — donne  la  valeur  rigou- 

J . I.  . .(<7) 1)  dx 

reuse  du  reste  de  la  série  ; mais  si  l’on  ne  vouloit  avoir  que  des  limites 
entre  lesquelles  fut  comprise  cette  valeur , on  trouveroit , par  les 
considérations  du  n°.  475  , que  si  L et  / désignent  1s  plus  grande 

J"' Y 

et  la  plus  petite  valeur  que  prend  la  fonction  — depuis  {=0, 

dx 


d"Y 

dx”  ’ 
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dr  Y T 

jusqu’à  {=1,  lintcgrale/j”1-,</j-— - seroit  moindre  que  — , et 

ax  m 

plus  grande  que  — . 

m 

Il  est  évident  qu’il  doit  y avoir  entre  L et  / une  valeur  x qui  rende 

x tf^Y 

la  fraction  — exactement  égale  à 7-—-  . et  que  cette  valeur 

m dx 

répond  aussi  à une  valeur  de  ç comprise  entre  o et  1 ; mais  toutes 
les  valeurs  que  reçoit  une  fonction  de  * + (1 — {)A  , entre  les  li- 
. mites  {=0,  {=1 , sont  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  prendroit 
une  semblable  fonction  de  x + h,  entre  les  limites  ar  et  ar+ff; 
si  donc  on  désigne  par  u la  valeur  de  A , qui  correspond  à x , et 
par  y„,  ce  que  devient  y,  lorsque  l’on  y met  x+u,  au  lieu  de  x , 
d“yu 

on  aura  x = — On  conclura  de  là,  ces  développemens  partiels  et 
rigoureux  de  la  fonction  y , lorsqu’on  change  x en  x+h  : 

,h  Jy. 

h dy  h*  d'yH 

y,=y+  - 1 77 

X dx  l.l  dx 

r,=>+\£+?-2r+— 


I dx  1.1  dx'  1.1.3 


,hJy 

y'=y+~x-di 


A — ' 


r.+- 


!.!...( m-—  t ) ajfm  1 ' 1 . 1 . . ,m  dx" 
en  observant  que  x doit  être  remplacé  par  x+u  dans  le  derniêr  terme 
seulement  , et  que  l’indéterminée  a est  comprise  entre  les  limites  o 
et  A, 

Pour  mieux  faire  sentir  l’usage  de  ces  formules,  nous  suppo- 
serons que  y—x ’ ; et  en  développant  jusqu’au  m,m"  terme  , il  viendra 

x'  + -x’~'h 

l®*  — «) 


n(n  — t).  (n  — m + i à 

, + — — *-"+■  A"-. 

x.i 


nln — 1 (n — m + 1 ) , 

+ <*+ 

Il  est  évident  que  la  valeur  de  (*  + «)—"  est  nécessairement  comprise 

entre 
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entre  ar'-'"  et  (x+h)"-",  et  que  par  conséquent  la  somme  des  termes , 
qui  dans  le  développement  de  suivent  le  m'mrt  est  comprise 

entre 


”(«—  >)•  • •(«—'*+  Oj.—a,.  et  ”(«—  »)...(«—"»+  O 

1.2 m t.i m 


O+A) h". 


Après  cet  exemple  Lagrange  ajoute: 

« La  perfection  des  méthodes  d’approximation , dans  lesquelles 
» on  employé  les  séries , dépend  non-seulement'de  la  convergence 
» des  séries , mais  encore  de  ce  qu’on  puisse  estimer  l’erreur  qui 
» résulte  des  termes  qu’on  néglige  , et  à cet  égard  on  peut  dire  que 
» presque  toutes  les  méthodes  d’approximation  dont  on  fait  usage 
» dans  la  solution  des  problèmes  géométriques  et  méchaniques  , sont 
» encore  très-imparfaites.  Le  théorème  précédent  pourra  servir  dans 
» beaucoup  d’occasions  à donner  à ces  méthodes  la  perfection  qui 
» leur  manque , et  sans  laquelle  il  est  souvent  dangereux  de  les 
» employer».  ( Théorie  des  Fondions  analytiques  , page  50.  ) 


1071.  Avant  que  le  Calcul  intégral  fut  porté  au  degré  de  per- 
fection qu’il  a acquis  de  nos  jours  , Wallis  et  Stirling  avoient  em- 
ployé l’interpolation  des  séries  à évaluer  des  intégrales  qui  ne 
pouvoient  s’obtenir  que  pour  des  exposans  entiers.  'Wallis , par 
exemple,  sachant  quarrer  les  courbes  dont  les  ordonnées  étoient 
exprimées  par 


Di  l'interpola- 
tion  des  sine». 


(._*•)%  (!-*’)’,  (1-**)%  etc. 

inventa  la  Méthode  d’interpolation  pour  en  déduire  l’aire  des  couibes 
dont  les  ordonnées  étoient 


(1— *‘)\  • (•—*’)',  («— etc. 

fonctions  que  l’on  peut  regarder  comme  les  termes  intermédiaires  de 
la  première  suite;  et  il  parvint  de  cette  manière  à la  singulière  ex- 
pression de  la  circonférence  du  cercle  que  nous  avons  rapportée 
n°.  945.  Stirling  continua  et  perfectionna  les  travaux  de  Wallis; 
mais  Euler  imagina  de  renverser  la  question  et  d’appliquer  la  con- 
noissance  de  l’intégrale  à l’interpolation  de  la  série , et  c’est  ce  que 
nous  allons  faire  d'après  lui.  Nous  avons  déjà  donné  dans  le  n°.  964 
Appendice.  • C c c 
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un  exemple  de  cette  recherche , mais  nous  allons  la  reprendre  de 
nouveau. 

* Soit  en  premier  lieu  l’intcgrale  f x"d x(i  — x )*,  de  laquelle  on 
déduit  par  le  développement  de  ( t — x)*  la  série 
*-+■-  n .v”+“  .W"+3  „r„ .V» , w+» 


1 — 

/n+t  l.(/n+i)  I 

qui  s’évanouit  lorsque  a 

i n 

' ' - + ' ''  ' + et 

• i.(/n + 3)  1.1.3(17» + 4) 

:=o,  et  qui,  lorsque  x—l , devient 
«(/i— 1)  n(nn)(n—  1)  ^ 

m+  i 

1(01+1)  ' i 

.2(177-4-3)  1.3.3(777+4) 

Si  l’on  fait  successivement  n=o,  n=i , n=i , etc.  on  aura 

m+  i 

> 

t 

I 

i 

T 

m+  t 

( m+  i)(/n+2)  ’ 

I 

2 

I 

2.1  1.2 

m+i 

i.i(ot  + 3)  — (m+  i)(m+a)(/n  + 3) 

etc.  * 

en  suivant  cette  loi , on  voit  que  le  terme  général  de  la  série  , 
lorsque  n est  un  nombre  entier,  a pour  expression 

t.i n 

(«*+  iX'n  + i) (">  + « + 0 ’ 

et  telle  est  aussi  la  valeur  de  l’intégrale  fxmdx  ( i — t )",  prise  entre 
les  limites  o et  i , ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer  immédiatement  en 
intégrant  par  parties  relativement  au  facteur  xmdx , ce  qui  donne 
*-+■  , 

fxmdx(l x)'—-— (l— *)’+- 


n(n — i )*■"«(  I — x),_* 


n\n — i) ^x"+*+, 


(m+  i)(m  + x)(w+3)  (m+tX'n+i)  ... (wr-f-n-f-  i) 

toute  cette  série  s’évanouit  lorsque  x=o  , et  se  réduit  à son  dernier 

n(n — i) I 

terme  , — ; — w — - — r- — J — r-,  lorsque  *=i, 

La  loi  de  continuité  qui  lie  tous  les  résultats  que  l’on  tire  d’une 
même  formule  , fait  voir  que  si  l’on  donne  aux  exposant  m et  n 
des  valeurs  fractionnaires , .l’intégrale  fx"dx(i—x)\  qui  devient 
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alors  transcendante,  doit  exprimer  les  termes  intermédiaires  de  la 
série  ci-dessus.  De  même  l’intégrale  fpdx , dans  laquelle  p désigne 
une  fonction  de  a;  et  de  n , étant  prise  de  manière  à s’évanouir 
lorsque  a=o,  peut  représenter  le  terme  général  d’une  série  dont  n seroit 
l’indice.  Ce  seroit  une  découverte  bien  importante  pour  l’Analyse, 
de  savoir  revenir  de  la  série  à l’intégrale  qui  en  exprime  le  terme 
général , sur-tout  si  l’on  avoit  des  procédés  sûrs  et  faciles  pour  ob- 
tenir dans  tous  les  cas  la  valeur  approchée  d’une  intégrale.  Malheu- 
reusement l’Analyse  n’offie  encore  aucun  de  ces  moyens , et  l’on  a 
presque  toujours  déduit  les  séries  des  intégrales  par  le  moyen  des 
valeurs  algébriques  qu’elles  fournissent.  Voici  les  principaux  ré- 
sultats qu’Euler  tire  de  la  formule  f x"d x ( t — .r)*. 

En  faisant  d’abord  m = - , il  obtient  la  série 

X 1.-}  t.^a  6 1.^.6....i«...  lQ  . 

3 + 3ÏÏ+  3«î-7 + 3-W--"-(ln+0  ’ 

l 

et  fx'dx(  1 — x)'  pour  l’expression  intégrale  de  son  terme  général, 
d’oii  il  conclut  que  le  terme  général , qui  répond  à l’indice  j , est 

égal  ïfdxVx—x'y  c’est-à-dire,  à l’aire  du  cercle  dont  le  dia- 
mètre est  1. 

On  a également , par  ce  qui  précède  , 

('»  + i)(gi-f-^ (m  + n-4- 1)  1 

1.1.3... n Jx"dx(i — x y* 

si  dans  cette  équation  l’on  change  m n en  m , et  par  conséquent  m+i 
en  m — 1 , elle  deviendra 

+ i)m(m — t) (m — 72+ i)  1 

1.1. 3, ......  n J ^ 

d’oii  l’on  déduira 

m(m — 1) '...{m — n+t)  I 

1.1.3 n («+  i)fxm~ndx(i — je)"' 

Voilà  l’expression  du  coefficient  numérique  du  terme  général  de  la 
puissance  n du  binôme. 

En  se  servant  de  l’expression  f.x"dx{i — a.")',  intégrée  par  parties 

Ccc  1 
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relativement  au  premier  facteur  xmdx  , on  obtient  ce  résultat 

— — *«)'+  Pn  - - ^'(t+r-f. 

m+ 1 (m+  i)(m  + n + 1)  v J 

. />”(/>"-«)  . 

. (m+i)(m+n+l)(m+in+i) 

. . + p<Pn—‘ -Xp"— »") 

*“'r  (*+!)(«+*+ 0 («+/>«+ l)  * 

qui  se  réduit  à 

pn(pn — n)( pn — zn) .n 

(«+.X-  + .+  0 (/B+/W2+  l)’ 

lorsque  x=i. 

Si  l’on  met  m—  1 au  lieu  de  m,  et  qu’on  écrive  les  facteurs  du 
numérateur  dans  un  ordre  inverse , on  aura  ce  résultat  aussi  simple 
que  remarquable 

fx"-'Jx{i—x‘Y—  — . — î— — -i -i-£- — - ; 

m m+n  m+m  771  + 3/1  m+pn 

Il  est  visible  que  les  conditions  de  l’intégration  , supposent  que 

les  nombres  m — 1 et  n soient  positifs  ; car  sans  cela  les  parties  du 

développement  qui  doivent  disparoître  lorsque  xr=o  et  lorsque  x=i , 

deviendroient  infinies. 

On  tire  de  l’équation  ci-dessus 

I.» p=m(m  + n) (m+pn) J ^ , 

et  faisant  n= o , il  vient 

rx"‘-'Jx(i—x°Y 

1 p — m J — » 

supposant  alors  sous  le  signe  / que  n est  une  quantité  très-petite  k 
( n°.  139  ),  on  trouvera  que 

**=<*ll=i+Alx,  (1— *»/=*'(— l*)'=*'(l  i)\ 

ainsi 

1 • z p=m^'fx"-'dx(\ 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  déduit  immédiatement 
de  J’intégrale  fxmdx( lx)*  dans  le  n°.  4Z8. 

On  simplifie  un  peu  cette  expression  en  changeant  x”  en  x , et  par 

« • 
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1 1 , 1 1 . t 

- en  — , 1-  en  — 1 - 
x x m x 

x” 


conséquent  mx”  'dxe n dx  , - en  , 1-  en  — 1-  : il  résulte  de 

x 1 x ni  x 


là  que  1 . 1 px=/dxÇl-^  . 

11  suit  évidemment  de  ce  qu’on  vient  de  voir  que 


(m  + n)(m  + in) (m  +pr.)= 


m /x’“-'dx{i—x"Y 

1071.  En  rapportant  à la  notation  de  Vandermonde  ( n%  902  ), 
les  divers  résultats  obtenus  ci-dessus,  nous  aurons 

**(}'-  y. 

f f-  î r.r  fJx(lz) 

l.[m+pn,n]=n'  [t  + /> J = V fx"-dx{  ,-xJ'  ’ 


[pi 


„ rf" m 


■fxn-dx(i  —x-y. 


Ces  théorèmes  donnent  lesexpressions  des  puissances  du  second  ordre 
en  intégrales  définies , et  fournissent  par  conséquent  les  moyens 
de  trouver  les  puissances  fractionnaires  de  cet  ordre.  11  est  bon  d’oti- 
server  que  le  dernier  théorème  rentre  dans  les  formules  du  n°.  964. 

1073.  Par  la  combinaison  de  ces  formules  on  obtiendroit  un  grand 
nombre  de  résultats  particuliers,  fort  intéressans,  mais  qui  n’offrant 
aucune  difficulté,  se  présenteront  d’eux-mêmes  au  lecteur  intelligent 
lorsqu’il  en  aura  besoin.  En  prenant  des  expressions  intégrales  plus 
composées,  on  étendra  ces  recherches  à des  sériés  nouvelles;  on 
pourra  même , pour  plus  de  généralité  , considérer  des  intégrales 
doubles,  triples,  etc. 

fqdxfpdx  , f rdxfq  d x fp dx  y etc.  ^ 

Euler  donne  pour  exemple  de  la  première  forme  , l’expression 

/dx  . 

fxmdx{  1 — .v)",  dont  le  développement  en  série  est 

-"+*  ( n 1 3 r»+> 


,+  !.!.(*+ 3)* 


(ro-t-l)*  l.('n-f-l)1 


+ etc. 
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ce  développement  pris  entre  les  limites  o et  t , et  en  faisant  suc- 
cessivement n=o,  =i , =2  , =3  , etc.  donne  lieu  à la  suite 

T | ('"+')*  . 'fw+tl*(m+l)«4-fw+>Vrir+i3»  , 

('»+»)‘(,"+<)!‘  (m+  } )‘ (m + 2 )*(m -(- 1 

+(  ^^+4)>(w+tV(^B+a;,— ■j(^H-4y(.n+3)»^+1'»^(r+4V(m^3)‘(W+iy— (m+3y(w+3)‘(w+l)» 
-f-etc. 


i 4 — t 0.4. 
- + — + -- 
I 4. 1 


dont  la  loi  est  très-évidente.  Si  l’on  fait  m= 0 , on  aura  la  suite 

4-  etc. 


-2.9. 1 +4. 1 ^ 16.9.4 — 3. 16.9.14-3.16.4. 1 — 9.4. 1 
9*4- 1 16.9.4.1 

dont  les  différences  forment  la  suite 

9 — 4 16. g. — 2.164-9.4 


t 

4.1 


et  dont  la  somme  J- 

/rfr  y I— {l— *)■+■ 

A - « -T-  * 


9.4.  J 

dx 


16.9.4. 1 
fdx(  1 — *)'  se  change  en 


etc. 


^ ^ , lorsqu’on  effectue  la  première  intégration. 

1074.-  Euler  parvient , au  moyen  des  résultats  ci-dessus , à une  in- 
terpolation très-digne  de  remarque , c’est  celle  des  fonctions  différen- 
tielles. De  même  qu’entre  les  puissances  entières,  on  insère  par 
l’extraction  des  racines  des  puissances  fractionnaires , de  même  aussi 
l’on  peut  concevoir  des  termes  intermédiaires  dans  la  série 

y dv , d'y,  d?y, d’y, 

des  différentielles  d’une  même  fonction  , et  désigner  ces  termes 
par  un  indice  fractionnaire  qui  marque  le  rang  qu’ils  occupent  dans 
la  série  proposée.  Il  ne  sera  pas  plus  possible  d’interpréter  ces  quan- 
tités par  des  différentiations  successives , que  d’expliquer  les  puis- 
sances fractionnaires  par  des  multiplications  répétées;  mais  les  for- 
i 4 

mules  d'y  et  y seront  des  expressions  formées  par  analogie  , l’une 
dans  la  série  des  différentielles,  l’autre  dans  celle  des  puissances. 
L’Analyse  offre  une  foule  d’expressions  de  ce  genre , qui  tiennent 
presque  toutes  aux  théoiies  les  plus  importantes  et  les  plus  délicates; 
et  les  réflexions  que  j’ai  exposées  dans  le  n\  963  , me  portent  à 
croire  que  leur  considération  peut  contribuer  beaucoup  aux  progrès 
de  la  sçience  du  calçul. 
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Soit  pour  exemple  lorsque  n est  un  nombre  entier  , on  a , 

quelle  que  soit  m , 


<f(vm)=/n(/n — 1) ( m — n+i)v"  "dv"=- 


M ' 


vm~"d  v*; 

m m— « # 

mettant  pour  [m]  et  [m—  n]  les  expressions  données  par  les  for- 
mules du  n°.  1071 , on  trouvera 

/*(  I-)" 

^(v-)  = v“-’a'vn - . 

fdx(\iy~:  . 

• 

Ce  résultat  est  susceptible  d’une  vérification  immédiate , en  s’assu- 
rant qu'il  rentre  dans  ceux  que  l’on  connoit  pour  les  cas  où  n est 
un  nombre  entier  positif. 

Si  l’on  fait  /n=i,n  = ;,  il  viendra 


^ /—  fdxX~x 
d v = Vvdv- 


y/  vdv 

T/v  * 


/dx0iy 

en  observant  qu’entre  les  limites  o et  1 , 

fdx  1^=1,  fdx(  li)‘=[i]=l^, 

tr  étant  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  1 ( n°.  964  ). 
• C'est  ainsi  que  l’on  parviendroit  à l’équation  primitive  de  la 

courbe  correspondante  à l’équation  différentielle 

..  1 • 

y d'v  =1  v V dy  , 

dans  laquelle  dv  est  supposée  constante.  Au  moyen  de  la  valeur 

1 ' 

précédente  de  d'v,  on  la  transformerait  d’abord  en 
y 1^  vdv  / — . 

— — — : =vvdy ; et  quarrant  ensuite  chacun  de  ses  membres , on 
» V' * 

y%d  v , 

obtiendrait  — — — vdy,  d’oh  l’on  conclurait  * 


— 1 v = C , ouylv  = -i  Ctv — jw. 

i»  y . 


Recherches  des 
valeurs  des  inté-' 
grales  definies. 
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1075.  L’interpolation  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple  , 
s’opère  facilement  sur  toutes  les  fonctions  qui  sont  données  par  des 
intégrales  définies  ; et  elle  fournit  en  meme  tems  des  expressions 
fort  simples  des  différentielles  de  certaines  fonctions  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  examinées  dans  les  n"\  953  et  suivant  : de  l’équation 

P s I • 

[p  ] — /^x\  * ~ ) > par  exemple,  on  conclut  sans  difficulté  les 
suivantes  ( note  du  n’;  551  ), 

j. [,  ]=«/*(  1 -J( ni),  a[,’]=w^  1 i)’( ni)', 

• ■r-trW/-Klj)’(,r;)'- 

Les  différences  s’obtiennent  d’une  manière  analogue,  en  observant 
que  à"fXdx=fA"(Xdx),  il  vient  alors 

« cî  _//«(  1 ;)'(  1 : - .) , »•.[,)  =a<  1 i)’(  1 i - .y, 

- 

en  supposant  que  a/>  = 1. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à donner  les  formules  qui  répondent 
aux  intégrales  et  aux  sommes  de  la  fonction  proposée;  mais  nous 
terminerons  cet  article  en  remarquant  que  le  procédé  qu’il  contient 
s’étend  toutes  les  fonctions  que  l’on  peut  obtenir  par  le  moyen  des 
intégrales  définies,  et  par  conséquent  à toutes  celles  dont  nous  nous, 
sommes  occupés  depuis  le  commencement  de  ce  Chapitre.  C’est  en 
ramenant  à def  expressions  de  ce  genre  la  fonction  que  Laplace 
en  a donné  les  différentielles  et  les  différences  par  des  formules  très- 
élégantes  et  que  nous  ferons  connoître , lorsque  nous  montrerons  la 
manière  d’appliquer  les  intégrales  définies  à l’intégration  des  équations 
différentielles  et  aux  différences. 

* 

1076.  Lorsque/»  est  un  nombre  fractionnaire,  l’intégrale 

/i\r 

fdx^\-j  , sur  laquelle  nous  sommes  tombes  en  cherchant  l’ex- 

p 

pression  générale  de  [/»!,  est  du  nombre  des  transcendantes  dont  on 

ne 
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ne  connoît  pas  la  nature,  et  qu’il  est  très-difficile  d’obtenir  par 
approximation  ; cependant  il  suit  du  n°.  964 , que  dans  le  cas 

oii  p = i,  on  a,  entre  les  limites  o et  1 ifdx\Ç-'y=z?ÿ*t 

valeur  très-simple , mais  qui  ne  conyient  qu’à  l’intcgrale  définie  : 
l’Analyse  n’offre  jusqu’à  présent  aucun  moyen  pour  arriver  à la 
valeur  exacte  de  la  même  intégrale  prise  indéfiniment.  La  formule 

fdx(^  1-)  n’est  pas  la  seule  qui  présente  cette  singularité;  Euler 

en  a trouvé  un  grand  nombre  d’autres , mais  par  des  méthodes  très- 
particulières  et  très-diverses.  On  feroit  un  volume  entier , si  l’on 
entreprenoit  d’extraire  les  nombreux  Mémoires  qu’il  a publiés  sur 
cette  matière  ; nous  ne  pouvons  exposer  dans  cet  ouvrage  que  les 
principaux  résultats  qu’il  a obtenus , et  donner  une  idée  des  mé- 
thodes les  plus  générales  dont  il  a fait  usage  pour  y parvenir  : 
l’indication  exacte  de  ses  Mémoires,  que  l’on  trouvera  dans  la  Table, 
suppléera  à ce  que  nous  omettrons. 

Les  moyens  qu’a  employés  Euler , pour  trouver  la  valeur  des  inté- 
grales définies  , peuvent  être  rangés  en  trois  classes  ; dans  la  pre- 
mière sont  ceux  oh  il  développe  en  tout  ou  en  partie  l’intégrale 
proposée.  Il  arrive  souvent  que  la  substitution  des  limites  de  x , sim- 
plifie le  résultat  et  le  ramène  à une  série  dont  la  fonction  génératrice 
est  connue , ou  à une  autre  intégrale  dont  on  a la  valeur.  Il  est 
visible  que  ce  moyen  peut  être  utilement  modifié  par  le  secours  des 
transformations.  La  seconde  classe  comprend  les  relations  nouvelles 
qui  se  déduisent  des  produits  et  des  quotiens  des  intégrales  définies  ; 
à la  troisième  appartiennent  tous  les  résultats  qui  s’obtiennent  en 
différentiant  l’intégrale  proposée,  par  rapport  à des  quantités  qui  n’y 
étoient  pas  d’abord  supposées  variables.  Nous  avons  déjà  montré 
dans  le  n\  50 6 , que  ce  moyen  peut  mener  à des  résultats  diffi- 
ciles à obtenir  à priori, 

1077.  On  voit  à la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

/*xm~'dx 

, rapportés  dans  le  n*.  391 , que  ces  expressions 

y 1 — x‘ 

se  réduisent  à un  seul  terme  lorsqu’on  les  prend  entre  les  limites  x— o 
Appendice.  DJd 
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et  x = i ; l’arc  A devenant  égal  à la  demi-circonférence , on  a 
ces  deux  suites 


/'  dx  t 

V i — x“  1 


x'd  X 


Vtut* 

f'  x *dx 

2.1  9 
I.JW 

1.4.1  * 

f x %dx 

1*1*3* 

V7~- 

1 « 4 • Ô . 2 

r x'dx 

I-3*S*7T 

W7zrX'~ 

etc. 

2 1 6 t 8 • 3. 

/'  xdx 

/'  x*dx  1 

V i — x‘  3 

/•  xid x a. 4 _ 

VI  — x‘  3*3  * 

/’ x'dx  _ a. 4. 6 

i/i  — x*  3-3*7 

/*  x’dx  _ 1.4.6. 

v~\ — x*  3*3*7* 


* 

6.8 

9 


et  d’après  le  tableau  de  la  page  40  du  premier  volume , on  a en 
général 

"* *•'</*  1.3*3 (îr — t)  x 


fi 

A 


V 1 AT*  1-4-6. 

’+'dx  1.4.6. 


. 1 r i 
.1  r 


d’où  il  suit 


i/7^r?  3-3*7 (lr+1) 


/ Vdx  \f  f'x'^'dx  1 * 

Ce  dernier  résultat  en  fournit  une  infinité  d’autres  de  même  espèce , 
lorsqu’on  y fait  *={"  ; par  cette  transformation  on  obtient 


J V I — î**  «/  V I — {** 


1 Z 

1/+1  i '* 


et  posant  pour  abréger  inr+n — I =p  , il  viendra 

(*  _ 1 T. 

J V Ï—{"J  «O’+O  *’ 

Désoi  mais  l’expression  f A .JB ./ C sera  celle  que  nous  enjploycrons  au 
lieu  de  (fA)  (/2?)(/C) , et  qu’il  faudra  bien  distinguer  d t fAfBfC % équivalente 

iRAUBifC)))- 
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les  limites  de  { étant  encore  les  mômes  que  celles  de  x , parce 
qu’on  suppose  que.  l’exposant  n est  positif.  Cette  dernière  formule 
renferme  des  valeurs  de  produits  dont  on  ne  peut  intégrer  séparé- 
ment aucun  des  facteurs  ; pour  en  donner  un  exemple , nous 
prendrons  p = o,  0=2,  et  nous  aurons 


La  formule 


y'  X “dx 

V X JC* 


, en  y faisant  * = {*,  se  charge  en 


on  en  trouve  les  valeurs  entre  {=0  et  {=  1 par 


r, 

J V 1 — 
ce  qui  précède. 

A l'aide  de  ces  résultats  on  parvient  à des  séries  fort  simples  pour 
l’intégrale 

r*mj*  fx^jx  , , 

J7^rj\ 7s."+,) 

t . - -■+-’  «C. } , 

J y I 2 2.4  2.4.6 

en  substituant  au  lieu  des  intégrales 

/•  x-dx  f'x'+'dx  f'x'^dx 

✓7=?’  Jv 7^,etc* 


leurs  valeurs  prises  entre  les  limites  o et  1.  Si  l’on  fait , par 
exemple,  m = o,  on  trouvera 


A 


dx  rt  1.9 

V\— ' 4 4- 16 


1^9-M  4.^^ -etc.). 


A 


4.16.36  4.16.36.64 

Nous  renvoyons  au  n“.  503  , pour  la  valeur  de  l’intégrale 

dx  V 1 — e‘x‘ 


/i— ; 


-,  prise  entre  les  limites  o et  1. 


1078.  Les  formules  de  réduction  , rapportées  dans  le  tableau  de 
la  page  40  du  premier  volume,  donnent  un  grand  nombre  de 

Ddd  x 
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résultats  analogues  au*  prccédens.  On  a par  celles  qui  sont  mar- 
quées II  et  MI, 

fx—'dx{  ^ rf— «) /V~-,M,-*-)7 

— (mo  + np) 


i 


• mq  + np  * 

et  entre  les  limites  *=o  et  ar=t , cela  se  réduit  à 

(mq+np) 


fx—'Jx{  i — * ÿ xJ—t?.. 


£ 


La  seconde  de  ces  formules  ramènera  de  fx*~’dx r(j— x*) 

. i t 

à Jx-'dx{i — x*)  et  la  première  conduira  de  fxm~‘dx(i — x*) 

— - « 

à J.\dx(i — x*)  =i,  ou  à fdx(i — x*)  ’=-  , selon  que  m sera 

2 

paire  ou  impaire  ; il  n’entrera  donc  dans  l’expression  de  l’intégrale 
1 

/*~**(t — **)  * <îue  la  seule  transcendante  w.  On  trouvera  sans 


fx“~'dx(  I X*) 


peine  que 

r~i  (îr— i)(ir— }). 


.5.3.1 


(m+ir- — i)(m4-ir — 3). . ,(m  + })(m+  if*  **^  ’ 

et  comme  on  a vu  dans  le  n°.  précédent , que  si  m est  impaire 

fx“~'dx(  1 — 4) . . . . 5 . 3 . 1 » 

; ( m — lX.m — 3)...  .6.4.1" 

et  que  si  m est  paire 

fx”~'dx(i  x *)  1 4) 6.4.1 

(m—  i)(m— 3) 7.5.3  * 

il  s’ensuit  que  dans  le  premier  cas 

/."-■/vf.—  (»'—  IKIf—  5 t-«  (»—  a)(w— 4)--.t-5.i  t 

(n-t-ar—  i)(m+Zr—y) •■■(«+  3)(*+ 1)'  — •)('" — î)  • • • 6 . 4.  a a ’ , 

et  que  dans  le  second 

fx'r'Jxf — (»— Q(»r— 3) ÎW  (*— aX«— 4)...fi.4.a 

(m+ar— i)(bi4-3-_ 3)..  .(m+3)(<7i4-i;  ’ ( m — . .5 . 3 . l‘ 
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On  peut  multiplier  ces  formules  autant  qu’on  le  voudra.  Si  l’on 

a,  par  exemple  , n = 3 , -=r , -—r , on  ramènera 

1 i l i 

les  deux  intégrales 

r—i  r—% 

I— *5)  , dx(t  — x’)  , 

aux  six  formules 


parmi  lesquelles  il  n’y  a qu’une  seule  transcendante  distincte. 

Par  des  comparaisons  semblables  à celles  que  nous  avons  faites  * 
dans  le  n°.  précéd.  Euler  parvient  aux  relations  suivantes 


1 xu+ldx 


fi~tfi 

v'i—x’  V (t — x*y 

fkxi'^'dx  /*  x3,dx 


AC 


J/J+I  3/1 

A'B 


T, fi 


dx 


V 1 — 

dx 


_ AB  J r dx  r 

_ J»+»~3  "+ÎJ  ./T J Z 


xdx 


Vi  _ *» 


x3"+,dx 


1 B'C 


/T  — *’  J l/(i— *’)• 


311+1  3/1  + 


xdx 


V{i—x3y 


Les  quantités  A , B , C,  A',  B',  C',  ne  contenant  point  n,  les 
équations  ci-dessus  subsisteront  encore  si  l’on  y met  à la  place  de  3 n 
un  nombre  quelconque;  en  écrivant  x—  1 , à la  place  de  3 n dans 
la  première  , et  dans  la  seconde , et  x— i dans  la  troisième  , la  com- 
paraison des  deux  derniers  résultats  donnera 


fi^tzfrfi==fi 

J t/. ~3  *'  1/ 


xdx 


V x— x3  v'o— *3)*  /(t—  xy 

De  ces  trois  résultats , Euler  en  tire  encore  d’autres , en  y faisant 
x={",  n étant  un  nombre  quelconque , et  posant  n\=m. 
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p 

1079.  Puisque  la  formule  fxm~'dx(  1 — Ar")n  peut  toujours  se 
ramener  à une  autre  dans  laquelle  l’exposant  de  x , hors  de  la  pa- 
renthèse , soit  moindre  que  n , et  celui  de  la  parenthèse  une  fraction 
négative  , il  suffit  de  considérer  les  transcendantes  contenues  dans 

l’expression  fxm~'d: i(t — jr")B  , en  y supposant  m — 1 <n  et 

les  nombres  m , n et  p étant  d’ailleurs  entiers  et  positifs.  Si  l’on  fait 
d’abord  1 — x"=y',  on  aura 

m m — n 

*■"=(1 — y)",  mxm~‘dx  — — my"~'dy{t—y')  " , 

d’où  il  résultera 

p—ti  m— 

fxm~'dx(t — **)  " = — fy*~'dy  ( , — y)  n j mais  en  obser- 
vant que  les  limites  x=oetjr=i,  répondent  à y=i  ,y=o , on 
changera  le  signe  de  la  seconde  intégrale  en  changeant  l’ordre  de 
ses  limites , et  l’on  en  conclura  que 

P — * tn—n 

jx—'di r(i— *-)  " =fy~‘‘iy(i—y)  n , 
lorsqu’on  prend  l’une  et  l’autre  intégrale  entre  les  limites  o et  1. 
Rien  n’empêchant  qu’on  n’écrive  dans  le  second  membre  x à la  place 

p—n 

de  y,on  voit  par  là  que  l’intégrale  fxm~’dx(  1 — *")  « , prise 
entre  les  limites  o et  1 , conserve  la  même  valeur  lorsque  l’on  y 
permute  les  exposans  m et  p ; si  donc  on  fait  pour  abréger  , 

p — n m — n 

fx“-'dx(  1— x”)  n =t(m,p),  fxf-'dx{\—x')  n =f(P)m) , 

on  aura  cette  équation  remarquable 

*('»./’)  = » (0- 

Maintenant  en  faisant  usage  de  la  formule  II  du  tableau  de  la 
page  40  du  deuxième  volume  , on  aura 

p— g p—n 

fxm~‘dx(i — r*)  » — — fx—'-'dx(l—xn)~~i 
v * m\p — rr  K 1 
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substituant  m à m — n , il  viendra 

p — n 

fsr*%-'Jx{i—sr)  n =-~jxm-'dx{i-~x’)  « -, 
m+p 

d’oii  l’on  tirera 

p—n  p — n 

fx"-'dx{ I— *')  » = ”^-fxm*'-'dx{i—x')  B , 

m 

En  répétant  la  réduction  que  présente  cette  dernière  équation , on 
obtiendra 

rx—'dx. Y , 
m (m  + n)  (m  + irt). . . . . .(wi  + /n) 


P—" 

en  posant  (1 — *")  " -X-,  de  même 

fx'-'dx.XJr+p)  Ï+Pp  ^P±pll^±l^fx^^‘dx.X. 

T (r+fl)  (r+ln) (.r+,n) 

Or , plus  le  nombre  i augmente , plus  le  rapport  des  différentielles 
dx.X,  x+Q+'>'-'dx.X  , 


approche  de  l’unité  qu’il  a pour  limite  5 il  en  est  de  même  des  inté- 
grales , puisqu’elles  sont  prises  dans  la  même  étendue , ou  sont  com- 
posées du  même  nombre  d’élémens  ( n°.  47 1 ) ; passant  donc  à 
cette  limite,  en  supposant  i infini,  on  aura 

fx"-‘dx.X  (m+p)(m+p+n)...  r(r+n) _ 

fx’~'dx.X~t{r,p)~  m (m+n)....  {r+p)(kr+p  + n').... 


remplaçons  à présent  r par  m+  q , il  viendra 

(”  +P  )(m+P  + n)  • • • • (m +?)('”.+  f + n) 

Km+hP)  *(*+») (m+1  +/,)(l" +?+/’+")•  • • ’ 

équation  dont  le  second  membre  demeure  le  même , lorsqu’on 
échange  entr’elles  les  lettres  p et  q.  II  suit  de  là  que 

K'”./’)  _ *(”*«?) 

Les  équations  (t)  et  (1)  renferment  implicitement  toutes  les  propriétés 
que  nous  avons  à faire  connoître  relativement  à la  fonction  q;  mais 
avant  d’entrer  dans  ce  détail , examinons  les  cas  dans  lesquels  cette 


'*{ 
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fonction  a une  valeur  algébrique,  ou  ne  dépend  que  de  la  circonfé- 
rence du  cercle. 

1080.  Lorsque  p = n , on  a seulement  fxm~'dx , d’où  l’on  tire 
p(/n,n)  = — , et  en  vertu  de  l’équation  p(m,p)=p(p,  m)  , on  en 

nt 

conclut  que  p(n,p)  = ^ » (3). 

Quand  m + n = p , on  rend  l’intégrale  — — — ration- 

J /(i—  *■)-? 

X 

nelle  , en  faisant  = { , d’où  il  résulte 

V 1 — *• 

= C>  •*"=  j~»  »i*=«l{— 1(1+0 


y ( I — *"  ) 


dx  d[ 

T=î 


•+C 

avec  ces  expressions  on  obtient 
P-r* 

fx^'dx^l  — J 


-V(T=3t  ^ ,+î‘ 

Les  valeurs  de  { qui  correspondent  à *=o,  et  à 1=1 , étant  o et 

l'infini , ces  dernières  seront  les  limites  de  l’intégrale — , 

qui,  d’après  le  n’.  373  , ne  dépend  que  des  arcs  de  cercles  et  des 
logarithmes.  L’expression  que  nous  en  avons  donnée  se  simplifie 
beaucoup  lorsqu’on  l’étend  entre  ces  limites  ; elle  se  réduit  alors 

à , ainsi  que  nous  le  verrons  plus  bas.  On  conclut  de  là 


que 


ç(nj,n—m)  = f («—«»,»)  = 


•(■+)• 


n sin  ■ 


30.  Si  dans  l’équation  (1)  on  fait  q~n — m — p , on  en  déduira 
n — m—p)  ç(m,n  — m — p).t(n—p,p)i 

changeant 
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changeant  ensuite  dans  la  même  équation  (2) , p en  n — m — p , et  q 
en  n — m , elle  deviendra 

?(m,  n — m — ■p)p[n — p , n — m)=p(m,  n — m)t(n,n — m — p)  : 
multipliant  cette  équation  et  la  précédente , membre  à membre , et 
supprimant  le  facteur  commun  t(m,n  — m — />),  on  aura 
t(m,p)f(m+p,n  — m — />)?(«  — p,n  — m) 

= t {n  — p,p)*{m,n — m )tp  (n,n — m — p). 

Or  , d’après  les  équations  (j)  et  (4) 

q(n,n  — m—p)  <=  — - * - 

n—  m —~p 


t(m+p,n—m—p)  — 


n sin — 


t(min  — ni  ) 


*(*—p>p) 


■ p* 
nsin  — 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ci-dessus , elle  donnera 

. (m+p  ) 7t 

wsin — 

t(m,p)t(n—p,n—m)= 

. . TTl 'tt  . pir 
n{n  — m—p)  sm sin  — 


cette  équation  nous  fait  voir  que  la  valeur  p(n — ptn  — m) 
ne  dépend  que  de  celle  de  ♦ (/»,/>)  et  des  fonctions  circulaires. 
Legendre,  à qui  l’on  doit  cette  remarque,  et  les  suivantes, 
regarde  la  formule  t(n—p,n — m),  comme  le  complément  de 
*(m>P)t  parce  que  les  exposans  de  l’une  réunis  à leurs  corres- 
pondans  de  l’autre,  font  la  même  somme  n. 

L’équation  (5)  nous  conduit  à deux  résultats  particuliers  qu’il  est 
bon  de  connoître  : lorsque  p=m , on  a 

m t 

lTCOt 

t(m,m)ç(n  — m,n  — = y ~.(6), 
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et  quand  m~n—ipt  il  vient 

»(n—  ip,p)t  («—/’,!/’)  = 

• • n p sin 

n 

L’équation  ( i ) peut  aussi  se  transformer  en 

f('n,p)t(m+p,n—m)  = t(km,  n — m)?  («,/>), 

en  y changeant  q en  n—  m\  et  mettant  alors  les  valeurs  des  formules 
du  second  membre,  on  obtient 

ç{m,p)t(m+p,n  — m)  = - (g); 

, 17171 

n p sin  — 
n 

la  supposition  àt.p—m  change  cette  dernière  en 

t ( m,m)  f ( l m,n  — m)  = (9): 

. 171  7T 

/z/n  sin 

72 

ce  résultat  étant  comparé  à l’équation  (7) , conduit  à 

*(p,p)=*  («— ip,p)-icoi^- (|o)- 

Maintenant  que  nous  avons  fait  dépendre  les  valeurs  de 

t(n—p,n—p),  tin—xp,p),  t(n—p,ip) , 
de  celle  de  *(p,p),  ou  de  il  faut  chercher  à simplifier, 

autant  qu’il  est  possible , la  forme  de  cette  fonction. 

r* 

îo8i.  Pour  cela  faisons  i — — ; * il  viendra 

4* 

/ . C~‘dl 

x'-'dx-=^-  _L  , 

AV  *— î* 
a m 

», « " 1 ® f~* 

/(!_**)—=— ^ » *—'»/(,_*■)'—= » 

1 

^ n 

x'-'dx  C~'dl 

— - ==*=-^ » 

.v”  "^(t—  x-y  a » î-— " V 1 — £ * 

d’où  on  tirera  . ' 
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Les  limites  de  l’intégrale  en  1 s’obtiennent  en  considérant  l’équation 
4 *’(  1 — *“)  = î";  si  l’on  y suppose  x = o et  x = 1 , il  vient , dans 
l’un  et  l’autre  cas , z = o , ce  qui  ne  donne  que  la  même  limite  ; mais 
on  en  trouve  deux  en  prenant  l’intégrale  relative  à x en  deux  fois  ; 
savoir,  depuis  x=o  , jusqu’à  la  valeur  de  x , qui  répond  à j=i  , 
et  depuis  cette  dernière  jusqu’à  x=i  , d’où  résulte  {=0:  or  la  valeur 

ie  x , qui  répond  à {=1,  est  xn='ît  ou  x = — . Prendre 

VI 


ainsi  l’intégrale 


•dx 


V (l — .r”)"-'" 


depuis  *=o  jusqu’à 


ensuite  depuis  x=~  jusqu’à  x=i,  ce  sera  la  même  chose  que 

V i 

de  prendre  l’intégrale  *-T  depuis  o jusqu’à  1 , et  depuis  1 

J V 1 — 

jusqu’à  o,  ou  peindre  le  double  de  sa  valeur  entre  les  limites 
{=0  et  {=1.  Il  suit  de  là  que 
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T 

J V 7— 


~'Jx_ 

x' 


(«0  » 


puisqu’il  est  indifférent  d’écrire  x pour  j. 

» Ce  résultat  ramène  à un  grand  degré  de  simplicité  les  valeurs  de 
*(!>•)>  f ( 3 , î ) , etc. 

Si  on  compare  les  équations  (6)  et‘(u),  il  en  naîtra  cette  re- 
lation remarquable 


mx 

IrrCOt 

n 

n(n — i m) 


(«»)• 


Si  l’on  fait  1 — on  aura  une  transformée  qui , dans  le 
cas  ou  n sera  paire , et  où  m + pza'-n , donnera 


t(in—m,m)=  f-x-  , 

J V i + £ 


La  transformation  que  nous  avons  opérés  plus  haut, 

Eee  1 


• f 1 3 )• 

par  la 
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supposition  de  i — *"=  , nous  donne  pour lç cas  de n paire, 

et  lorsque  m — p = j n , 

ip 

“T-  r **  'dx 


?>(ïn+^>  P)~*  n J—y=~L 

• K I— x 


_ a_p  C 

-1  nJi 


x'r~'dx 
V I — A.  " 


■ (*4); 


le  dernier  résultat  s’obtient  en  écrivant  dans  le  précédent  x * au  lieu 
de  * : n étant  toujours  paire , on  auroit  immédiatement 

, . s rx"~'dx 

’C  m’--")=j77=7 ;••••<■»• 

On  obtient  encore  une  transformée  utile  , en  faisant  i — 

ou  { + 7 V i + lorsque  m + ip  = n ; il  vient  pour  ce 
cas  qui  suppose  p <.{n  , 


*P 


t(n  — ip,p)=  x » r{  i- 

JSi  + C 


.(.6), 


l’intégrale  étant  prise,  depuis  ï=o,  jusqu’à  j infini.  En  combinant 
ce  résultat  avec  l’équation  (to),  et  changeant/  en  m,  on  trouve* 


, \ * — T mrr  r {"  'dz 

=2  n cos / ->  ...  - 

n J /i+î> 


•(«7)» 


et  en  comparant  celui-ci  avec  l’équation  (tt),  on  en  déduit 


n*-'dx — 

J Ÿl—X*  nj  y t + 


.(18), 


en  observant  que  m soit  toujours  moindre  que  - n. 

Cette  dernière  équation  nous  offre  une  particularité  remarquable. 
Si  l’on  fait  dans  le  premier  membre  *-=i — y'y  et  î==y’ i dans  le 
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second,  on  obtient  également  pour  l’une  et  l’autre  intégrale 


n(n — 1)  n(n  — i ) (n — î) 

■ — -y‘+  — — -y4—  etc. 

1 ^ 1.3 


quand  l’exposant  n est  impair;  mais  la  première  doit  Être  prise, 
depuis_y  = o,  jusqu’à  y=i  , et  la  seconde,  depuis y=i  , jusqu’à^ 
infini.  Il  suit  de  là  que  si  l’on  désigne  par  P le  premier  résultat , et 
par  f lq,  second , on  aura 

n» 

P — P cos , 


c’est-à-dire,  que  les  deux  parties  de  la  meme  intégrale  sont  entr’elles 
m t 

dans  le  rapport  de  cos a i. 

« • 

Les  équations  (13)  et  (17)  combinées  donnent 
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p(m,m)=z  1 n cos — -çCJn — mym) (19); 

n • 

et  comme  en  vertu  de  l’cquatioji  (t),  la  fonction  ;(  7 «t — m ) 
est  la  même  que  f(m,  '-n  — m)  , il  est  visible  que  dans  le  cas  oh  n 
est  paire  , toutes  le»  valeurs  que  peut  prendre  le  second  membre  de 
l’équation  ci-dessus  répondent  à celles  de  m , depuis  o jusqu’à  ^ n . 
Si  l’on  met  \n — m , à la  place  de  m , dans  l’équation  (19) , il  vient 


? — m,  {n  — m ) =1  n sin ? ( mt\n — m)  , 

n 


d’oh  on  déduit 


4 m 

1 m 7T 


t (mrm)=i  n cot f ( — m,  {n  — m ) (xo)  . 

Jl 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  pour  tous  les  cas, 

lorsqu’on  la  connoîrra  pour  ceux  dans  lesquels  m ne  surpasse  pas  j n. 

Si  dans  l’équation  (13)  on  change  aussi  m en  jn  — m,  on  aura 
en  vertu  de  l’équation  (1)  , celle-ci 


; n — m — 1 


rç-'Jj  = r(  di 
J V 1 + {“  J v 1 + c 


•(*o> 
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dont  le  second  membre  résulte  immédiatement  du  premier , en  écri- 
vant - au  lieu  de  { ; et  en  la  comparant  à l’équation  (18)  j on  en 
conclura  la  suivante 

j<i— «m— i 

'dx  mT  /■*  x dx 

- cot 


/'xm~'d  x mx  T v dx 

VjT^~coi  ~J 


Les  relations  multipliées  que  nous  venons  d’obtenir  diminuent 
considérablement  le  travail  qu’exige  l’évaluation  des  transcendantes 

1 {l 

comprises  dans  la  formule  / — ; mais  elles  ne  sont  pas  les 

- J /(i— x*)-' 

seules  qui  puissent  avoir  lieu.  Ce  n’est  encore  là  que  les  premiers 
apperçus  d’une  théorie  qui  doit  s’étendre  à beaucoup  d’autres 
formules , et  pour  laquelle  il  faut  peut-être  de  nouveaux  signes  ; 
car  on  ne  sauroit  voir  dans  ce  qui  précède  et  dans  ce  qu’a  écrit 
Euler  sur  la  même  matière , que  les  résultats  de  tentatives  nom- 
breuses , dirigées  sans  doute,  avec  une  grande  sagacité , mais 
n’offrant  pas  encore  cette  liaison  et  cet  ensemble  qui  constituent 
les  méthodes  directes  et  générales. 

1082.  Reprenons  maintenant  la  discussion  des  différens  cas  que 
peut  présenter  l’évaluation  de  la  fonction  % (m,p)  , pour  une  même 
valeur  de  n. 

i*.  Soit  n=i;  nous  aurons  seulement  ces  trois  fonctions 

ç(l,l), 

(p(2,i), 

et  d’après  les  équations  (3)  et  (4) , 

TT  T 

?(,,t)=— - = 

isin  — 
a 

i\  Soit  n= 3 ; nous  aurons  les  fonctions 

. *(>»*■)» 

e(»,r),  *(*,»), 


*(J>3). 
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en  excluant  les  fonctions  9(1,1),  9(1,3),  etc.  qui  sont  iden- 
tiques avec  9(1,1),  9(3,1),  etc.  L’équation  (1) , lorsqu’on  y 
fait  m=  1 , p=  1 , q~  1 , donne  en  changeant  9(1,1)  en  9(1 , 1)  , 
9(1, 1)9(1, i)  = 9(i, 1)9(3,  O» 
d’oit  on  tire  la  valeur  de  9 ( 1 , 1 ) , au  moyen  de  celles  de 
9(1,1),  K1»1)»  <?  ( 3 , 1 ).  Les  deux  dernières  sont  connues; 
l’une  dépend  de  la  quadrature  du  cercle  ,’en  vertihde  l’équation  (4) , 
et  l’autre  est  déterminée  par  l’équation  (3)  : en  représentant  donc 
par  A la  transcendante  9(1,1),  et  faisant  pour,  abréger 


• (1,  1)  = ■ 


3 sin  — 


nous  aurons 


»(3,0  = «»  *(3»*)=ï»  K 3» 3 ) = i» 

St  • 

9(i,i)  = “,  9(i,i)  = —, 

9(1,1)  = ^, 

d’où  l’on  voit  que  .tous  les  cas  que  peut  présenter  l’intégrale 


xm~'dx 


, ne  dépendent  que  de  la  seule  transcendante 


. 

f-T,—- «Jga'eà  2 ' f--jX  ■ , ou  à 1 1 , en  vertu 

J ,S7— tt:  JŸi-x>  •/V/i+t3 


/(,_  x'y-’ 

dx 

ïs(ï=?) 


des  équations  (11)  et  (16),  et  comprise  dans  les  fonctions  ellip- 
tiques ( n°*.  404 , f4ii , 503  ). 

3°.  Soit  n= 4 ; nous  aurons  les  dix  fonctions 
9(i,i), 

9(i,0,  f(i,  i), 

9(3,1),  9(3,1),  9(3,3), 

*(4,i),  9(4,1),  9(4,3),  9(4,4); 

l’équation  (1)  donne  ces  relations 


?(i,  1)9(1,  i)  = *(3,  1)9(3,  1), 

9(i,  1)9(3, 0 = 9(3, 09(4,  ■), 

9(i,  1)9(3,  3)  = 9(3,  1 ) 9(4»  i)* 

On  a par  l’équation  ( 3 ) les  fonctions  dans  lesquelles  le  premier 
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nombre  est  4 ; l’équation  (4)  ramène  à la  quadrature  du  cercle 
toutes  celles  dans  lesquelles  la  somme  des  deux  nombres  est  égale 
à 4 : il  ne  reste  donc  à déterminer  que  les  quatre  fonctions 


«O, O»  *(*,0, 

et  au  moyen  des  relations  ci-dessus,  on  fera  dépendre  les  trois  der- 
nières de  la  première  ; mais  nous  observerons  que  les  équations  (6) 
et  (7)  donneront  immédiatement  t ( 3 , 3 ) par  f(  1 , 1 ) , et  ? (1 , t) 
par  9(1,1).  La  seule  transcendante  9(1,1)  suffira  donc  encore 
pour  ce  cas;  elle  se  ramène , d'après  les  équations  (11)  et  (17), 

à 1*  f-  *-  et  à , et  rentre  ainsi  dans  les  transcen- 

J Vi—x*  Jv  i+{* 

dantes  elliptiques.  En  désignant  par  A , comme  le  fait  Euler,  la 
transcendante  ç(  1, 1)  , et  par  a et  0 les  fonctions  , 1),  t(  1, 1) , 
qui  se  rapportent  à la  quadrature  du  cercle,  on  formera  ce  tableau 


t(  3iO  = «*  = 

?(i,i)  = A,  f(x,i)=fi, 

CL  A 

*(?,')=—• 

4’.  Soit  /!=5  ; la  fonction  9(171, p)  présentera  pour  ce  cas  quinze 
formes  diverses , en  excluant  les  permutations  données  par  f( p , m ) ; 
l’équation  (1  ) fournit  pour  ce  cas , les  relations 

efî.i  )*(4>  *JL=»C f»  t )* 
<p(i,i)*(4,'})  = it(l>i)f(l>i)‘ 

. ffj»’  )9(4,4)  = 9(  4,')t(i>l)> 

qui,  jointes  à celles  que  nous  avons  employées  pour  le  cas  de  n— 4-, 
donnent  le  moyen  de  déterminer  six  fonctions , ù quoi  réunissant 

les  cinq  fonctions  de  la  forme  ? ( 5 ,p),  égales  à -,  en  vertu  de 

P 

l’équation  (}) , puis  les  fonctions  f( 3,1  ) — «■  et  j ( 4, 1 ) — @, 
dépendantes  du  cercle  à cause  que  m+p=j,  il  restera  seulement 

deux 


*(4tV—\t  t(4>4)=i> 
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deux  transcendantes  irréductibles.  Choisissant  les  fonctions 
t(  3,1  )=A , 9(2,2  )=B  , on  aura  le  tableau  suivant 


?('5>0=»>  9(l,*)=i, 

9(4,l)—’L, 


9(1,  ^)—A, 

*B 

aA 


f(3,*)=t, 

<t(i,i;=B, 


9(l,l)=\, 

9(4>l)=£g, 


*d,1)= 


P* 

a.B 


e(l,4)=i,  *(  5 

et 

9(4,4)=~^, 


Ce  tableau  montre  que  l’on  auroit  pu  également  prendre  les  fonc- 
tions 9 ( 2,2  ) et  ? ( 1,1  ) pour  y rapporter. les  autres.  Les  équa- 
tions (6),  (<))  et  fioj,  offrent  les  moyens  de  rappeler  immé- 
diatement 


9(4,  4),  9(4, *)>  à 

9(î,l),  '9(4,1),  9 (*>  O à 9(9,*); 

* 

et  d’après  les  équations  (1 1)  et  ( 17) , on  a 

\ r dx  f » r d[ 

9(1, 0 = 1 f-7===^j=rco5--/7—è=, 

J V \ — xi  W V 1 -f.  j5 

, , r rxdx  7 r {d{ 

9(  iy%)  = 2 I :.=  1 COS  — /-  ■ _ . 

J V I J;4  5 J V I 

En  continuant  cette  énumération  , et  ne  faisant  usage  que  des  rela- 
tions particulières  que  fournit  immédiatement  l’équation  (2) , Euler  a 

r x“~'dx 

trouvé  que  les  différens  cas  la  de  formule  #— , pouvoient 

V(i  —x-)-' 

se  ramener  en  général  aux  suivans  : 

t(n—  %,i),  t(n—  1,2),  t(n— 4,3;,  5,4;,  etc. 

dont  le  nombre,  lorsqu’on  exclut  comme  on  le  doit  les  permutations 
n — 1 , 

des  exposans  m ex  p , est -,  quand  n est  impaire,  et  jn — t , 
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F ff 
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quand  n est  paire.  Dans  le  premier  cas , les  remarques  de  ^egendre 
rapportées  précédemment , fournissent  le  moyen  d’exprimer  les  di- 
verses transcendantes  ci-dessus  par  d’autres  de  la  forme  t( m,m  ) , 
et  dans  le  second  elles  réduisent  le  nombre  des  mêmes  transcendantes 
n n — i 

a -,  ou  , en  faisant  dépendre  ;(mtm)  de  %('-n — m,~n — m) 

4 4 

parVéquation  (îo).  Avec  ces  formules,  Legendre  a ramené  aux  trans- 
cendantes elliptiques , celles  qui  répondent  aux  cas  où  n=}  , n=6 , 
n= 8,  n=  ta. 

1083.  Pour  obtenir  par  des  séries  convergentes  la  valeur  de  l’in- 
, /*  xm~'Jx 

tcgrale  /- ■ , Euler  la  partage  en  deux  parties,  l’une 

prise  entre  les  limites  x—o  et  x'—  7 , et  l’autre  entre  xJ,=  { et  x=i  ; 
nommant  M la  première , P la  seconde , et  formant  la  série  pâr 


le  développement  de  — 

. . P?i 

dantes  de  x , il  trouve 


■ , suivant  les  puissances  ascen- 


»/ï 


M- 

, — I m 


n—p 

1 

“—P 

w—p 

I 

1 n 

n-\-m 

• 

in 

471 

l n+m 

n—p 

1 n — p 

)n—p 

1 

- 1-  / 

ift 

4 n 

6n 

ja  + m 

“f  l 

résultat  dont  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  de  celui  qui 
le  précède.  Faisant  ensuite  1 — x'=y",  il  change  la  formule  pro- 

m — n 

posée  en  —fyr~'Jy(  1 — y")  * ( n”.  1079),  qu’il  faut  prendre 
entre  les  limites  y’=  7 et  _y"=  o ; et  l’ordre  de  ces  limites  étant 


renversé,  il  vient  P=fyr~'dy(  1 — y')  n , ou 

n 1 f 1 n — m 1 n — m in — m t 

p = ~ I-  + -t- 

./ — K p i n n 4 


VV 


in  n+p  la  4 n in+p 

n — m 1 n — m \n — m I 

} + etc.  j , 


m 4 n 6 n Î't+T’ 

puis  enfin  t(  m,p  ) = M+P. 
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Lorsque  m=p  , les  séries  M et  P deviennent  identiques  , et  l’on  a 
seulement 


l/i" 


4 * 


n — m 

1 n — m 

I 

1 n 

4* 

2/2  -+■  m 

3 n — m 

1 

4. pfr  ! 

6n 

Jn  + m 

T«V*  j 

1WMVMWII  UC  laquelle  ucpciiu 

t ( m,p  ),  lorsque  n=J  ; on  obtiendra 

l_ 

ç fi,  i^  = i { 7+i*}+z-^*T+T*TT*'rT*'r.' 

' j + j-ir.4-TÎ--à+etc.} 

= O.Ç43 15  (/i  =0,68445. 

De  cette  valeur  et  du  tableau  qui  contient  toutes  celles  de  t(m,p  ) , 
pour  le  cas  oit  n=j  , on  déduira 

çfi,  t;=a, 11581,  ffi,.ij=i, 10618,  f(  1,1^=0,68445. 

1084.  Montrons  à présent  comment  on  peut  s’assurer  que  l’in- 

/x'-'dx 

■ , prise  entre  les  limites  x—0  et  a;  infini.,  re- 
vient  à . On  a en  général  ( n°.  175  ),  / = 

nsin^ 

n 

a mir  . » / f *$in—  "\ 

— —cos II/  v .a.  mir  ( n \ 

n n r 1— i*coS"-+*#+-sm  — .arc  ( tang== J 

^ I — «COS — / 

n 

* n .î<”’r . I / 3X  2.  //"  XSm  n 

1 — larcos—  +*’+- sin  - — .arcl  tang= J 

n n n n \ ° t»  J 

V 1 — «os — y 

n 

~~nc°^\  /I_1«o,n+,.+^inI^.a,c  ftang=— ^ 
n n n n V S™  J 

V i — «cos—/ 

. /* 

- î-=i  . 

V 1 — «cos—-/ 
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r désignant  le  nombre  impair  qui  précède  n \ et  si  n est  impaire  , il 

faudra  ajouter  à cette  expression  + ^I(i+*),  ou  — ^l(i+*), 

selon  que  m sera  impaire  ou  paire.  On  voit  par  le  développement  ci- 
dessus  que  l’intégrale  proposée  s’évanouit  lorsque  *=o  ; il  suffit 
donc  de  trouver  ce  qu’elle  devient  quand  on  y fait  x infini , et 
pour  cela  nous  allons  considérer  séparément  la  partie  logarithmique 
et  la  partie  circulaire. 

i*.  quand  x est  infini , l/"  i — i*cos  + **  se  réduit  à 

x — cos—,  et  l’on  a par  conséquent 
n 


1 r — i*cos^+*’=’(* — cos^)=l*+l(i — ^cos^-)  = l.v, 

à cause  que  - cos — s évanouit,  Si , pour  abréger  , on  pose  - = « , 

* n n 

la  réunion  des  fonctions  logarithmiques  formera  la  série 

il*  r . . * 

{ cos  m » + COS  3 m M + COS  5 m a + cos  r m » } , 

avec  l’ appendice  =fc  - 1 ( 1 + * ) , si  n est  impaire.  Cette  série  est 

comprise  dans  celles  dont  on  a donné  la  somme  n\  950.  Pour 
employer  les  formules  de  ce  n\  il  faut  y changer  * en  r — 1,, 
q en  mu , faire  è=a  et  p—mu  ; on  trouvera 


S cos  rm  u = 


sin(r+i)/»M  il* 


■Scos  rmu- 


sin(r+t)OTM  1* 

isinffra  n . sinmw  " n ' 

Dans  le  cas  oii  n est  paire,  on  a r=n — 1 ; et  le  résultat  que 
l’on  vient  d’obtenir  se  réduit  par  conséquent  à zéro , à cause  que  m 
est  nécessairement  un  nombre  entier. 

I* 

Si  n est  impaire , il  faudra  tenir  compte  de  l appendice  =b  — , 

n 

mais  on  aura  alors  r—n—i  et 


il*  sin(n — îWul* 

S cos  rm  « = : 

n ' sinon.  n 


Sin  (ora- — mu)  1 * 

• sin  mu  n * 
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or,  sin(mw — m«)-±sinm»,  selon  que  m est  impaire  ou  paire j 
il  viendra  en  conséquence 

i\  x „ ' 1 ’x  sin  m u 1 x 

S cos  =t — , 

n n sin  mu  n 

ce  qui  se  réduit  encore  à zéro. 

La  partie  logarithmique  de  l’intégrale  cherchée  s'évanouissant  ainsi 

dans  tous  les  cas , il  faut  examiner  ce  que  deviennent  les  fonctions 

circulaires  qu’elle  contient.  Leur  terme  général  est 

2 . / jt*sinr«  \ 

-sinr/7*«.arc(  tang  = );  • 

n \ x — x cos  r » / 

l’arc  indiqué  s’évanouit  lorsque  x — o;  il  est  égal  au  quart  de 


la  circonférence  quand  * = - , et  il  a pour  tangente 

cos  ru 

■ = — tangru,  quand  a-  est  infini.  Dans  ce  dernier  cas  il 


COS  ru 

est  donc  égal  à t — r»  : on  a donc  pour  la  valeur  complète  de  l’in- 
tégrale cherchée,  la  série 

— a ) sin  ma  + (T — ja _)sin  3 mu  + ( *— •341^ sin  jmo+  etc.  } , 
qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

1 r ■ • " • ■> 

- w { sin  ra  u + sin  3 mu  + sin  3 m u 4-  etc.  } , 

1 « . . . . , 

— — { sin  m a + 3 sin  3 m u •+•  3 sin  3 m a •+■  etc.  ) . 
n 

La  limite  de  la  première , déduite  des  formules  du  n".  930,  donne 

1 . ir  1 — COS  ( r+  I ) m » 

— rAsinnn»  = : - ; 

n n sin  mu 

celle  de  la  seconde  se  tireroit  des  formules  du  n°.  909  ; mais  on  y 
parvient  immédiatement  en  différentiant , par  rapport  à « , l’ex- 
pression de  S cos  r mu,  rapportée  plus  haut  : on  trouve  ainsi 

— m { sin/n  » + 3 sin  3 m a + 3 sin  5 m a + etc.  } = 

m(rJr  1 ) cos ( 1 ) m w m sin  ( r+  1 ) m » cos  m u 

1 (sin  mu  J’  ’ 


ISin  ma 
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d’où  l’on  conclut 

. (r+x  ) C0$(  r+l  )mu  sinf  r+  t)muCOSmu 

Srsinrma=  — : 1 

isin  mu  1 ( sin m » ) 

rCOs(r-t-  i )mu  sinrma 
’T" 


î sin  m a i("sin  mu)'" 

Maintenant  si  n est  un  nombre  pair,  on  aura  r=n — i , 

cos  ( r+t  )met  — COS  n m u = COS  m » , 

- sin (r+  i )mu  = shitot  = o. 


. i— cosm» 

5 sin  r m u = : , 

1 sin  ma 

enfin 


S r sin  r m a : 


n cosot» 


1 sm  m u 


Zir  1 u . 1»  I — COSOT»  la  nCOSOT» 

— JSinrma — — J r sin  r ma  = — ■■  ■ ; (• ; 

n n n îsinma  n î sin  ma 

= — : , à cause  de  «•  = ». 

nsinm» 

Lorsque  n est  un  nombre  impair,  il  vient  r=n — » , 

C0’(  r+  l)m*  = CO  s(mx—mu)r=  cos  m tt  COS  ma  , 
sin(>+  i )m  a —sïn(m  -j—m  u)=— cosot  » sin  rr.u  , 
d’où  on  tire 

2 TT  . 2W 

— S sin  r m a S r sin  r m « = 

n n 

n(  I — COSm  TrCOSOTa  ^ o(n — I^COSmjrCOSma  uCOSOT»COSOTM 

1 : 1 : 4 : , 

nsinm  a nsinm»  nsinm  a 

ce  qui  se  réduit  à — - , en  observant  que  n»  = ». 

• n sin  m a 

dx 

— — — , prise 


entre  les  limites  x = o et  * infini , est  égale  à 


nsin- 


n sin  m a 

-,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé,  n*.  1080. 


’ÿ*. 


, ou  à 


Digi 
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1085.  Ce  résultat  conduit  à une  sommation  remarquable.  On  a 
vu  dans  le  n°.  to8o , que 

, , r t 

*(n-m>m)  = /~  — ’ 

V ( 1 _*«/■—  " sm  ~ 

l’intcgrale  étant  prise  depuis  *=o  , jusqu’à  x=  1 ; si  on  développe 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  la  quantité  . 

— , qu’on  intègre  après  avoir  multiplié  par  , 

ï(l-x') — 

et  qu’on  fasse  ensuite  *•=!  , il  viendra 

v I n — m ( n — m ) ( m — m) 

( — — 

. m t n — m n ( 1 n’ — m ) n.in(  U — m ) 

sin ' 

H 

( n — m )( in — m ) ( 1 n — m ) 

+ — „ 3 . + etc. 

n.1/1.  j n(  4/1  — m) 

P~n 

1086.  L’intégrale  /xm~'dx(  1 — x")  " peut  se  développer 
aussi  en  produits  indéfinis.  On  a trouvé  dans  le  n°.  1079  que 

f xm~'dx  X ( m+p  )(  m+p  + n )% . . r(  r+n  ) 

fx’~'dxX  m(  m+n  ) ( r+p  )(  r+p+n  )....  ’ 

ce  qu’on  peut  écrire  ainsi 

p—n  . 

fxn-'dx(  l — x" ) " __  ( rn+p)(  r+n  )( m+p+n) 

p—n  m (m+n)(r+p)(r+p+n) ’ 

fx’-'dxC  l—x')  n 

on  rendra  possible  l’intégration  de  la  formule  qui  est  au  dénomi- 
nateur en  faisant  r=n , et , entre  les  limites  x=0  et.jr=î , on  aura 

p-n 

fx'-'dx(j-x')  " , 

P 

d’où  l’on  déduira 

r r _ n Ln(m+p)  jn(m+p  + n) 4„(m+p+in) 

X X 1 X mp  '(m+n)(p+n/  Cm+v>)(P+ln)’  (m  + inXp+ in) 


etc. 
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On  pourroit  obtenir  un  pareil  développement  de  l’intégrale 

x"~'Jx(i x"  )p,  et  l’on  auroit  par  ce  moyen  l’expression  en 

produits  indéfinis , des  produits  limités  qui  composent  le  dévelop- 
pement que  nous  en  avons  donné  dans  le  n°.  1071.  11  est  visible 
que  cette  transformation  revient  à celle  qui  a été  effectuée  sur  les 
puissances  du  second  ordre  dans  le  n°.  961. 

Les  facteurs  du  second  membre  du  résultat  ci-dessus  étant  grouppés 
dans  l’ordre  suivant 


1 n(m+p)  inÇm+p  + n)  } n(m+p+xn ) yiÇn+P+V*)  e{c 

~m'  p(m-\-n)’  (p+nX">+™/ (P+l'iXn  + ’i'1)’  (P+}nXm  + 4n/ 

on  en  tirera  par  la  supposition  de  m-\-p=n , 

m 

— - 1 n*  4 n*  9 n* ion* 

fxm  'dx(l— x ) m‘  n% — m*’  4 n' — m'  ' 90* — mx  ' i6n* — m’‘elC' 

m 

et  mettant  pour  l’intégrale/*—^  1 -x')  » sa  valeur  , 


on  obtiendra  l’équation 
ît  11 


m* 


■ . etc. 


n sm 


«i»  m (i 

“ 1 n%  4 n%  9 n%  * i6«* 


de  laquelle  on  conclura 


mx  n — l m 


Si  l’on  change  l’arc  — «n  — — T > 


on  aura 


r>  ' 1 m fflT  . “ 1 en  i m ., 

-in”  rr—  ços  — ; substituant  , ou , au  lieu 

in  n 1 1 n , 

de  — , dans  le  produit  précédent,  décomposé  en  facteurs  simples, 
n 

il  viendra 


cos 
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ÜVT  m \ 

COS — =7x( 1 

n \i  n / 


1*1 


2.  2 


3-3 


11  24466 

4^‘Yi  4'”‘Y1  4TO*Vtc. 

1*  i.i.4.4.6.6.8etc.\  n*  A 9/1*  A 15 n*  / 
résultat  qui  se  réduit  à 

lorsqu’on  met  pour  - la  valeur  rapportée  dans  le  n\  945. 

. . . TTt  TT 

Si  Ion  fait  = «>  dans  les  deux  produits  que  nous  venons 

n 

d’obtenir  pour  le  sinus  et  le  cosinus,  on  aura 

<*~fX-£X— £X-a>* 

«““=(■  -SX-gX-£X,-&>« 

v • 

ce  qui  revient  a 

* ■ ~0~ jtt + fX-  - =X' + =X>  -f.X- + $» 

— -(-vx*‘+  TX-Hx-^“x-,iï“)('^>. 

La  première  de  ces  expressions  met  en  évidence  la  propriété  qu’a 
le  sinus  de  s’évanouir  toutes  les  fois  que  l’arc  devient  égal  à un 
multiple  de  x , soit  positif,  soit  négatif,  puisque  les  facteurs  qui  la 
composent  s’annullent  successivement  lorsque 
u— tt , u— — x , u— nr , u— — ix , b=jx,  s=— - jx,  etc. 

Il  est  visible  que  si  l’on  avoit  voulu  exprimer  analytiquement  cette 
propriété , on  en  auroit  déduit  la  même  formule  que  ci-dessus. 
L’expression  du  cosinus  satisfait  de  même  aux  loix  que  suit  la 

Appendice.  Ggg  \ 


etc. 


etc. 
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la  marche  de  cette  fonction , puisqu'il  y a toujours  un  de  ses 
facteurs  qui  s’évanouit  lorsque  «=  =fc  * t. 


Digression  sur  1087.  Les  expressions  dont  nous  nous  occupons  maintenant  sont 

iînw^Tdes'c1”  dues  à Euler , qui  en  a tiré  de  nombreuses  conséquences  : elles  donnent 

sinus  en  produits  immédiatement  les  logarithmes  népériens  des  sinus  et  des  cosinus  ; 
indéfinis. 

m 7t  . 

car  en  faisant  u = , on  en  tire 

1 n 


'«S-K-SM-éM-é) 

+<-;=?)+«■■ 

Si  l’on  développe  en  séries  , les  logarithmes  indiqués , à partir  seule- 
ment de  l(i  — pour  le  sinus , et  de  l(i  — pour  le 

cosinus , on  aura , en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  — , 

n 

m 

lsin = 1ot+1(m — m)+l(xn+/n) — jln+lx — 18  . 

2 fl 

m%  / 1 1 l 1*  1 \ 

”^(7+ 7+7+I7+7^  + e,c-)  , 
“7^7  + 7+7+77+77+  etc0 
“7^7  + 7+7+ï7+ 7T«+  *“•) 

m‘  / 1 II  i i \ 

— Sr\~r  + tt+htH — r d — r+  etc') 

4*  m 6 8'  io*  12'  . / 


etc. 


T 
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lcos  ,^-=  1 (n — m)  + l(n  + /n)— -lin 

71 

m%  / I lit  \ 

“IA*-  *7*7*7  + “) 

m*  / I I 1 1 \ 

m‘  / 1 1 1 t \ 

* ~3«rV+5?+7r+9r  + ***’) 

m*  / I I I 1 \ 

• ;•(— +-T+~r"l — T+etc‘) 

4”  M 5 7 9 y 

etc. 

les  coefficiens  des  puissances  de  — dans  ces  séries  étant  les  termes  de 


la  série  générale  S — , se  calculeront  par  les  formules  du  n*.  941 , 

en  faisant  «sage  de  la  remarque  du  n*.  938,  ou  par  des  procédés 
que  nous  indiquerons  plus  bas. 

io8§.  Les  même*  expressions  donnent  les  facteurs  des  séries 

u u5  «S  B7 

-+— T — — 7 + «c. 


1.2.3  1.2,3. 4. 5 

B*  !»♦ 

- + - 


1.2. 3. 4. 3.6.7 

B» 


+ etc; 


1.2  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4. 3.6 

qui  sont  en  même  tems  les  développemens  de  sin  b et  de  cos  u 
et  ceux  des  expressions 


y- 

W — 1 


Ÿ — « , uV l 

t +‘ 


Changeons  maintenant  uV — î en  b et  b en  — bV^t— 1 ; il  viendra 

b5  b5 

-_l + etc. 


B B 

- — I- {— 

I 1.1  I.2.3 


r+  etc. 


1.2  1. 2.3*4  1.2. 3.4.  3.6 

= (,+£X,+£X'+£K£)- 

. Ggg  2 
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On  peut  encore , à laide  de  ces  formules , décomposer  aussi  en 

facteurs  l’expression  — ; car  on  a 


*■+✓  4*i  * 


x—y 


x—V 


*H-y 


-rrf.J-zL 


,-r/'^±L  -!±ï\ 

x+v/'^  -f=21  'N  > 

• • . 

x-\-y 

«Wx  ï=ySf±r  . »4y\ 

y 

Si  l’on  fait  dans  ces  résultats  ^=0 , il  viendra 


e* — I * 

=* 


K1  + 4)0  + 400  + 40e,c’ 


4»,'/V  1 6t‘ s\  ’ 36» 

Multipliant  entr’elles  les  quantités  t’zhr1  et  on  aura 

« ’•  (f + O [U  4-  e^+/  + f-, _j_ 

»*•  («*  + O^— e—r  4.  «-(*4^ 

3 *’  — O («r— <“*) =«*+x — t’-r—r^-y)  4.  t-(*4r>, 
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et  faisant  pour  abréger  x+y-=u  , x — y—v,  on  conclura  de  ce  qui 
précède  le  développement  en  produits  indéfinis  des  trois  expressions 

«*+«-■+ «'+«-•% 
e*— r'+r'S 

1089.  Avant  de  reprendre  la  recherche  des  valeurs  des  intégrales 
définies , nous  montrerons  comment  les  expressions  que  nous  venons 
d’obtenir  peuvent  être  employées  à la  sommation  de  quelques  séries. 
Soit  1 + A{  + Bi'  + C{3  + D^+  etc. 

= (I+*{)(,+*î)(I+5'î)(I  + é'{)etC. 

on  aura 

A :=  a -f-$ *4-74-  J* 4"  etc.  ^ 

5 = ai8+<t}< + £>+£•»'+  etc. 

C = a^>  + »^  j'+  etc. 
etc. 


et  par  les  formules  du  n°.  158,  on  obtiendra  les  valeurs  de 


+#+>'+<)'  +*+  etc. 
<y„=lt*+/3*+>*+r  + .*+  etc. 
5,,=«s+(83  + >.3-p<l'J+,,+  etc. 
etc. 


Cela  posé,  l’expression 


2 


du  n*.  précédent  j donne 


a’  u 4 a8 

1 q (- 1 2 “ + etc. 

1.1.3  1.1.3. 4* 5 t. 1.3. 4. 3.6.7 


(■  ■ +^X‘ +r?X,+??X,+ +IÎT-) 


et  faisant  a*=w*{,  on  en  tirera 


■*'{ 

1 + — - + 


"V 


«V 


1.1.3  1.1. 3. 4.3  1.1.3. 4. 3. 6. 7 


+ etc. 


( »+î) (i  + -*)( «+-î)(i+^gî)( i+—t) etc. 

»*  T<  T8 

A= , B 7= , C= , D- 

1.1.3  t. 1.3. 4. 3 1.1...7 


1.1...8. 


.etc. 


\ 


4 
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Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  S, , St,  etc.  on  trouvera 

„ I I l T* 

S,=~ +— 4— 4-  etc.  =-r-, 

« 4 9 6 

I 1 I T* 

I*  V 9r+  ' — 90  * 

„ I I I TS 

4 — r+~+  etc.  = , 

1 41  9 94f 


„ 1 1 r 

54=— +-T-+-7-+ etc.  = 

j4  4<  9« 


•ss=Tr+T+rr+  e*c. 


9450 


etc. 


9351* 


comme  nous  l’avons  indiqué  dans  le  11*.  941;  et  l’on  voit  par  là 
que  la  limite  de  la  série 

j 1 1 1 1 . 

ne  dépend  que  de  la  circonférence  du  cercle. 

Le  développement  en  série  de  l’expression  étant  com- 

paré à son  développement  en  facteurs,  en  faisant  «*=  donne 
successivement 


u 

1+ + 


-p  ■ -j-  ■ ■ ■■  -j-  - - ■ 1 » 

1 • 1 1 • 1 • 3 • 4 1.1.3. 4. 6 1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 

(■+^’+£X’+$X’+£X’+£)~ 


+ etc.  = 


9 **/\  is*V\.  *49»*. 

ir’T  »V  »Y 

1+ 1-  + :4- — - — r+  1 


— +etc.~ 


1.1.4  1.1.3. 4-4*  1.1 6. 4’  1 1.1 8.4 

(1  + Ü(,+ïO(i+ttîX« +nî)(»+7:{)«c- 

^ V R V*  T5  T1 

1.1.4  1.1.3. 4*4*  I.1...6.4*  1 . 1 . 8 . 44 

„ 1 t 1 1 w* 

J,=— H b— — 1- etc.  = — r, 

1 9 15  11* 

„ 1 1 . t 1 T4 

^.=■*7+— 4 -4-  etc.  = j-, 

» 9 15*  • 1.1.3  1 

„ 1 . 1 , 1 16  t‘ 

■S)=— +— 4 — r 4*  etc.  — -, 

1 9 15  1 . 1. 3 .4.  3 1»  * 

• c 1 . 1 . 1 171  »* 

— 7^4 — -4 -+  etc.  -, 

>*  9 1. 1.3... .7.1*  * 

etc. 


etc. 
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et  l’on  aura  en  général  la  limite  de  la  série 
„ 1 1 1 1 » 

5"=-^+^+-p+rr+ etc' 

exprimée  par  la  circonférence  du  cercle.  Nous  observerons  que 
l’on  peut  faire  usage  de  ces  résultats  pour  simplifier  les  séries  du 
n°.  1087. 

1090.  Les  formules  qui  terminent  le  n°.  1088  étant  traitées  par 
le  procédé  du  n°.  précédent , donnent  aussi  des  sommations  très- 
élégantes.  On  en  tire  d’abord 

*-=*(.  , 

UT~A,Ttp 


‘*+1 


'T'(,+5X'vX,+^)“- 


puis 

*+iv  -iy 

t +< 


• + x‘  A 

■ 9»*+**  ) 

**y+y'\ 

U ~y+y'\ 

(.+ 

T*  + X*  / 

\ 917*+**; 

\ 1577*+*' 

(>+"■£01 

f Ixy+y* 

r‘+x‘  J 

\ 9»-’4-a:  / 

ijw’  + x* 

or  il  est  facile  de  voir  que 

t'+l  3 + S + C* 


— iy  , iy  . —*—ky  *+Î7 

‘ + c + c +< 


î + c‘  + C* 

et  qu’en  y faisant  xz=uV — t , \jr= — W — t , on  aura 
cos  v 4*  cos(« — v) 


1 +cos  u 


sinusinv 

cos  vH ; = cos  v+  tang  j u sin  v 
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Maintenant  si  l’on  substitue  dans  l’expression  cos  v 4- tang  jasinv, 

au- lieu  de  u,  — , au  lieu  de  v , — , et  qu’on  réduise  en  série 


7 T 7 T 

les  fonctions  de  z : savoir , cos  — et  sin , on  obtiendra 

l n in 


m t 

t 4 tang  - — 

l n m 


1.4 n‘ 


m » 

77  tanB  — 

1.4.611  i n 


+ + elc- 

1.4. 6. on4 


=('  + — — Y1 T— )(*+ — )(> etC’ 

\ n — m J\  n + m /\  3 n — m/\  344-  m) 


J" 

d’où  l’on  déduira  les  sommes  des  séries 
I 


S, 


1 1 

- + - 


+ etc. 


n — m n + m 3 n — rrf  3/14-/71 

I I I 1 

(n— /7/)*  + (/i4-/77)*"''(3/i — /n)*  + (3/2  4-/7))'  + *tC’ 

etc. 


la  première  donne  immédiatement 


t m*  1 

— tang =- 


t 1 

■+: 


2/1  “ m n — m n 4r  m 3 n — m 3/14-/71 

Nous  aurons  encore  par  les  formules  déjà  citées 


+ etc. 


x—y 


i*-r' 


t I 


d’où 


__  -xyx+y/ ^+(X+y)'\(  t6T*4-(Ar4-^),y36x,4-(.x4-jl),\ 

x \ 4t‘4-x*  /\  i6t*4-x‘  A 36t*4-a;*  / 6 C‘ 

=t->X-±l( I+^±>1Y  +1:y+y~)  etc. 

x \ 4T*4-x‘  J\iü-t'  + .x'J\  }6t*  + x'/ 


*+T- 


* a— * a-(.  ,y\(. , j >»y+/Y. , — 

~7=I V + *)V+^x-)V+7<^?)V  + Jëï+ï) etCl 


or 
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or 


\«  *— « V(i—  «"■ 


**-1  (<r— 0 ( 1— 

y 

+ e *— «*  — r 


X+l  -x-y-  y-  -r~ 


2 — < 


Si  maintenant  on  fait  x=n  4 — 1 , v 4 — 1 , il  en  résultera 

cosv — cos  (u — v)  sin  « sin  v 

• ■ = cos  v — : cos  v — cot  7 u sin  v 

1 — cosa  1 — cos  a 

4-tX'  ♦ r^X-i4X' 

et  si  Ton  change  v en  — — , a en  — , puis  que  l’on  développe 


en  série , suivant  les  puissances  r , l’expression  cos—  ■+■  cot—  sin  — , 

1 2 a mm 

on  obtiendra 

*V  «V 


t t m t 

I + —COt : — — , , 

m m 1.4 a*  2. 4.6a 


COt- 


’r*{t 


2.4.6.8a4 


+ etc. 


=(«+— )(t ~X,  + — ^“X1 — )(*  +— — )etc. 

\ mj\  m — m/\  la  + m/V  4a — m/\  404-0»/ 


et  on  en  conclura  les  expressions  des  limites  de 
tri  1 


S.=- 


S.r= 


m 20 — m m •+•  a/ 
I I I 


4a  — m 4a  m 
1 1 


— etc. 


’ m • (2a — a<)'"*’(2a4-a»)*  (4a — 01  ) * (*ja  -f  m )* 

etc.  . 

On  aura  en  particulier 


— etc. 


» irrr  I 

2a  2a  ai 

Appendice. 


‘ -+-  * 


1 I 

-+- 


2a — 01  20  + OT  4a — m 4 n + m 

Hhh 


etc. 
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1091.  Nous  conclurons  de  ce  qui  précède  qüe 


1 1 

— + 


I I L 

•+  — • + : 


m :i — m 72-4-/71  zn — m zn  4-  m 3/2 — m 372  + 771 

etc. 


111 
-+ — : — + - 


4/2 — m 4/2  4-  m 5 n — n 

rr  ( ni  rr  mrr\  rr 

=— ( tang + cot )= , 

2 n\  i/2  1/2  / . m-r 


72  sin 

72 


t X I 

+ 


I I 


I I 

-+- 


m 72 — m 72+772  zn — m 172  + 772  372 — m 3 724-/72 

*1 


1 1 

- + - 


472 772  472  + 722  5 72 772 

/ 772  X 772  T \ 

=*— ( cot tang  — )= 

172\  272  172  / 


+ etc. 


rr  772  T 

=-  COt . 

772  T 72  72 

72  tang  — 


Si  l’on  combine  deux  à deux , à partir  du  second , les  termes  de  la 
première  de  ces  séries , on  aura 


1 1772 


im  ^ 1772 


1772 


.'m-r  m 72*— 772*  472*— ni1  qn * — m 16/2* — 772* 

72  sin  — — v 

n . 


+ etc; 


d’oii  on  tirera 


1 1 

— + ■ — 

m»  ‘ r\ r7 B m» 


. m'TW  1772*  72* 772*  4/2* 772*  072* 772*  i6t2* 772* 

177772  Sin 

72 


+ etc. 


En  opérant  de  même  sur  la  deuxième  série , il  viendra  successi- 
vement 


T 77JT  I 1/7J  1/72  1 772 

- cot  — 

n n m n* — 772*  972* — 772 * 1672*—  772* 


-etc. 


rr  772  rr 

COt  : 

177772  72 


I . 


I I I 

n’-— 772*  472* 772*  972*— /7J*  I 6/2*— 772* 
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Soit  1 , et  faisons  /n  = — u \/ — i,  nous  aurons 
• 1 


1 1 


»‘+i  b'+4  «*+9  «*+i6 


+ etc. 


ik*  iu  + «T  1 

“(e  — 1) 

en  observant  que  ( Int.  n\  37  ), 


cot  mr  = 


/ , aBT 

y—\  («  + » ) v — \ (< 


+*) 


2 Tl  T 1/ ! 


lttT 

£ 1 


= t/=7+ 


%UT 

e — I 


Lorsqu’on  change  a en  n dans  ce  résultat , on  retrouve  la  série 
du  n°.  944,  et  la  limite  que  nous  lui  avons  assignée  dans  ce  n*. 

1092..  En  développant,  suivant  les  puissances  de  ni,  chaque 
terme  de  la  série 

f 1 1 1 

~+-.-L  + etc- 


I CT*  4 CT*  9 CT*  l6 CT* 

et  désignant  par  S , S , etc.  les  limites  des  séries 


1 + — + etc. 


t + — + «te. 


on  trouvera 

1 v 


• cot  CT  T = S + m‘S  — + m*S  — 4-  etc. 

2 CT*  2CT  « a4  «“ 

mais  on  a par  le  n°.  949 , 


lit 
— COt  — a = — ■ 
22  a 


B,a  2?,as 


a5 


-etc. 


2.3.4  2. 3. 4. 3. 6 

5, , 5, , , etc.  étant  les  nombres  de  Bernoulli  ; et. par  conséquent 

2 B,t'  23ct*2?,t4  2 5ct45,vs 

-+ - + — r + etc. 


1 » 

cot  OT  T : 

2 CT*  2CT 


2.3.4  2.3.4.  3.6 

H h h 2 
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la  comparaison  de  ce  développement  et  du  précédent  donne 


i B, 


1 


1 


i. i. ] ... .6 


, etc. 


i .t  i.x.3.4 

comme  on  l’a  indiqué  dans  le  n°.  941, 

1093.  Si  on  écrit  m , au  lieu  de  n,  dans  les  formules  du  n°.  1085  , 
on  en  déduira  les  suivantes 

. mr  rrrr  / 1 n — m \/  în  + m\/ 4 71 — m\f 

in  1 n \ in  J \ m ) \ 4 n / \ 4 n ! 

cos  etc. 

tang^I  J Jü-Y  ^ Yi^Yif=^Yi!!±fL)  etc. 

w \n — m/\n-\-m  /\ 3 n — m/\}n  + m /\^n — m / 
bit  /n—m\(  n + m \/ 3/7 — m \/ + — m) 

m \ m /\in — m/\in  + m /\^n — 71/(4 n + m) 

sec  JL=(  JL.  Y-  JL_Y  etc. 

in  V2 — /\Tn — m /\ 3«  + /n /\ sn — m/ 


en  se  rappelant  que 


( « ) 

( 3"  V 3"  V 3"  'j 

\ 1/1 — m ) 

\ m + mJX+n — m JK+n+  'm/ 

*r  1. 1.4. 4. 6. 6.  etc. 


Cette  dernière  expression  se  tire  immédiatement  de  celle  du  sinus 
qui  en  fournit  beaucoup  d’autres  de  la  même  espèce.  En  effet , on  a 

J- =JUn  JU  ( -JL_Y_Jf_Y  _JL_ Y _£L_)  etc. 

1 m xn  \xn — m / \in  + m / \ 471 — m /\  412 +m  / 
et  si  l’on  fait  m=n , on  retombe  sur  la  valeur  ci-dessus.  En  prenant 


— = 1- , il  en  résulte  sin 

n lit 


■ un  j t— — — et 


•*  _ 4. 4. 8. 8.  il.  n.  16. 16. etc. 

= yl 

1 3.5.7.9.11.13.15.17.610. 

La  substitution  de  la  première  valeur  de  — , dans  cette  dernière  , 


conduit  à 


1. 1.6.6. 10. 10. 14. 14. 18. 18.  etc. 

1.3. 5. 7. 9.  11.13. 15. 17. 19. etc.* 
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....  m l .....  m*  .1  1 

Si  l’on  suppose  — = — , il  viendra  sin =sin  — x = — et 

r‘  n x zn  6 * 


t j. 6. 6.  iz.  11. 18. 18. 14. etc. 


1 1. 5.7. 11. i}. 17. 19.13. etc. 

Ces  diverses  expressions  de  jx,  peu  propres  à en  donner  des 
valeurs  approchées , sont  très-commodes  pour  en  obtenir  le  loga- 
rithme: on  a 
t 1.1. 4. 4. 6. 6. etc. 


= î)(i  + î)  ('—})(  »+ï)«c. 


1 1.3. 3. 3.  $.7. etc. 

d’où  on  tire 

r = 4(  1 — *)(»—  rr)(*  — tV)etc- 


1 ■»- =t  4 -|-l(i  — 'r  ) + l(t  — tt  ) + U 1 — 7*  ) + etc- 
développant -en  série  les  logarithmes  des  binômes,  il  viendra 
11  1 1 


lx  = l4 


9 

1.9* 

l 

"os 

4-9* 

I 

t 

r 

t 

M 

1.15* 

3.15* 

4.154 

I 

1 % 

1 

I 

49 

1.49* 

3 • 49* 

4-49* 

etc. 

etc. 

etc. 


et  posant  pour  abréger , 


^—1+— +—+—-f  etc. 


„ 111 

5=i4-7+-r+-r+  etc. 

j4  ?4 


c=M-jr+jr+^r+  etc- 

etc. 


on  aura 

1x  = 14-(^-i)-H5-.)— }(C-1)— ; (27-1)- etc. 

Si  l’on  pousse  le  calcul  jusqu’au  vingt-troisième  terme  de  cette  série , 
on  trouvera 

lx  = 1,4471988584940017414341  ; 
ce  logarithme  est  népérien  ; il  correspond  dans  le  système  décimal  à 

<M97‘4987l694«î}85435ll6. 
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43°  Ch.  III.  Application  vv  Calcul  intégral 
En  écrivant  dans  l’expression  de  sin — et  dans  celle  de  cos— . 

1 n m 

rapportées  plus  haut , n — m , au  lieu  de  m , et  en  faisant  attention  que 


. (n-—m)  m mm 

Sin = cos 


(n  — m)m  m m 

cos = sin 


on  obtiendra  les  nouvelles  formules 


COS  etc. 

l n \ i a /\  la  /\  la  /\  4/2  /\  4a  /\  6n  ) 

. m m m f 1 n — m\/  in+m  V 4™ — V 4 a + m\/6n — m \ / 6n  4-  m \ ^ 

la  ~â\  n 3/J  /\  3/J  /\  5/2  /\  3/1  /\  7/j  / 

mm  t n—m  l(n  + /7i)  3(3/1 — m)  3(3/14-/71) 

COt  — — • ■ : . / r . etC. 

la  1 m 1(1/2 — /n)  i(i«  + /n)  4(4/2 — m) 

mm  w m I (i/i — m)  3(1/14-/71)  3(4/1 — 71) 

tang  * . — • . — ■ . . . . . etc. 

1/1  1 n — m i(/i  4-/72)  1(3/1 — m)  4(3/2 — m) 

cosec ^-=—  -±-  (_i^Y_i(L_Y_iL_Y-Ç_)etc. 

la  m m \in — m /\  u+n /\ 4/1 — /n /\4/i4-/7»  / 

sec  JL_  Y_^_Y_^L_Y_^Y_^)  etc. 

l/i  t \/i— ot/\  n-t-in  /\  3/2 — m /\  Jn  + m /\j/2 — m / 

En  considérant  l’arc  —,  on  auroit 
1/2 


. m m 

sin 

la 


m / i/i — m \/  in+m\/  4/1 — m\f  4724-/71 N 

k \ 1/1 — k À i/J  4*  k À 47 — A A 4/1-M  / etC* 


et  si  l’on  connoissoit  le  sinus  , le  cosinus , etc.  de  l’arc  — , ces  - 

in 

derniers  résultats  donneroient  des  valeurs  du  sinus , du  cosinus , etc. 

, „ mm 

de  l are . 

la 

1094.  Nous  avons  emprunté  lesecours  du  Calcul  intégral  , pour 
obtenir  les  facteurs  du  sinus  et  du  cosinus , d’où  nous  avons  dé- 
duit ceux  des  expressions 

IOS8): 

•9  S X ' 
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Euler  y est  parvenu  dans  son  Introductio  in  Analysin  infinitorum , 
par  des  moyens  purement  algébriques  ; mais  la  manière  dont  il  y fait 
entrer  l’infini , nous  a fait  préférer  la  considération  des  limites  , em- 
ployée pour  le  même  objet  par  Simon  L’Huillier  de  Genève.  En  suivant 
la  marche  de  ce  dernier,  nous  commencerons  par  déduire  quelques 
conséquences  aussi  simples  qu’élégantes*,  du  théorème  de  Côtes , 
ou  de  la  résolution  des  équations  à deux  termes. 

On  a donné  dans  le  n°.  t68,  l’expression  des  facteurs  trinômes 
des  formules  xm  + a " etx” — am  ; pour  distinguer  le  cas  où  l’exposant  m 
est  pair;  de  ceux  où  il  est  impair  , nous  écrirons  successivement  1 m 
et  ib  + 1,  au  lieu  de  m.  Cela  posé,  les  facteurs  de  x’”  + a'", 
seront  tous  de  la  forme 

x* — 1 a x cos  x + a*; 

en  faisant  x = a = 1 , ils  deviendront  de  celle-ci  : 


1(1 — cos  x ) = 4 ( sin  j x )*,  et  on  aura  x*",+a*”=i  ; 

mettant  pour  x les  valeurs , etc.  et  extrayant  la  ra- 
1 m xm 

cine  quarrée  de  chaque  facteur , on  trouvera 


i/ï==  i”.sin .sin-- .sin- 

1 m x xm  x xm  x 


. Xm — I » , 

.stn ...(A). 

xm  1 


La  formule  **"+1  + a*”+‘,  outre  m facteurs  trinômes 
x' — îaxcosx  + a*,  a un  facteur  réel  du  premier  degré  x+a,  qui 
se  réduit  à x,  et  il  vient 


[ = 1 sin  ■ 


• -.S10 


3 


xm- 1-  t x 


t 1 . s t . xm — 1 T 

-.sin ...san ...(B). 

xm+l  x 1/71+1  1 1/71+1  1 


La  formule  x'" — a' " a un  ftcteur  x* — a*  et  m — 1 autres  de  la 
forme*’ — îaxcos  x+a*;  en  divisant  par  le  premier  on  a un  quotient 

x*— ‘ + *•— V + V + a*— 

qui  se  réduit  à m , lorsque  x = a = 1 ; et  comparé  au  produit 
des  m — 1 facteurs  trinômes,  il  donne 

. t T . 1 X . 3 T , m 1 T 

1//71  =1  sin .sin .sin sin- 

m x m x m x 


m x 


(O- 


Ch.  III.  Application  du  Calcul  intégral 
Si  l’on  dégage  de  môme  la  formule  a*"+‘ — a”‘+'J  du  facteur  x — a j 
on  en  déduira  par  la  supposition  de  x = a = i , 

,/ XX'  AT.  6 t . i m T 

V io/4-  i=a"sin .sin .sin ...sin — . ...(£>). 

l m+  ii  ioi-j-1  i am-J-  t i i m+  r i 

Le  n\  171  nous  donne  aussi  la  décomposition  de  l’équation 
a*“— arr”'cos  i(-\-r‘—o , en  facteurs  du  second  degré , de  la  forme 

.r* — ijrcos-a,1T~1"— ' -+  i,dans  laquelle  «doit  recevoir  toutes  les  valeurs 
• * m 

depuis  o jusqu'à  m — 1 inclusivement  ; et  en  observant  que 
(m+n)x+  la  (m — n)x — a® 

cos  = cos , 

m m 

2f7irdC2^  * • 

on  aura  x% — 1 x cos h 1 ; 

m 

mais  alors  il  faudra , si  m est  paire , pousser  les  valeurs  de  n 
jusqu’à  m,  et  seulement  jusqu’à  m — 1 dans  le  cas  contraire.  Pour 
distinguer  ces  deux  cas , nous  mettrons  successivement  im  et  201+1 
au  lieu  de  m , et  nous  obtiendrons , en  faisant  x=r=  1 les  équations 

• ....  • * . » — * • T + » . 9 . Xx  + p 

sinp  = a 'sin .sin .sin .sin .sin  

im  im  1 m x m 1 m 

. (m — i)x — p . (m — l)x-M  . mx — p 

sin  -à .sin  à - .sin (E) 

im  a m im 

. ...  P . X—  t . T+p  . iX a . 1T  + » 

sine  = a sm  .sin .sin .sin .sin 

a/n+i  am+i  im+ 1 im+ 1 im+i 

. mx — p . mx+p 

sin .sin (F). 

im+i  am+i 

1095.  Les  six  équations  (A),  (B),  (C),  (D) , (£),  (.F), 
faciles  à obtenir,  et  déjà  très-remarquables  par  elles-mêmes,  con- 
duisent immédiatement  aux  résultats  que  nous  cherchons , en  ob- 
servant que  l’expression  est  la  limite  de 

\ 2 m / x 2 m / 

relativement  aux  accroissemens  de  m ( Int.  n°.  3a  ) , et  en  substituant 

’ 1 4-  , au  lieu  de  x , et  1 — , au  lieu  de  a,  dans  les  fac- 

x m im 

teurs  de  x‘Mdza”'. 

Les 
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i 
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Les  facteurs  trinômes  de  l'expression  ^1  + — ^ + ^t— ^ 1 

étant  en  général  de  la  forme 

i'+iy-'i1  +*^XI”i i)cos  x + (‘ “ £)’* 

se  réduisent  à 


r **  , »f  x*/t  + c°SAM 

1(1 — cos  H -f  i+cosa)}=i(i — cos  a)  j tH 1 1 t 

4 BJ  ' 1 4/n  \ I — COSA/J 

= 4(s'n  jX)*{i+  ~ï(c°t»x)*}  » 

*r  tir 

et  mettant  pour  a.  ses  valeurs , , , etc.  on  formera  le 

xm  , zm 


produit 

' '■  • ■ • t 1 •'  v“; 

A 

• 1 *Y/  • 3 "V 

/•.  ira — 1 t\* 

4\ 

im  2/  \ 2/w  1/ 

\ n ira  1/ 

cot-L  ")  ] 

s.  xm  xy  j 

• 


Cette  dernière  expression  , réduite  par  l’équation  {A) , don ne 

(1+^)  +(,~^=j,+^cot_J_ryj 

2 .1  4m  \ xm  2/  J 

x{,+é(“‘»  ;)1  {,+£(",-£-  i)l 

4+èK?^ 

passant  maintenant  aux  limâtes , en  observant  que  celle  de 

x‘  / l r\*  x* 

— rlcot 1,  est j on  trouvera 

4»*\  »/  1 . • 


-*■ 

4 


Appcndkt. 


Iii 


43-f  Ch.  III.  Application  du  Calcul  intùgral 
On  seroit  parvenu  au  même  résultat,  en  décomposant  l’expression 

/ x v*"-'  , x \*"-1 

(i  + — ) +(t J • 

\ la — 1/  \ 1 m — 1/ 

/ • 

(x  \a,n  / X \*"* 

1 -1 ) — ( 1— ) , on 

xm  y \ xm  J 

le  facteur  ( 1 4-  — — ( 1 — ^ avec  m — 1 autres  qui 

\ xm/  \ 1 m / 


aura 

v xm 

seront  de  la  forme 


( , + +-i.Y,--î-)cos»  + (i-  —Y, 

V 'J*/  \ l/n/\  Xm  J \ xm  / 

et  conduiront  comme  ci-dessus  à 


etc.  on  ob- 


. 4(s‘niA)*{  1 + — r( cot;A)*}. 

4 m 

Les  valeurs  dé  k relatives  à ce  cas  étant  — — , — — 

1 ; xm  ; xm  , 

tiendra , en  arrêtant  au  second  terme  le  développement  du  premier 
facteur  , mis  à part  -,  je  produit, 

£<-'(*£  1)  ï) 


.x{t  + -^r(cot 

. ijl  - 4™  .V 


et  on  conclut  de  là  , en  vertu  le  l’équation  ( C) , 


xm — î v\*1 
xm  x)  J 


\ i m / \ im  J 

m.» 

LLj 

- • t 

r *v 

T J 

( 1 xY 

. * : 1 

• Il 

l 4 m ■ 

l ■ xm  x) 



Enfin  la  limite  de  cette  équation  donne 
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ce  qu’on  auroit  également  trouve  en  opérant  sur 

/ X N.*—  , X N*— 

' ■ + ) — (« ) • 

1096.  On  obtient  d’une  manière  analogue  la  décomposition  de 
l’expression  f — icosi  ? + «"■%  en  facteurs  binômes. 

Les  facteurs  trinômes  de  l’expression 

/ * n*"*-’  / a-  V*+V  x \"+'  / x \4"+1 

(H ) — il  H ) (r ) cosif  + li : — ) j 

\ 4/2+1/  \ 4/2  + 1/  \ 4/1  + 1/  ' 4«4-l/ 

étant  de  la  forme 

(t  + -4-)-i(i  + -— Yi — )co$A  + (i — ) , 

V 4/I  + I/  ' 4/1  + 1 /N  4/3  + 1/  V 4/11/ 


reviennent  à 4(sin;x_)’ {t 


4«  + l 


(coti*)*  >4 


mettant  pour  a toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible , on  for- 
mera le  produit 

„+Y . p Y/,  »— »+?Y  ( • nrr — *\f  • "T+* y 

4*  + ( sin  — ■ — ) ( sin  — — 1 ( sin ) ....  1 sin ) l sin 1 

\ 1/2+ r/\  i/i+i/\  1/1  + 1/  — \ , 1/1+1/ \ 1/1+ 1/ 

x{,+üÆ^(“,st7)‘î  {,+(?5tÿ(“'S7)‘}  î,+ü^) Jrîiïi)'} 

• ; 

qui  se  réduit  à 

4sinî.{  , +^_(COt_^)]  f , + - — — — Ti^COt— — — -V | ( . + -fU cot^Y} 

l (4n  + i)’\  1/1+1/Jl  (4/j+l)‘\  in+i/ll  4«+i\  1/1+1/  ) 

( x‘  ( mt — *YU  **  ( "*+*Yl 

X j 1+ (cot ) ( 1+ — ( cot — ) \ , 

(.  4/2+1  \ 1/2+1/  H 4/2  + 1\  1/1  + 1/  J 

en  vertu  de  l’équation  (F)  ; et  prenant  les  limites  , on  aura  seulement 

x(,+ï^X',+s^))+<,c: 

' le  même  résultat  se  déduiroit  aussi  de  l’expression 

‘ / xy  ( x Y"/  x \“  / x Y* 

v + jy  -*(,  + W V'-ç)  ““*+(,_ïy  • 

lii  2 
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4j5  Ch.  III.  Application  du  Calcul  intégr  al 
La  formule  t" — icosi  » + <"**  est  encore  susceptible  d’une 
autre  décomposition , qui  s’opère  en  la  transformant  en 
c“—  îcosx*  +«“**{  (cos  i » )*+  ( sin  i »)'} 

= (e‘—t_Icos  if  )*—(«-' V^—i  sin  10)* 

= { t’ — 4_I( cos V — 1 sin  1 » ) } 

X { t’ — t~x(  cos  î <f  — V—  1 sin  i p ) } 

= ( e'- Int.  n\  j8), 
et  le  développement  de  c‘ — 1~’,  du  n°.  1088  , donne 

t'_r(x+MV/  “ ,)=(i*+ y-^~ 1 

multipliant  entr’elles  ces  deux  expressions , on  trouvera 

«•* — 1 cos  a p + 1~"= 

. f (**—»*)  (**+»“)*  1 

f (**—»*) . (**+»*)•  1 f 

*{t+J^£+2) 


etc. 


,(..+,.){î^±^.fL!±=î):} 

f x*  + (lff+f)‘  J:‘+(lT— »)•) 
X l 4^'  " 4X*  J 


4* 

_f**  + (3T+*)‘  *s+(3*— «)‘\ 

Xl  ^ ^ J 


9t* 


etc. 
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On  obtiendroit  aisément  par  ce  qui  précède  les  facteurs  des 
formules 

e*+  1 cos  1 p + e~* , 1' — l cos  1 f — £~* 

c* — iseci#  + «-* , c — itangi?  — e~r. 


1097.  Euler  tire  des  considérations  du  n*.  1089,  le  moyen  de 
transformer  en  série  le  produit  d’un  nombre  de  facteurs , soit  fini , 
soit  infini  ; en  effet , la  série 

i + ^î+5î*+£’1s+Z)î‘+  etc. 
étant  supposée  le  développement  du  produit 

(l+«î)(t+fl{)(i+>{)(«  + <l‘î),  etc.  =P, 
devient  égale , lorsque  { = 1 , à l'unité  augmentée  des  diverses 
sommes  que  l’on  obtient  en  réunissant  les  lettres  a.,  & , y , J',  avec 
leurs  produits  deux  à deux  , trois  à trois , etc.  Si  Ton  prend  pour 
ces  lettres  tous  les  nombres  premiers , on  aura  le  produit 

(i  + i)(i  + 3)(i  + î)(i+7)(i  + ii)(i  + i3) 

= i-f  i+3+ï  + 6+7+io+n+i3  + i4+i5  + i7+etc. 
renfermant  tous  les  nombres  entiers,  excepté  ceux  qui  sont  des 
puissances  ou  des  multiples  de  puissances. 

On  a de  même 


0 + ïtX1 + fX1 + 7X1 + fX1 + 7ir)etc* 

I I I I T I 

=*  + F+F+F+6rV+ï^+  e,c' 


On  trouvera  des  relations  analogues  pour  le  cas  où  les  nombres 
« . & , > y i » etc*  sont  négatifs  ; il  viendra  par  exemple 


(— iX— rX—p-X— ?X' 


Dans  cette  série  les  termes  négatifs  résultent  de  la  multiplication 
d’un  nombre  impair  de  facteurs  premiers , et  les  termes  positifs  d’un 
nombre  pair. 
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En  développant  l’expression 


( *—  *t)(  1 — *î)(  « — >{)(  •— ’ 
dans  la  forme 

x+Jl  + Bf+CC+Df+etc. 
les  coefficiens  yf  , B , C , D , etc.  seront  comme  ci-dessus  les  sommes 
des  lettres  ce,  fi,  y,  I,  etc.  de  leurs  produits  deux  à deux , trois 
à trois,  etc.  mais  avec  cette  différence  que  les  puissances  de  la  même 
lettre  se  trouveront  comprises  dans  ces  produits , en  sorte  que  la 
série  qui  résultera  du  développement  de  l’expression 

1 —p 

( t— “î)(»— ai)(  »— >î)  ( i— f{)nc. 
sera  égale,  après  la  supposition  de  {=i,  à la  somme  de  tous  les 
produits  qui  peuvent  naître  des  lettres  a , fi  f , etc.  combinées 
d’une  manière  quelconque  : on  trouve  ainsi  que 


= i+  T + ï + -;  + T + i + 7 + i + e,c- 

Cette  dernière  série  est  précisément  celle  qui  résulte  de  l(i— «),' 
lorsqu’on  y fait  « = i , et  qu’on  en  change  tous  les  signes  ( Int. 
n°.  ij  ) : il  résulte  de  là  que  le  produit  infini 

i 

(*— ï)(‘— f)(  *— ïX  • — fK'  — rrX1— tï)«c* 

a une  valeur  infinie,  et  que  par  conséquent  l’inverse 

« > |/  < « O X*  <1 

• 'ï'T'f’uSj'ij 

tend  sans  cesse  à s’anéantir , on  a pour  limite  aéro. 

En  ne  prenant  qu’un  nombre  limité  de  facteurs , l’expression 

i 


<* 


, par  exemple , on  a la  série 


o(*-n 

'I  + ,i+i-  + 7 + i + i + i + 7T  + etc. 

composée  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  tous  les  nombres 
ayant  i et  J pour  facteurs  simples. 
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On  a en  général 

(— j-X— ?)(■  - fX-  - 0,' 


î 

t 1 1 I I II, 

— t x — . _L — 4-  — 4-  — 4»  — — 4«  — 4*  ■ ■ ~ -{*  CtC. 
i*  r V r6'  V 8' 


et  l’on  conclut  de  cette  relation  la  valeur  du  produit  indéfini  par 
celle  de  la  série , ou  vice  versa. 

On  trouveroit  de  mêmç 


(‘ + rX‘ + fX‘  + pX1  + f)(' + TT7)"0- 


I I 

r +7 


1 I 

7+67 


1 III 

7-- 8^+7+”etc- 


En  partant  des  équations 


(-rX— ?X->X-pX-:f) 


t»1111*  U 

:,+v+7+7+7+^+^+  etc,=w 


6’  7* 

1 


(— ?X— pX— ?X— pX— ij=K 

1 1 1 1 1 1 ,, 

— . 4.. 1 1 1 1-  - — 1 1-  etc,  = JV , 


on  trouve 

M / 1 > 

\f  I ' 

«Y  , >\ 

/ . * 

— ,=[  1 H 

x,+ 

ta  1 -t — r ) 

1 +-— 

N \ s'j 

’\  3", 

5"  A 

\ 11 . 

M‘  l”  + r 

3"+ 1 

Î*+I 

7"+ 1 11* 

+ 1 

— — ptr 

JV~  2*— I * 

3” — 1 ’ 

5"— 1 

’•  i ; ■ ■ • — r 
7" — 1 1 1"- 

• 

Ces  combinaisons  se  multiplient  à l’infini  et  produisent  des  ré- 
sultats très-remarquables,  mais  trop  nombreux  pour  nous  y arrêter; 
et  nous  renvoyons  à cet  égard  au  chapitre  XV  du  livre  II  de 
’YIntroduccio  in  Analysin  infinitorum. 
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1098.  Pour  ne  laisser  en  arrière  aucune  branche  de  la  Théorie 
des  suites , nous  allons  donner  une  idée  du  Chapitre  XVI  du 
même  ouvrage,  dans  lequel  Euler  applique  les  produits  indéfinis  à la 
recherche  des  diverses  manières  dont  on  peut  former  un  nombre  par 
l’addition  de  ceux  qui  sont  inférieurs,  ce  qu’il  appelle  Partiel • 
numtrorum. 

En  considérant  l’équation 

(1  +*“î)  (t  + *c{ )(i  +*»{)  (1  (' ) «te. 

= i + Pl+Q{‘+R(‘  + S?+ttc.  ^ 

on  obtient 

P=xm+xe+x1'+x,+  x'+  etc. 

Q=x‘+c4-x*+'>'+x*+/ 4-xe+>q-  etc. 

Æ=x‘+c+>4-  A-«+c+*+  A*+c+*  4.  etc. 

etc. 

d’où  l’on  voit  que  les  exposant  de  x,  dans  les  coefficiens  de  {',{*,  {3,etc. 
sont  les  diverses  sommes  qu’on  peut  faire  avec  les  lettres  a , 1 8 , > , 
4,  etc.  combinées  1 à 1 , 1 à x,  3 à 3 , etc.  Il  est  évident  que  s’il  se 
trouve  dans  le  même  coefficient  des  sommes  égales  entr’elles,  les 
termes  dont  ces  sommes  sont  les  exposaos  se  réunissent  en  un  seul 
ayant  un  coefficient  égal  au  nombre  de  ces  termes.  Si  dans  Q , on 
a,  par  exemple , «4-j0=cM->.=n,  les  deux  termes  *‘+f+*w*J 
se  réduisent  à ix‘,  et  le  nombre  x marque  qu’il  y a deux  ma- 
nières de  composer  le  nombre  n,  avec  deux  des  quatre  nombres 

* * Æ > y » 

Soit  pour  la  série  <• , p , y , f,  • , etc.  celles  des  nombres  naturels 
1 » 1 » 3 » 4 » 5 > etc-  on  aura 

(t+*t)  (i  + *,{)(i+*,0(,+*4{)(i+*,{)etc. 

— >+{(*  +**  + x*  4-  x4  + *5  4-  x4  4-  x’  4-  x*  4-  x9  4-  etc.) 
+ {*(x’  4-x4  4-xx*  -fix4  q^x»  +JX*  + 4X9  4-  4X’*+  5*“+  etc.) 
+js(x4  +x ’ q-xx*  +3x>  q-4x,°+3x"+  7x’*+  8x,3q-  toxl4  + etc.) 
+ {<(x”+*1,+  ix,‘+  jx,3-i-  3x,44-6x’5q-  9x,4+  1 ix‘'4-  î^x^q-  etc.) 
+{4(x,s+x"i+ix,,-t-3x,,  + 3X,9-t-7x*“+iox*‘+  t3x”+  i8x*3+  etc.) 
4-î,{x,,4-*f*+ix*3-t-3xM+5x*s+7x*t  h iix*’  + I4x*,+  iox,3+  etc.) 
+ {’(***  4-  x**  4-  ïx3'  4-  3 x3 1 •+-  3 x3* + 7X-33  4- 1 1 x34  + 1 5x3i  4-  x 1 x-34  + etc.) 
+ C (***  4 x’’4-  ix34  4-  3x’94-  5x4°4-7x4'  4- 11  x4*  4- 1 jx^’q-  iix44q-  etc.) 
etc,  \ 

Si 
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Si  l’on  veut  connoître  de  combien  de  manières  le  nombre  34  , par 
exemple,  peut  être  formé  par  l’addition  de  7 nombres,  pris  dans 
La  série  1 , 1,3,4,  etc.  on  cherchera  le  coefficient  de  x’4,  dans 
la  série  qui  multiplie  et  l’on  trouvera  que  cela  peut  se  faire 
de  onze  manières  différentes. 

En  faisant  7=0,  et  réunissant  entr’elles  les  mêmes  puissances 
de  x,  on  aura 

(i+xXi+x'Xi+x'X i+x'Xt  + ^X'+x')  etc- 

= 1 + * + x’  + i.v3  + i;r'  + 3xs  + 4:r6  + 5x'  + 6x'  + etc. 
les  coefficient  des  termes  de  cette  série  marquent  de  combien  de 
manières  différentes  on  peut  former  les  exposans,  avec  les  termes 
de  la  suite  1 , î , 3 , 4 , etc.  sans  s’assujettir  à aucune  combinaison 
en  particulier , mais  en  les  embrassant  toutes  3 ainsi  8 , par  exemple , 
peut  être  formé  des  six  manières  suivantes 

8=8,  8=7  + 1,  8=6  + 1,  8=5  + 3, 

8=5  + 1+!,  8=4+3  + !. 

11  est  à propos  de  remarquer  que  les  élémens  qui  entrent  dan; 
chaque  somme  sont  essentiellement  différens  ; si  l’on  vouloit  ad- 
mettre les  répétitions  , il  faudroit  alors  considérer  les  fractions 

1 

( *—*{)( i—x'l)  ( »— • *3îX«  — ■ **V  ( 1 -r*J{  j etc- 

1 

( I—  x)  (1— x')  ( 1— x3)  (1—  x')  Cl—. x'_) etc. ’ 
dont  les  développemens  sont 

*+{(*  +*■+  + x*  + xs  + *5  + x’  + x’  + sr5  + etc.  ) 

.+{*(*'+ +1*4  +**!  +î*6  +3*’  + 4*'  + +*s  + 5*'°+  etc.  ; 

+îY*3+*4+»*5  +3*‘  +4*’  +5**  + 7*’  + 8*‘"+ iox"  + etc.; 

.+{4(V+*5+i*6  +3*’  +6*9  + 9*'°+ 1 ix"4- 1 5x'*+  etc.  ) 

+ {Y*s+*s+«’  + 3*' +;*’  +7*”+io;r"+i3*”+i8*l3+  etc.; 
+ {6(V +*’  + !*'  + 3*9  + 5*,,-t-7*"+  i ix‘*+  i4x,î+io.ï'<+  etc.  ) 
+l,(x,+x,+xx'>  + î*,0+5*,,  + 7*,,+  I,Jf,s+i  J*'4+1I.*,!+  etc.  ) 
+tV*,+*,+  »*,°+3*"  + 5*"+7*”+"*,4+>5*,5+ii*'‘+  etc.; 
etc. 

1 + x+  ix'  + 3 x1  + 5*4 + 7*5  + 1 1 xe  + 1 5 x'  + 1 1 x'  + etc. 

Apptnduc.  K k k 
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Le  coefficient  1 1 , affecté  au  terme  x'4,  dans  la  série  qui  multiplie 
exprime  en  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  14, 
par  l’addition  de  huit  termes  de  la  suite  1 , a , 3 , etc.  Dans  le 
second  développement  le  coefficient  1 1 de  xB,  nous  apprend  que  le 
nombre  6 peut  être  composé  de  onze  manières , ainsi  qu’il  suit  : 
6=6,  6=5+1,  6=4+ a,  6=^+ 1 + 1, 

6=3  + },  6=3  + i+t,  6=3+14-1  + 1,  6=a  + a+a, 

6=i+a+i  + t,  6=i+i  + a+i,  6=1  + 1 + 1 + 1 + 1 + 1. 

1099.  Pour  développer  le  produit  indéfini 

(i+x{)(i+x\)(  i+x\)(  1 +*4{  ) etc.  = Z , 

Euler  substitue  * 1 à ç , ce  qui  donne 

( 1 +*’{  )(i  +a’î ; et  +x4{; ( 1 +***;  etc.  = — ; 
faisant  en  même  tems 

Z=  1 + f>  *+ Q{*  + Æ î3 +5  {4  + etc. 

il  obtient 


Z ' J • 

= l+/,x7+QrrV+fîx3{3+.î.*V  + etc. 

l+*{ 

équation  qui  revient  à 

Z = i + /,W+Ç'l*,î*  + Æ 1*3{3+-S'  1 x^+etc. 
+ tj  +f>  ) +Qj  +^J 


d’oit  il  tire 


et  enfin 


etc. 


— x ' 

Q = Jl-x)(l-x')  » 

*«,  . 

R~<*  —x)(  1— x’X l—X^}  * 


( l x)(  l x‘)(  I — x3X  1 X*)  * 

etc. 
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le  terme  général  de  ces  dernières  expressions  est  visiblement  égal  à 

wfrn-l-l) 


( i—*X »— «— f) *v  * 

mais  par  le  n°.  précédent  le  coefficient  de  dans  le  développement  de 

• • » J.  «» 

I 


( '—*)( i—x'X i—x>) .( I—X-)  ’ 

fait  connoître  de  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  n 
par  addition  avec  des  nombres  pris  dans  la  suite  i , x ,. . . m ; et  ce 

n j «0»+  O 

coefficient  étant  celui  de  * * , dans  la  première  expression , 

marque  aussi  de  combien  de  manières  on  peut  partager  le  nombre 

m(m  + j ) 


n + 


- en  m parties  différentes.  Il  résulte  de  là  qu’il  y a autant 


de  manières  de  former  le  dernier  par  l’addition  de  m nombres  diffé— 
rens , que  de  manières  de  former  le  premier  avec  des  nombres  pris 
dans  la  suite  i , x f • • • • m. 

En  suivant  la  meme  marche  à l’égard  de  la  formule 

1 — Z , 

( I —X{)(  « — x\)( l—x'l)(  I—  x'0(  i—**0  etc- 
Euler  parvient  successivement  à 

( i—x'{)( i—xii)(i—x*0( l—x^O( i— *\)  etc.  ~1'1  X^Z 
(1 — x{)  2 = i + etc. 

d’où  il  conclut 

e=-üL, 

, i — ** 


P — 

Q= 


l — X 

X 


I — * 


J * 


„ R * 

S -etc. 

i—*4 


*• 


R = 
S = 


( 1-xXl-X ')  » 


( *—*)(  l—*‘X  i—*3)  * 

X* 


C l~xX  i—*3)(  i—x') 


I)' 


etc. 
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expression  dont  le  terme  général  est  égal  à 

x" 

( ') r 

Le  coefficient  de  x’**,  dans  son  développement,  étant  le  même  que 
celui  de  x’  dans  le  développement  de 

t 

(i-xXl—x'Xi—x) ( I -x"j  * 

montre  qu’il  y a autant  de  manières  de  décomposer  le  nombre  n+m  , 
en  m parties,  que  de  former  le  nombre  n avec  les  termes  de  la 
série  t , l,  3 m. 

1 1 oo.  En  combinant  ce  théorème  avec  le  précédent , on  en  pourroit 
déduire  plusieurs  autres  assez  remarquables , que  nous  sommes 
obligés  d’omettre  ; mais  nous  allons  prouver  cette  propriété  de  ta 
progression  r,  î,  4,  8,  16,  31,  etc. 

qu’il  n’y  a pas  de  nombre  entier  qui  ne  puisse  résulter  de  l’addition 
d'un  certain  nombre  de  ses  termes , et  cela  d’une  seule  manière. 
En  effet , 

( « +*)( • +x')( > +x'X 1 +x%X « +x'6X 1 +*3,J  etc. 

= i+*  + *’  + x,+;t4  + *5  + x<i+*,  + *,+  etc. 

pour  s’assurer  que  la  loi  de  cette  dernière  série  demeure  toujours 
la  même , on  fera 

(,+xXi+  x‘X  ■ + xiX  > + x‘X  i+x'eXt+x3')=X 

= t + Px  + Qx‘  + R x'  + S x*  + etc. 
on  écrira  x%  pour  et  il  viendra 
X 

■ = I +/’**+  Qx<+/îx,+^.v‘+  etc; 

l+x 

d’où  l’on  conclura  «• 

1 + Px+  Qx*'+/îa:,+5a;,+  etc. 

=1+  x +P  x'  + Px'  +Q  x*  etc. 

P—  r,  Q = P,  R — P,  S = Q,  etc. 

La  progression  1 , 3 , 9 , 17 , etc.  jouit  aussi  de  la  propriété  de 
former  tous  les  nombres  entiers  possibles;  mais  il  faut  combiner  les 
termes  tantôt  par  addition , tantôt  par  soustraction. 


t 


■ 


A LA  Théoriedes  suites.  445 
Les  recherches  dont  nous  venons  de  donner  une  idée  ont  occupé 
plusieurs  Géomètres  ; M.  Paoli  les  a ramenées  à l’intégration 
d’équations  aux  différences  , du  genre  de  celles  que  nous  avons  * 
traitées  d’après  lui  dans  le  nV  1016:  elles  rentrent  aussi  dans 
l’analyse  indéterminée.  Former,  par  exemple,  le  nombre  n avec 

les  nombres  1 , 1,  3 m , c’est  la  même  chose  que  de 

trouver  toutes  les  valeurs  dont  les  quantités  a. , £ , y , / p , 

liées  entr’elles  par  l’équation 

« + i(3  + 3j.+4^ 

sont  susceptibles  en  nombres  entiers  positifs.  On  pourroit  pousser 
beaucoup  plus  loin  cette  théorie , qui  se  lie  avec  celle  du  dévelop- 
pement d’une  puissance  quelconque  du  polynôme  a+éx*  4-  etc. 
mais  nous  devons  reprendre  la  considération  des  valeurs  des  inté- 
grales définies,  interrompue  depuis  le^n”.  1086. 


, entre  les  limites  x=o  Continuation 

l+*"  de  la  recherche 

et  x infini,  trouvée  à priori  dans  le  n\  1084  , se  déduiroit  aussi  de  U<lé fi nfe»1- 

la  comparaison  de  son  développement  en  série  avec  celles  du 
n*.  1091,  qui  peuvent  s’obtenir  sans  le  secours  d’aucune  intégra- 
tion , d’après  ce  qui  a été  dit  dans  le  n\  1095. 

L’équation 

m~'Jx  xm 


P 


vm4»t 


- -f — * 


14-  xm  m m+n  ’m+xn 
donne  lorsqu’on  y fait  x=t  , la  série 


1 + 3/ 


• + etc. 


■ 4-  etc. 


nj  + .v  m+in  m+\n 

qui  exprime  la  valeur  de  l’intégrale  depuis  x=o  jusqu'à  at=  i ; 
on  a ensuite 


/ 


r—'Jx  xn 


+ -* 


1 +- 


m — n m — xn  m — 3/2  ni — 421 


+ etc 


En  supposant  n>/n , cette  dernière  série  s’évanouit  lorsque  n est 


1 


i 
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infini;  quand  .r — i elle  se  réduit  à 

lit  i 

— 1 + etc. 

m — n m — xn  m — 3 n m — 4a 

et  donne  la  valeur  de  l’intégrale  proposée  prise  depuis  x infini , 
jusqu’à  *=1 , valeur  d’un  signe  contraire  à celle  que  nous  cherchons: 
en  la  soustrayant  donc  de  celle  qu’on  a déjà  trouvée  , on  formera 
la  série 

11  1 1 1 1 1 

— I H — +— — — - — — etc, 

m n—m  n + m in — m xn  + m 3.7 — m 3 n + m 


qui  répond  à , et  l’on  aura  ainsi  la  valeur  de  l’intégrale 

Tisin  — 
n 

proposée. 

Les  mêmes  moyens  nous  conduisent  à la  valeur  des  intégrales 


/— 


1 m— 1 


depuis  *=o,  jusqu’à  *=1  ; car  en  développant,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x , les  fonctions  différentielles , on  trouvera 
pour  la  première  de  ces  intégrales 
1 1 1 1 t 1 

m n — m n-\-m  xn — m m-{-m 

I 1 * R . x 

+ etc.  ( n*.  1091  ), 

xn—m  xn  + m . mx 

1 1 n sin  — 

n 

et  pour  la  seconde , 

1 1 1 r 1 


— + 
m n — m n + m 

xn—m  xn+m 

I I - 

T 

— m 3/2  + 01 

n tang  ■ 

Nous  conclurons  de  là  que 

/x-- +x-m-  , r*=°i  r*m~'dx  r*=o 

i+ar*  *L— J J *+*’  U-wJ 


/ 
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les  petites  équations  renfermées  entre  des  crochets  marquent  les 
limites  des  intégrales.  En  observant  que 

■'/v 


po±£ZL  Jx=  rrrJL+ p: 

J 1+-V*  J !+•»*  J 1 


+ *' 


/x"~'jx  r~x=o  ~[  rxm~'Jx  l~x~ o~\_  rx'"~,Jr  p >—1  ~j 

l+ar*  l_a:=inf_J  J l+x'  |_*=jJ  J ,+*"  (_*=  inf  J ’ 

on  trouve  cette  relation  remarquable 

/x'~m~'dx  rx=o~i  rxm~‘Jx  r~ x=i  ~i 

» + *••  ix=i J J I+JT*  L_at=  inf 

; — - dx 

I±-v 

deviendra 


x — u *4.» 

a;  =bx  dx 


i±.r 


les  valeurs 


. m 7T  TJl  TT 

nsin n tang  • 

n 


, sc  changeront  en 


2 a sin 


= 5 


2 ACOS- 


2 A 


îrtang 


(a «)W  MT 

2 a tant»  — — i Acot 

IA  IA 


2 A . 


■=T; 


et , entre  les  limites  ar  = o et  x = 1 , on  aura 


rK—,  K+a  , r ‘ 

fl 


i+x 


k4-u 

X dx 

T. 

a*.  x 


Il  est  bien  important  d’observer  que  les  exposans  x et  u peuvent 
avoir  dans  ces  expressions  toutes  les  valeurs  possibles,  quoiqu’elles 
soient  déduites  d’une  formule  calculée  dans  la  supposition  -que  net  m 
soient  des  nombres  entiers  positifs  ( n*.  1084  ).  Pour  s’en  con- 


* 
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vaincre  , il  faut  faire  a™{“,  * désignant  le  dénominateur  commun 
auquel  on  peut  toujours  concevoir  que  soient  réduites  les  fractions 
quelconques  x et  « , en  sorte  que  <t  a et  « <*  deviennent  des  nombres 

. dx  *.J?  x «x 

entiers-,  on  a dans  cette  hypothèse  — = , x ={  , d’oit  il 

-1'  î 

résulte 

>«(x— »)  , <•(>■+ ») 

{ «A  . 

Z 

I=fc{ 

les  limites  de  l’intégrale  demeurant  les  mêmes  qu’avant  la  transfor- 
mation , on  obtiendra  la  valeur  de  cette  intégrale , en  substituant 
dans  les  expressions  S et  T,  les  entiers  ax  et  » , au  lieu  de  x et  de  « , 
ce  qui  ne  les  change  en  aucune  manière. 

Cela  posé  , si  dans  l'équation 

r=/xjx, 

les  quantités  y et  X désignent  des  fonctions  de  x et  de  » , on  aura 

, . . dy  ruxj 

( n • ïï*  )»  -j~=  ! -T-  d * » 

du  J du  y 

et  de  là  , on  conclura  par  ce  qui  précède , qu’entre  les  limites  *=o 
et  x—  1 , 


dS 


HT 

w’sin  — 
zx, 


4* 


■<-ÎD 


-fi 


A— fl#  a4-« 

-a:  +x  dx 

1a: 

x 


I +AT 


2 K 


dT 


du 


(WT\‘ 

C0SrJ 


-fi 


* a.  . 

TXT  dx  , 


ax 


I — * 


Les  expressions  J et  T ont  aussi  des  développemens  en  série  qui 
se  déduisent  de  la  substitution  de  zx  et  x — « à la  place  de  n et  de  m 
dans  les  séries  du  n°.  précéd.  et  dont  on  tireroit  par  conséquent  de 
nouvelles  séries,  en  effectuant  les  différentiations  indiquées  par 
rapport  à « ; nous  les  rapporterons  plus  bas. 

Voilà  quelques  résultats  de  la  troisième  classe  annoncée  dans 
len*.  1076;  elle  a fourni  à Euler  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires 
intéressans  auxquels  nous  sommes  forcés  de  renvoyer  le  lecteur  ; 

nous 


Digitized  by  Google  [ 


a la  Théorie  des  suites.  449 

nous  nous  bornerons  seulement  à présenter  quelques  applications 
propres  à fixer  les  idées  et  à faire  connoître  la  nature  de  ces  re cher- 
ches. Si  l’on  pose , par  exemple , »=o,  on  aura  pour  le  second  cas 
a a— 1 


ix  dx  1 x 


IX 

1 — * 


En  continuant  de  différentier  par  rapport  à u , on  passe  à de  nou- 
velles intégrales  définies,  dont  les  valeurs  se  déduisent  de  celles 
qu’on  a déjà  obtenues  ; on  trouve  ainsi  que 


, ttT 


Les  séries  correspondantes  se  forment  aussi  par  la  différentiation, 
comme  on  l’a  indiqué  plus  haut.  Les  nombreuses  conséquences  que 
l’on  peut  tirer  de  ces  formules  s’offrent  d’elles-mêmes , nous  nous 
bornerons  à en  rapporter  une  seule  , celle  qui  se  présente  lorsqu’on 
a » = o et  a=  1.  La  première  des  expressions  ci-dessus  donne 


</*(!*)• 
1 +x' 


et  la  série  qui  lui  correspond  se  change  en 


il  s 

*3  3 

on  a par  conséquent 

3 


y 


i 

’7 


■ + etc. 


1 1 

F+7 


1 1 

7+7 


•^4- etc. 


»■  1 

F- 13 

résultat  assez  remarquable  quand  on  le  compare  à l’expression 

ir  I J I 1 I 

■ -+ 1 + etc. 

3 5 7 9 11 

dx 


4 


qui  dérive  de  la  formule  /— -. 

J 

A pp  indue. 


LU 
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Il  est  facile  de  voir  qu’on  aura  par  le  procédé  dont  nous  traçons 
ici  la  marche,  les  valeurs  des  deux  classes  suivantes  de  formules 


yvü 

X 

= s , 

, Jx 

= T 

X 

JS 

~TT' 

fr£l* 

X 

JT 

J U 

/v^(.\xy 

J'S 

i 

</<«“  * 

jr*V*Y 

d'T 

~ TT 

x ’ ' du 

etc. 

en  faisant  pour  abréger 

A-pa 
+■* 


Ux=. 


v~ 


U'= 


i+x  ' 

A— û»  K-\-ûl 
X -f-  X 


y=z. 


A — a A-f-fl» 

X X 


A — ai  A-j-a» 
■ X X 


\+X 

Les  séries  correspondantes  sont 


l — x 


A— ta 

A+w 

3 A— a 

et  celles  que 

donnent 

JS 

Tu' 

T — 1 * — 

i 

_ _____  _i_ 

1 

A — ot 

3 A — a 

et  celles  que 

donnent 

JT 

T* 

X 

I I 

3 a+m 

t ! T- 

5A— » JA  + 

J'S 

7T  * 

J'S 

jT’elc- 

i 

I I 

r 

3Â  f » 

T 

JA — a 5 A-H  i 

d'T 

T?  ' 

J>T 
du 5 ’ 

Euler  prescrit  pour  différentier  les  expressions  finies  de  S et  de  T , 
des  procédés  dont  le  détail  ne  sauroit  trouver  place  ici  ; on  peut 
d’ailleurs  les  retrouver  facilement,  ou  s’en  former  de  nouveaux. 


i 
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u O}.  L’intégration  effectuée  par  rapport  à » fait  aussi  re- 
monter à des  formules  dans  lesquelles  l*  se  trouve  au  dénominateur. 
On  a par  cette  voie 


P-/ 


A — 't 

’X  *4"  X 


I H- a: 

A— a»  A-4-* 


A — a A-p» 

X + X 


1+X 


M 


• M 
=/ 


i+ar 

A—»  A-1-» 

t _*  dx 


dx  1 • 

— j—  =/S  d a 
X 1 X 


ax 


Pf-i-f 


A— fl»  A-f-fl» 
X X 


d * 


I * 


K—ot  X^»fl» 

— X — * dx  1 

7—=fTdt>; 

X IjT 


I X 


et  conservant  les  dénominations  établies  à la  fin  du  n*.  précédent, 
on  formera  encore  ces  deux  classes  d*intégrales  définies 


fV 


dx 


1 X 

I 


fu- 

J X (U)* 


fV‘ 


dx 


x (ixy 


=fSda,  /y 
=f‘Sda\  fv 
=psda\  /y 


dx 


X 

ix 

dx 

I 

x 

(l  *)• 

dx 

1 

/ 1 „ \3  « 

= fT  d a 


etc. 


Pour  en  obtenir  des  valeurs,  il  faut  pouvoir  intégrer  les  ex- 
pressions finies  de  5 et  de  T ; et  faire  en  sorte  que  les  résultats 
s’évanouissent  dans  les  mêmes  circonstances  que  les  fonctions  en  x. 


Or,  S : 


— , en  y faisant  8 = , donne 

air  J 1 1*. 


1 A COS  - 


/Sda  = —J~=  — Itangifl  ( n*.  448  ) 

t(a 4»)  ît(A  + u) 

= — ltang  — = 1 tang  v — , 

LU  1 
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résultat  qui  s’évanouit  lorsque  a=o , comme  le  fait  la  fonction  £T 
dans  le  même  cas. 

D’un  autre  côté , si  l’on  intègre  l’expression  de  S en  série 


I I 

1 

3^4-ûi  5*““ 


-+— 


- etc. 


x4-«  jx— u 3x4-01  ' j x — u ' 5x4-0. 

il  viendra 

fSJ»r=  — 1 (x — «)  + l(x+»)+l(  3 x — a) — 1(3x4-») — etc. 
_ , (x 4- o>) ( 3 x— — 0.)  (yx-f  a)  (?x— «) (9X  + 0.). ne. 

“ (x—  «■>)  ( 3 x + ")  ( î *— •)  (7A + «)  (çx— *)«tc.‘ 

Je  n’ai  point  ajouté  de  constante  à cette  intégrale , parce  qu’elle 
s’évanouit  de  même  que  la  précédente  lorsque  »=o.  La  comparaison 
des  deux  expressions  de  fSda  nous  conduit  à 

r(x4-oi) (x+oj)  — «)(5X+»)(7X — »)etc. 

4X  (x — o.)  ()X4-W)  (5x — »)(7x+»)etc.  ’ 

Ce  développement  qui  se  déduirait  aussi  des  formules  du  n\  1093V 
a la  propriété  de  s’évanouir  lorsque 


tang  ■ 


a etc. 

ix,  etc. 


a= — x,  o>  = 4-  3 x,  u — — 5 x 

valeurs  qui  répondent  aux  arcs 

°»  — » . 

et  de  devenir  infini  pour  les  valeurs 

a — K , » = — 3 X , a—  5X,  a — — 7X,  etc. 

ou  les  arcs 

;T.  — t».  etc- 

ce  qui  est  conforme  à la  marche  des  tangentes. 

Passons  maintenant  à l’intégrale 

nda  an  , an  , 

fTda  =/— — - tang  — = — 1 cos  — ( n%  447  ); 

2a  2A  IA 

comme  elle  s’évanouit  en  même  temps  que  » , elle  sera  la  valeur  ira- 

...  . -..,dx  » 

médiate  de  fy  — — . 

x lx 


La  série 

I 


T = - 
> 

d onne 


1 1 

-+- 


X + » 3X— 01 


I I 

3x4-»  3X— M 


5x4-0. 


4-  etc. 


[T  d a xx  — !(X  — 0.) — l(x4-») — 1(3  \ — a)  — 1(3x4-01)  — etc. 
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mais  ici  il  faut  avoir  égard  à la  constante , pour  que  le  résultat  soit 
nul  dans  la  supposition  de  u=o , et  cela  fait , on  trouvera 


fTdié  — \- 


A* 


9A* 


15A* 


.etc. 


A* u‘  9 A* »*  15  A* »* 

La  valeur  finie  de  cette  intégrale , — lcos— , étant  comparée  au 
produit  indéfini  que  nous  venons  d’obtenir , conduit  à une  ex- 

• urr 

pression  de  cos  — , pareille  à celle  du  n*.  108  j. 

2A  # 

1 104.  Nous  prendrons  pour  dernier  exemple  de  la  recherche  des 

-)  . 

L’équation 

».  "<'3 


(m  + n)(m  + m) [m+pn)  = 

obtenue  dans  le  n°.  1071,  devient 


m Jx°*-‘dx(  1 —at’)'’ 


(?+*)(?+*) (?+;0  = — 


qnfx"-'dx(x  — x'Y’ 
lorsqu’on  y fait  m = qn  \ et  comme  on  a d’ailleurs 

/ In'’*’ 

*•» (?+/>)=  > 


il  en  résulte 


/ ix1'1 

»•* (l— t 


fjx(l iT  , fjx(lï) 


nfx **  ‘dx(  1 — ar*y*  . 


/"O-:)’ 

d’oit  l’on  conclut 


- nfx"~  'dx(l AT")'. 


1 


J 
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Il  tant  se  (appeler  que  toutes  les  intégrales  de  cette  équation  ont 
pour  limites  *=o  et  x=i  ; pour  plus  d’uniformité  nous  y chan- 
gerons p en  p — i , et  nous  aurons 


-fdx(  ï) 


r+i- 1 


/-(';) 

Au  moyen  de  cette  équation , et  en  se  rappelant  que  si  r désigne 
un  nombre  entier , et  s un  nombre  fractionnaire 

fdx(\^)—s(s—  i)(s— r+i)/dr(li)  , 

nous  obtiendrons  , • 

i*.  En  faisant  y = /> , 

(M  ïH 


U’i'l 


;) 


nfxr'-'Jx^i—x'y-' (0  ; 


et  prenant  p — i = - , * = fl  , il  viendra 

/V*(lly  = [t.* (i+I).i/*<+,4/*(r— 

L’intégrale  du  second  membre  ne  dépend  que  du  cercle;  on  y ramène 
immédiatement  celle  du  premier,  en  observant  que  i doit  nécessai- 
rement être  un  nombre  impair  , sans  quoi  - seroit  un  nombre  en- 
tier, et  que  par  Conséquent  si  l’on  change  i en  li+i,  on  aura 
a +s 

ii+  i 


1 


-1.1.1. J 

\ 1/  112  1 l \ XS 


puis,  supposant  i + i = o , dans  l’expression  de  fdx(\  , on  en 


tirera 


igiîjzed  bv  Cngofc  . 
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d’où  l’on  déduira  enfin  . * 

1/4*1 

/IV  2 » I M 7 li+  t — - 

* J d X ( 1 — | —— — • “ • “*•“*••••••••••  1 * • * 

' \ xJ  1111  1 

i*.  En  faisant  q ==  i p , nous  trouverons 

✓ i\*”1  ✓ 

/</*(!-)  -f*  *(}-£) 


--nfx‘’-'Jx{  1—x'^' (j); 


multipliant  cette  équation  membre  à membre , par  l’équation  (1) , 
nous  parviendrons  à 

OOîf)’ 

— — — x")*"' .fx,,’~'dx(i—xK)f~‘ . . .(4)  : 


*<0 


posant  ensuite  />  = -,  «=},  nous  obtiendrons 


I 

3 ‘ 


fdxÇ  1-)  — ij.ÿ/t*  '<**0 — *')  Jxu~'dx(i — or*)  j'. 

Il  est  visible  par  cette  équation  , et  par  ce  qui  a été  dit  plus  haqt , 


3 1 


que  la  transcendante  fdx(\-^  présente  seulement  deux  cas 

distincts  , savoir  : 

/-I — ^==  { 9 /-3 — — X f~-dX  lorsque  i=i  , 

J \^T=Pÿ  J 

C dx  (T  xix  C x%Jx  H , 

/ — , „ — =9/-» x/— » lorsqi,e  i=1; 

J ,_L  1 J J v/7=P-J 
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ou,  suivant  U notation  du  n*.  1079, 

C dx  _ 5, . 

J 7v===— v 9?  ( ».  O *( 1 ) 

r(lz) 

r s/ 

J > »)*(«,*). 

k •- 

en  observant  qu’entre  les  limites  ar=o  et  *•  = 1 , on  a en  général 


p—n 


fx*+*-'dx(  i— *n)  " =z-^L-fx''-'dx(i — x")  n ( n°.  1079  ) > 
m±P 


1 


de  cette  manière  la  formule  fdxÇl  5 ne  dépendra  que  delà 

seule  transcendante  désignée  par  A à la  page  407. 

1105.  Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  les  formules 


2 — 1 

, fdx{\  , peut  s’effectuer  également  sur  les 

autres  formules  du  m&m*  genre  ; mais  au  lieu  de  nous  arrêter  à 
des  cas  particuliers , nous  allons  démontrer  ce  théorème  général  : 


fdx(  1 -Y  1.9.  ..(m—  , ,f(n—  1 ,ot)  }"  , 

v x/  n 


. 1 \n  m 
x / n 

n et  m étant  des  nombres  entiers 


Soit  pour  abréger  fd  =4(— - puisque  l’on  a 

/<Klï)=,/‘K1î)  » OU /</*(!  i) 


l'équation  (1)  se  change  en 


/**(l  !)"./,/*  (!l) 


/ t\fi? 

/./x(l-)  n 


JC/  _ 

=—  fx’-'dxli  —x') 

m _I_  rt  ' / 


lorsqu’o 
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lorsqu’on  y substitue  — à p,  — à y,  et  s’écrit  ainsi: 


mP  , V 
rn+p 


4(=?) 

En  mettant  dans  cette  dernière  successivement  au  lieu  de  p , les 

nombres  i , i,  } n,  et  multipliant  tous  les  résultats  entr’eux , 

il  viendra 

m <t) 

iX) 


m'- 


l.x.3. 


(m+iXm+iXm  + ))...(m+n} 

il  est  facile  de  voir  que 


1.1.3. 


f(  i9m)f(%9m)»**t(n9m)i 


(m+  iXm  + i)(in  + 3. . ..('»+*)  (n+*Xn+*) ( n + m ) * 

«(iMiMi) <i) 

KXHXXX) <"-?) 


4 


O 


(XKXXX) <X) 


on  conclut  de  U que 


,rv  X) 


T. I.3 


<XXXh(X) <X)  - 

f(i,m)<p(i,m) 


(n+  iXn+3-Xn+})'"(n+m) 
Appendice, 


Mm  m 
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et  comme 

•*("4iXXQ.  XXXXG). 

il  viendra 

/ m V m1 

41  — ) =— • 1.1.3....  mt(  i,  m)r(i,m  f(n,  m), 

d’où  on  tirera  l’équation  du  théorème , en  observant  que 

f ( n,m)  = — ( n*.  1080  ). 

m 1 

no6.  En  supposant  que  les  nombres  m et  » ayent  un  diviseur 

commun  r,  nous  tirerons  encore  de  l'équation  (A)  la  suivante 

{r.ir.}r....mtp(r,m)f(  1 r,m)t(  n,m  )}' 

= 1.1.]. . . .m  f ( 1 ,m)t( 

Pour  cela  nous  y substituerons  successivement  r,  a rt  j r n 

à la  place  de  p , et  nous  aurons 

XHtHV) X) 

KJ  +(=*0+( 


t r.  2 r.  3 r ••••••.£ 

(m+r)(m+  ir)(m  + y).  ..(m+n) 


*(  r,  m)t(  1 rtm)...f( n,m ) 


r.ir.jr 


(n+rXn+ir)(n+y). . .(n+m) 

,/.f  *(ï) 

u 4(î±:)4(^),(^2i) ,(^)' 

or  4 ^ ~~ ~~  ^ Cir)  * et  a‘nî"  de  ,l“te  : Par  ces  valeurs  > 

les  deux  dernières  lignes  ci-dessus  donnent 

n m n 

(m\r  r 7 

n «r.ar.jr,. . . w?  (r9m)f  ( ir,m  ( n,m  ) } 


a la  Théorie  des  suites.  459 
d’où  il  résulte 

=^{r.tr.)r mf( r ,m ) p ( ir,m  ) f(n,m)  }'j 

et  comparant  cette  équation  avec  la  dernière  du  n*.  précédent , 
on  aura  celle  du  théorème. 


1107.  Lorsqu’on  prend  p — n — m , l’équation  (A)  devient 


'(t) 


<t(  n — m,m  )l 


n sin  ■ 


mais  on  a par  les  n”*.  1180  et  1184,  t(n—m,m)= 

de  plus  , il  viendra  donc 

n’sin 

m 

Faisons  successivement  m=  1 , m—i,  m=. 3 j etc.  et  multiplions  ; 
membre  à membre , les  équations  résultantes , nous  obtiendrons 

(1.1.3 (/t—  i))V“"* 


, T ' 1T  . ( n I ) 'T 

nM“"*sin  — sin  — . . . . sin 

n n n 


Le  produit 


. w . ir 
sin  — sin  — . 
n n 


• sm 


(n—  1 )* 


s'évalue  par  le  moyen  de  la  formule  ( C)  du  n*.  1094,  en  faisant 
attention  que 


. » I » i » . t t . n— i » 

tin  — = isin .cos = îsin .sin , 

n ni  n 1 n 1 ni 

Mmm  a 


*► 
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et  ainsi  des  autres.  On  aura  par  cette  remarque 


. t . 2x  . (n — I )rr  rr  , if  . n — t t 

sin  — sin  — . . . sin =1  sin  — sin  — ..  .sin 

n n n n i n i ni 


d'oïl  Ton  conclura 


. n — I rr  . n — 1 rr 

X sia *sin . . 

ni  ni 


I rr 

ni  i 


n 

n— i 1 


prenant  la  racine  de  chaque  membre  de  cette  équation , et  mettant 
au  lieu  de  la  fonction  4 l’intégrale  qu’elle  représente , il  viendra 


Ce  beau  théorème  se  trouve , mais  sans  démonstration , dans  un 
Mémoire  inédit  d’Euler,  que  Prony  m’a  communiqué. 


no8.  Les  diverses  formes  d’intégrales  définies  , dont  nous  nous 
sommes  occupés  depuis  le  n°.  1076,  suffisent  sans  doute  pour 
donner  des  notions  exactes  et  complètes  de  cette  branche  de  l'Ana- 
lyse, cféée  par  Euler,  et  faire  sentir  son  importance.  Elle  est  mal- 
heureusement très-peu  avancée  ; toutes  les  expressions  qu’on  est 
parvenu  à évaluer  sont  circonscrites  dans  un  petit  nombre  de  formes 
très-particulières  : les  mêmes  résultats  qui  reviennent  à tont  moment 
font  voir  qu’on  n’a  presque  fait  que  tourner  dans  un  cercle  peu 
étendu  et  qui  paroît  entièrement  compris  dans  la  Théorie  des 
puissances  du  second  ordre.  En  effet , on  obtiendra  par  les  for- 
mules du  n”.  1071 , la  plupart  des  théorèmes  énoncés  dans  ce 
qui  précède,  ainsi  qu'on  l’a  déjà  vu  pour  quelques-uns  dans  le 
n*.  964.  Kramp  , dans  son  Analyse  des  réfractions  astronomiques  y 
a déduit  des  facultés  numériques  ( nom  qu’il  donne’  à ce  que  j’ai 
nommé  puissances  du  second  ordre  ) , quelques  résultats  généraux 
sur  les  intégrales  définies.  Ces  résultats  reposent  sur  un  théorème 
entièrement  semblable  à celui  du  n*.  904 , et  sur  des  transforma- 
. ...  - sin  m t 

lions  de  l’expression  — - , décomposée  en  facteurs , d après  les 
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formules  du  n".  1095.  Les  combinaisons  et  les  modifications  que 
ses  formules  éprouvent  dans  le  passage  des  nombres  entiers  aux 
nombres  fractionnaires , conduisent  l’auteur  à des  conséquences  pa- 
radoxales , qu’il  reconnoît  pour  telles  et  qu’il  ne  présente  que 
comme  un  motif  d’examiner  avec  l’attention  la  plus  sévère  , la 
Théorie  des  racines  et  des  logarithmes  des  quantités  négatives.  Ces 
difficultés  n’étonneront  point  ceux  qui  auront  fait  attention  aux  re- 
marques du  n°.  878  , sur  l’interpolation , et  à la  manière  dont  je  me 
suis  exprimé,  en  parlant,  à la  page  173  , de  l’interpolation  de  l’ex- 
. xn — 1 

sin • 

pression  de  — j — . Le  Chapitre  consacré  à la  Théorie  des 

facultés  numériques  est  terminé  par  une  méthode  pour  évaluer  ces 
facultés,  soit  rigoureusement,  soit  par  approximation  , et  qui  dé- 
pend en  grande  partie  des  propriétés  des  coefficiens  du  développement 
des  puissances  des  polynômes , dont  les  Géomètres  Allemands  pa- 
roissent  s’ètrej  beaucoup  occupés  depuis  quelque  temps , ainsi  que 
nous  l’avons  déjà  indiqué  au  n°.  1044. 

L’analyse  que  je  viens  de  faire  de  la  Théorie  des  facultés  numé- 
riques , donnée  par  Kramp,  suffira  au  lecteur  intelligent  pour  le 
mettre  en  état  de  comparer  cette  Théorie  avec  celle  des  puissances 
du  second  ordre , en  observant  que  le  Géomètre  de  Cologne  ap- 
pelle base  le  premier  terme  de  la  progression  des  facteurs , et  qu’il 
enseigne  non-seulement  à changer  la  différence  de  cette  progression  , 
à la  réduire , par  exemple , à l’unité , comme  je  l’ai  fait  dans  le 
n*.  901,  mais  encore  à donner  à la  faculté  une  base  quelconque, 
ce  qui  s’effectue  aussi  facilement  que  le  changement  de  différence 
et  par  un  procédé  analogue.  Le  défaut  de  tems  et  d’espace  ne  m’a 
point  permis  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails  ; mais  j’y  reviendrai 
ailleurs , si  les  circonstances  me  le  permettent. 

1109.  La  formule  fxT~'dx(  1 — x " )’,  égale  à — [cl  . Des  série» pro- 

m L_  n 9 près  à évaluer  les 

entre  les  limites  r=oetr=t  ( n*.  1071  ) , se  rencontre  fré- 
quemment  dans  la  recherche  de  la  probabilité  des  événemens  futurs,  grand»  nombres, 
d’après  l’observation. des  événemens  passés;  les  nombres  m et/>,  qui 
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dépendent  de  ces  derniers , sont  alors  tellement  grands , qu’il  est 
impossible  d’effectuer  la  multiplication  des  facteurs  dont  est  formé 
le  produit  qui  exprime  cette  inrégrale. 

On  a recours  dans  ce  cas  à une  approximation  qui  fait  connoitre 
les  premiers  chiffres  de  ce  produit , et  qui  suffit , parce  qu’il  ne  s’agit 
que  de  rapports  d’intégrales  semblables  à la  proposée.  Les  formules 
du  n*.  945  , donnent  immédiatement  cette  approximation  ; mais 
Laplace  l’a  déduite  aussi  d’une  Théorie  générale , dans  laquelle  il 
s’est  proposé  l’évaluation  des  fonctions  de  grands  nombres,  et  dont 
nous  allons  donner  un  extrait. 


Le  principal  objet  de  ces  recherches  est  d’obtenir  les  intégrales 
des  Fonctions  différentielles  renfermant  des  facteurs  élevés  à de 
grandes  puissances  , par  des  séries  d'autant  plus  convergentes  que 
les  exposans  de  ces  puissances  sont  considérables. 

Soit  ydx=iïti''u"‘" tdx  la  différentielle  à intégrer  entre 

les  limites  x=9  et  x—9';  u,  u , t,  désignant  des  fonctions 

de  r , et  s , s',  s"  etc.  des  nombres  très-grands.  En  représentant  par  Y 
ce  que  devient^,  lorsque  x devient  9 , nous  ferons y=Yc~',  t étant 
le  nombre  dont  le  logarithme  népérien  est  l’unité  ; nous  tirerons 


delà  t— 1 — , et  considérant  x comme  une  fonction  der,  nous 

y 

aurons 


dx  t d'x  1* 


<Px 


x=z9+  — + -yr 1- • , , 

dt  1 dt‘  1.1  dr 


1.1.3 


+ etc. 


en  observant  de  faire , après  les  différentiations , t = 0 , valeur  qui 

Y 

répond  à celle  de  x=9  et  qui  change  y en  Y.  L’équation  r=l  — 

• % dx  ydx  , 

conduisant  à dt  = , on  aura  — = — — - , expression  dans 

y dt  dy 

laquelle  dy  introduit  au  dénominateur  les  exposans  r,  s',  s',  etc.  Si 

l’on  fait  pour  abréger  — v^-=v,  il  viendra  dt—  — ; et  cette 

dy  v 

équation  fournira  le  moyen  d’exprimer  les  coefficient  différentiels 

dx  d?x  d*v  . 

— , — , etc.  par  v , — , etc.  en  traitant  v comme  une  fonction 
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de  *,  et  x comme  une  fonction  de  t ; on  trouvera 

dx  d'x  dvdx  vdv  d3x  d.vdv  dx  vd.vdv 

’ 7?~dxdê~~dx*  d7~  dx * 

d*x  d. vd.vdv  dx  vd. vd.vdv 
d?''  ” 


de 


En  général  on  aura  — — = 
dx * 


dx 5 de  dx 3 

d?x  vd, vd.v, . .dv 


de  dx“ 
...etc. 


dx - 


,en  supposant  dx  constant 


dans  le  second  membre  ; et  représentant  par  V et  que  devient  r quand  x 

Vd.  Vd.V dV  , 


tant  est  égal  à S , ou  r égatà  zéro  , 

• , t 
sera  ce  que  devient  - — , puis  on  obtiendra 
a c 

Vd.VdV 

dv 


dt—‘- 


, „ / Vdv  /• 


de 


i.i.j 


• + etc. 


= yyfder>{ , + £ ft-^  £ + etc.  }. 

Le  second  membre  de  la  dernière  de  ces  équations  dépend  des  inté- 
grales comprises  dans  la  formule / ?dtt~'.  Si , dans  cette  formule , on 
fait  t~‘—  { , les  limites  de  t étant  o et  l'infini , celles  de  1 seront  1 

et  0,  et  l’on  aura  — / irf { ^ 1 à prendre  depuis  ç=t  jusqu'à  t = o» 

n ( n°.  1071  ) ; il  viendra  donc 


ce  qui  donnera  1 . 1. 3 
fydx 


dV  d.VdV  d.Vd.VdV 
VY { » + TT +-77T-+ 7ÏT—  + etc.  } 


di'  ' d 83 

pour  la  valeur  d efydx,  depuis  x = 8 , jusqu’à  la  valeur  de  x , qui 
répond  à t infini.  Prenant  de  même  la  valeur  de  fydx , depuis  *=0', 
jusqu’à  la  valeur  de  a:,  qui  répond  à t infini , ce  qui  s’effectuera  en 
marquant  d’un  accent  les  quantités  Y et  V , pour  indiquer  que  dans 
ce  dernier  cas  elles  se  rapportent  à J',  on  trouvera  qu’entre  les  li- 
mites et  x = 6', 

dV  d.VdV  d.Vd.V’dV  * 

+ 7771 +etc.)} 

} (*)' 

+ «C.)J 


fydx^VYX ,+-+ 


dV  d.VdV 

-FrL*+d9'V  d¥  + 


dû'3 
d.  Vd.  VdV 


d«5. 


rr 


• I 
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La  variable  t a entièrement  disparu  de  ce  résultat , dont  les  diffé- 
rentiations |ne  sont  relatives  qu’aux  lettres  S et  6';  et  si  ces  lettres 
entroient  primitivement  dans  l’expression  de  y , il  ne  faudroit  faire 
varier  que  celles  qu’introduiroit  le  changement  de  x en  9 et  en  5', 
dans  le  passage  de  y à Y et  à Y'. 

Pour  se  convaincre  que  la  formule  (A)  doit  être  en  général  très- 
convergente  , il  suffit  de  remarquer  que  la  quantité 


1 

sdu  s' du'  dp 

— h etc>  + Tj — 
udx  u dx  pdx 


deviendra  d’autant  plus  petite  que  les  exposans  s , s',  etc.  seront 
considérables,  si  toutefois  le  dénominateur  ne  contient  pas  des 
facteurs  de  la  forme  {x—  a)",  dans  lesquels  a diffère  peu  de  9 ou 
de  9'  ; car  il  est  visible  que  la  substitution  de  ces  quantités  rendroit 
ce  facteur  très-petit  , et  que  les  termes  divisés  successivement  par 
(x — a)",  (x — a)""*",  (x — a)’+*,  etc.  deviendroient  de  plus  eq 
plus  grands. 


1 1 10.  Pour  ce  cas  on  désignera  par  Y ce  que  devient^,  lorsqu’on  y 

dy 

change  x en  a ; et  puisque  ( x—  a )"  est  un  facteur  de  , ou  de 

r y 

J.\ — , (x — a)"t‘  sera  le  facteur  correspondant  de  1 — ; on 

y ' y 

AT  — <2 

fera  y = Yc  \ — ? 


:r.-  (ir—  !>)■+» 

1 

d’oh  l’on  conclura  r = (;lF — 1 y)mJrl , x — a = vt~t 

dx  d*X 

y ne  devenant  point  infini  lorsque  x=a.  Les  valeurs  de  — , etc, 

déduites  de  l’équation  J*—  a = vt , en  considérant , dans  le  deuxième 
membre,  v comme  fonction  de  x,  x comme  fonction  de  r,  et  né- 
gligeant les  termes  multipliés  par  t , qui  s cvanouissentlorsque  x=a , 

« (/,  V*  d*mV^ 

se  réduiront  à v , -f — , ,*  -,  etc.  et  mettant  dans  ces  demie* 

4x*  4x* 

res  V au  lieu  de  v ,pour  marquer  qu’il  faut  y changer  x en  a,  après  les 

différentiations  . 
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différentiations , on  aura 

/ d.V * i‘  d'.V'  * rs 

x = a+  H h—, + ~tt  + etc' 


I dx  x.i  dx'  1.1.3 


et  l’on  en  déduira 


_;»+•  d.V'  t d'.Y3  t' 

fydx—Yfdtc  +—t 


+ - 


dx  I 
d*.r*  t3 


dx3  1.1. J 


dx'  1.1 
+ etc.  }. (B), 


expression  dans  laquelle  il  faut  encore  effectuer  les  intégrations  com- 
prises  dans  la  formule  ft’dte  , qui  se  transforme  en 


n — ,77 

"+« 


I y J v "T*  . — l""*'1  . 

— fd{[^\ — J lorsqu’on  fait  e = ç,  et  se  réduit p 


m + 

les  formules  du  n\  418  , au  cas  où  l’exposant  — est  une  frac- 

m+  \ 

tion  négative. 

En  intégrant  par  parties  l’expression  fi'dte~“ ,+l,  après  l’avoir  mise 
— 

sous  la  forme  f t,~n.f‘dtc  : on  trouve 


— e 

ft'dte  = ■ 


m+  I 


■X 


/ («—'»)(/»— im-Q 
1 m+ 1 (m-1-1)* 

j.  («— «)(*—  w- iX«—  3>n—  1). . . (n—rm  + m—r+ 1)  * 

* (*+ir‘,  1 

, j ■.  • . 1 / , .4 

{n-r,)(n-xm-,)...{n-rm-r+x)  — ’H”  ’ 

-•  T - j ».•  («+iy  !f-  • - a \j'Jr  dt*  , - * 

..  • ; . .»:•  ft  -?«*!  . 1 - • 

rétant  le  nombre  égal  au  quotient  entier  de  la  division  den  parm+  t; 
par  là  l’intégrale  proposée  est  ramenée  aux  suivantes 


— («H-1 


fdte  , ftdte  ' .ft^'dtt 

dont  il  faudra  calculer  les  valeurs  par  les  méthodes  approximatives. 
Apptniict.  • Nnn 
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La  formule  (B)  doit  être  regardée  comme  un  supplément  à la 
' formule  (A)  pour  l’intervalle  dans  lequel  x diffère  peu  de  a. 


d y * d*  y* 

On  parviendra  facilement  aux  valeurs  de  V,  — — , — - — - 

dx  dx* 


etc. 


au  moyen  du  développement 
\Y-\y=(x-a)'+'{A+B(. 
pour  lequel  on  a 


A = 


dr+Wy 


B 


) + C(* — a)'+D(x — 4)’+  etc.  } , 
<T*.\y 


etc. 


en  faisant  après  les  différentiations  x-=a  : on  en  tirera  immédiatement 
les  puissances  de  v. 

1 1 1 1 . On  voit  mieux  la  nature  et  les  avantages  des  formules  (A) 
et  (B)  en  les  particularisant , c’est  pourquoi  nous  prendrons 
y = xp(  1 — ■*•)*.  Nous  aurons  pour  la  première 

r_.  y*x  _ *(«—*)  . 

dy  /’  — (/’  + ?)*  ’ 

et  pour  exprimer  que  p et  q sont  de  grands  nombres , nous  ferons 
P = »î- , a — — , « étant  une  très-petite  fraction  ; il  viendra  alors 

et  a w • 

' - *('-*)  . 

* . — (t  +0)  x 

ainsi  v sera  de  l’ordre  a,  et  l’on  voit  évidemment  que  tous  les 
termes  delà  série  (A)  seront  ordonnés  suivant  les  puissances  de  *. 
Cette  série  est  donc  très  - convergente , lorsque  le  dénominateur 
de  v n’est  pas  très-petit  $ l’une  ou  à l’autre  des  limites  de  l’in- 
tégrale , et  pour  cela  il  faut  que  8 et  8'  diffèrent  beaucoup  de  — î — . 

i+p 

En  effet , l’exposant  du  dénominateur  de  v croissant  de  l’unité 
à chaque  différentiation,  le  terme  multiplié  par  a " aura  un  dé- 
nominateur élevé  à la  puissance  im — 1.  Il  suit  de  là  que  a doit 
être  moindre  que  le  quarté  du  dénominateur,  pour  que  la  conver- 
gence ait  lieu.,  et  que  par  conséquent  la  formule  (A)  peut  être  em- 
ployée depuis  x = o jusqu’à  * ==  — - 1,  pourvu  que  «</*. 
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On  trouvera  dans  cette,  hypothèse 


fydx— - 


{* 


( I + É y+r+V 
«(*  + (l  +1 0)’X‘) 


(l +*)**' 


+ etc.  }. 


La  même  série  peut  servir  aussi  depuis  *=  + X jusqu’à  je=t, 

parce  que  1a  supposition  de  x-=i  , donnant  y =0  et  v=o  , la  valeur 
de  fydx , dans  ce  dernier  cas,  ne  diffère  de  celle  qui  répond  au 
premier  que  par  le  signe  de  J1 , à cause  qu’elle  est  prise  en  sens  con- 
traire , par  le  changement  de  signe  qu’a  subi  dans  l’expression 
de  la  limite , la  quantité  X ; il  suffira  donc  d’écrire  dans  la  série 
précédente  — X au  lieu  de  X,  et  de  changer  le  signe  du  résultat 
final. 


1111.  La  valeur  x: 


— ! — , qui  rend  nul  le  dénominateur  de  v , 

t+.a  • 


faisant  évanouir  le  coefficient  différentiel 


*y 


— , répond  au  maximum 

de  y ( n’.  149  );  on  ne  peut  donc  par -ce  qui  précède  obtenir 
l'intégrale  fydx  dans  le  voisinage  de  ce  maximum.  11  faut  alors 

1 

■»«* 


recourir  à la  formule  ( B ) , dans  laquelle  a représentera 
l’exposant  m sera  l’unité,  en  sorte  qu’on  aura 


i+£ 


'='/\r—\y  , = 


V\Y-\y  ’ 


fydx^Yfdu  V+^+4££+~>. 


-(B'). 


Il  est  visible  que  les  termes  de.  cette  série  ne  seront  pas  multipliés 

r 1 

respectivement  par  <e,  «*,  *5,  etc.  mais  par  «,  «*,  etc 

à cause  du  radical  qui  entre  dans  l’expression  de  v.  Les  inté- 

grales  relatives  à t se  ramènent  toutes  i fdtc  , ou  s'obtiennent 

N n n x 
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algébriquement  : on  a par  la  formule  du  n“.  i r ro 

— i‘  —i*  — (•  — .• 


Jtdte  =— , fPdfe  = — {te  + {fdtc 
—i3  — r*  • — <* 

ft'dtt  =■ — {Pc  — -j<  , etc.  - 

Si  l'on  représente  par  J' et  /'  les  deux  limites  de  r,  on  trouvera  entre 
ces  limites , 

fyjx=r{r+i  + )fju- 

1 I.Zifx*  1*  I.l.J.j^dx* 


Y —i‘(d.Y‘  d'.r 1 


cT.r* 


Y -i‘  ( 

T‘  \ 

Y — /'*  f d.  V'  d'.V 3 „ </*.*'*  x ■> 

“T*  .r^r+7^7i;  + ri.'wP(+,)+etc- 1 * 


+ —‘  i-— ~ . 3(^+i)  + etc.  } 

dx  l.ldx  l.i.ydx1  ) 


il  ne  s’agit  plus  que  d’obtenir  l’intégrale  fdi  c 
Ce  résultat  se  simplifie  beaucoup  lorsqu’on  prend  S~  et  de  ma- 
nière qu’ils  répondent  aux  valeurs  de  .v , qui  rendent  y nulle  ; et 

Féquation  r=  V'ÎY—  ly  montre  qu’il  faut  faire  pour  cela 
/== — inf,  l'—  + inf.  Dans  cette  hypothèse  les  quantités 

_/■»  . — i* 

l't  , l"c  y s’évanouissent  (n°.  140)  ; on  a fdtc  =n/~i , et 


, 1 d'.v3  t.3  d^.y*  . 

fydx—Y\/^{Y+ — ;H — — — + etc.  }. 

v 1 1 i.idx ’ 1*  1.1.3. 4aX* 

En  faisant  m = 1 , dans  le  développement  de  1 Y — \y , in- 
diqué n\  1110,  on  aura 

d‘.\y  „ ^ Ji-b 


A-- 


B = - 


l.l.}dX 


1. 1 dx‘’ 
d’où  l’on  tirera 

v=  {A  + B(x— a)+  C(x  — <r)*+etc.  } 


1 . 1 . 3 . 4 dx 


3 «etc. 


— A — {A  * *5(  x— a)  + etc. 

On  formeroit  d’une  «manière  analogue  les  puissances  de  v,  que 
l’on  diffcrentieroit  ensuite  comme  l’exige  la  formule  , puis  on  ferbit 

I 

x — a , supposition  qui  réduit  v à A , et  l’expression 

d'.]y=  — — — , à d‘.iy=  y à cause  que  la  valeur  x—a, 

y y'  y 
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propre  au  maximum , fait  évanouir  dy.  Il  suit  de  là  que  dans  l’hy- 
pothcse  établie  après  les  différentiations  , 


4M  y 
1 .xdx' 


d'Y 

’ xYdx'  ’ 


et  que  par  conséquent  V— 


ViY 


lX_£i 

dx' 


; en  sorte  qu’en  n’ayant 


égard  qu’au  premier  terme  de  la  série , il  vient 


fydx  = 


ÿV\ 


|/l£T’ 

* J 


ou  (fy  d x)' 


ir  Y’ 
d'Y  * 

~JT' 


Dans  l’exemple  que  nous  avons  choisi,  oit  y = xf{  1 — x)\ 

p 

on  trouve  a = ; et  calculant  d’après  cette  dernière  valeur 

P+1 

d*Y 

celles  de  Y et  de  — - , on  obtient , en  conservant  les  dénomin£> 


lions  adoptées  plus  haut  , 
fydx  — 


f+VTT: 


(•  + *) 


t+1+  {' 


Si  on  poursuivoit  le  calcul , on  trouveroit  de  même  les  autres 
termes  de  l’expression  de  fydx r;  tous  rentreroient  dans  ceux  de  la 
série  qu’on  obtiendroit  en  développant  l’intégrale  fydx , en  produit 
indéfini  ( n”.  1071  ),  et  en  calculant  ces  produits  par  la  méthode 
du  n°.  945. 


11 13.  Si  les  limites  de  l’intégrale  fydx  étôient  quelconques,' 

,» 

l’intégrale  fdte  ne  seroit  plus  donnée  immédiatement  parla  cir- 
conférence du  cercle,  et  si  l’exposant  m du  facteur  x — a,  dans  1 Y — ly, 
surpassoit  x , oa  auroit  aussi  de  nouvelles  intégrales  à évaluer. 

* — t* 

Pour  calculer  immédiatement  la  valeur  d e fdte  , lorsqu’elle  ne 
doit  pas  être  prise  entre  les  deux  limites  infinies  de  t , Laplace  donne 
deux  séries  que  nous  allons  rapporter. 
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» 

i*.  En  développant  l’exponentielle  t , suivant  les  puissances 
de  r,  et  intégrant  chaque  terme  depuis  e=o,  jusqu’à  t—  T,  on  obtient 


T— 


i_  r j_  r 

i î ».»  5 


t 


i.z.3 


T’ 

— + etc.  . 

7 


Tant  que  T ne  sera  pas  très-grand , cette  série  sera  convergente  ; et 
elle  tend  toujours  à le  devenir  par  sa  nature  ( Int.  n°.  n ). 


i\  On  peut  donner  à la  différentielle  du  la  forme 

i — i*  . , . ... 

— . i tdtt  , et  en  intégrant  ensuite  par  parties  relativement  au 
second  facteur , on  trouvera  .cette  série 


iT‘  ■ i*P 


z’T6 


+ 


etc.). 


qui  paroît  convergente  au  moins  dans  ses  premiers  termes  lorsque  T 
est  très -grand,  mais  qui  pourtant  finit  par  être  divergente.  Ce- 
pendant comme  les  termes  qui  la  composent  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  sa  partie  convergente  peut  encore -donner  des 

— i*  . . 

limites  de  la  valeur  de  /du  , depuis  t infini , jusqu’à  r=T;  ces 
limites  seront  resserrées  le  plus  qu’il  sera  possible  , lorsqu’on  aura 
poussé  la  série  jusqu’à  la  fin  de  la  convergence , c’est-à-dire  , jusqu’au 
point  oît  la  différence  de  deux  termes  consécutifs  est  moindre  que 
dans  le  reste  de  la  série. 


Ce  que  nous  avons  dit  précédemmentsur  les  intégrales  définies  de 
la  forme  fd  , nous  dispense  de  suivre  Laplace  dans  les  détails 

où  il  entre  relativement  à l’intégrale  ft'dt  e , lorsqu’elle  doit 
être  prise  depuis  t ss  o , jusqu’à  t infini.  En  effet , cette  intégrale  a été 


n — m 

transformée  dans  le  n*.  mo  en * en 

_ ml'TT' 

faisant  e = { , et  celle-ci  doit  visiblement  être  prise  entre  les 
limites  { = l et  ^ = o , quand  1a  première  l’«st  depuis  / = o , 


» 
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jusqu’à  t infini;  les  théorèmes  des  n°'.  1104  et  suiv.  s'appliquent 

—i”+‘ 

donc  alors  à l’intégrale  ffdtt  %,  et  donnent  des  moyens  d’en 
réduire  les  différens  cas  aux  transcendantes  distinctes  qu’elle 
contient,. 

11 14.  Laplace  indique  ensuite  ce  qu’il  faut  faire  pour  appli- 
quer sa  méthode  aux  intégrales  doubles  et  triples.  Il  montre 
d'abord  comment  on  peut  changer  leurs  limites  variables  en  d’autres 
qui  soient  déterminées.  S’il  s’agissoit , par  exemple , d’évaluer  la  for- 
mule ffydxdx',  en  intégrant  en  premier  lieu  depuis  x'—X , 
jusqu’à  x'=X',  on  feroit  x'=X+  u(X’ — X)\  on  transformeroit  , 
d’après  cette  hypothèse,  l’expression  ffydxdx'  en  une  autre  de 
la  forme  Jfy{X — X)  dxdu  , du«(  n*.  517  ) , dans  laquelle  l’in- 
tégration relative  à u s’effectueroit  depuis  u=o , jusqu’à  uzi. 

Cela  posé , nous  regarderons  dans  ce  qui  va  suivre  l’intégrale 
ffydxdx',  comme  ayant  des  limites  constantes,  savoir: 
x = 0 , x~y,  x'—  y. 


Représentant  à l’ordinaire  par  Y ce  que  devient  y , lorsqu’on  y 

—u.  1' 

change  a:  et  x en  8 et  8',  on  feray=Ie  , ou  \Y — 1 y = t+t'; 
substituant  ensuite  8+j  et  !'+{',  à x et  à x',  puis  développant 
1 Y—  \y  en  série , par  rapport  aux  puissances  de  f et  de  ( n’,  3 1 ), 
on  mettra  le  résultat  sous  la  forme 

M{+M'(=r  + t', 

en  rassemblant  dans  M tous  les  termes  qui  contiendront  { seul  ou  ç 
combiné  avec  (,  et  dans  M'  ceux  qui  ne  contiendront  que  on 
fera  séparément 

Mi  — t, 


La  seconde  équation  fournira  immédiatement  par  le  retour  des  suites , 
une  expression  de  ( en  à l’aide  de  laquelle  on  tirera  de  la  première 
l’expression  de  { en  / et  il  ne  restera  plus  qu’à  transformer  le 
produit  dxd x’=d[df,  au  moyen  des  différentielles  dt  et  dt?  , et 
en  supposant  on  aura  ( n*.  5-18  ) 


ffydxdx'=Yj'J%- 


d.Nt  d.N't' 


dt 


dt' 


dtdt'.l 


f 


47*  Ch. III.  Application  du  Calcul  intégral 
1'intcgration  des  différens  termes  dit  second  membre  de  cette  équation 

dépendra  des  formules  ft"dte~',  f t“d t'e  ; si  l’on  com- 

mence par  l’intégration  relative  à t',  et  qu’entre  les  limites  t'=o 
et  t inüni , l’on  ait  . 


d.Nt 

di 


d.Nt' 

dt 


dx'=Qi 


Y Q sera  la  valeur  de  fydx ',  depuis  x'=  J',  jusqu’à  la  valeur  de  x', 
qui  répond  à t' infini.  Remplaçant  ensuite  V par  fi,  dans^  et  dans  Q , 
que  nous  changerons  en  conséquence  en  I"  et  Q',  nous  aurons  Y'Q' 
pour  la  valeur  de  fydx',  depuis  x'—n',  jusqu’à  la  valeur  de  x'  qui 
répond  à l’infini,  et  nous  conclurons  de  là  que  YQ — Y'Qf  est  la 
valeur  complète  de  fydx',  ou  que  pour  obtenir  ffydxdx',  il  ne- 
reste  plus  qu’à  intégrer  par  rapport  à t la  fonction  Y Qdt — Y'Q'dt. 
Faisant  alors  f Qd  t=R,f  Q'd  t— R' , R et  R'  étant  prises  depuis  t=o, 
jusqu’à  e—  infini,  on  aura  Y R — Y' R',  pour  la  valeur  de  fydxdx  , 
depuis  x — 9,  jusqu'à  la  valeur  de  .r  qui  répond  à t infini.  Fnfin 
dans  I’,  Y',  R et  R',  on  changera  9 en  p , et  représentant  les  résultats 
par  T, , Y\ , R , et  R't , on  obtiendra  YRt — Y'  R! t , pour  la  valeur 
de  ffydxdx',  depuis  x~p , jusqu’à  la  valeur  de  * -qui  répond 
à t infini.  Prenant  la  différence  entre  cette  quantité  et  la  précédente, 
on  trouvera  qu’entre  les  limites  x'—  J'  et  x'=u',  et  *•=■.,« , 
ffydxdxfz=YR—Y'R'—Ylfll+Y'lR'l. 

Cette  formule  est  analogue  à l’équation  (J)d\*  n*.  1109,  et 
ne  peut  pas  non  plus  servir  aux  environs  du  maximum  de  y j 
pour  en  trouver  une  qui  soit  appropriée  à ce  cas , il  faut  considérer 
si  le  maximum  a lieu  par  rapport  à l’une  des  variables  seulement , 
ou  par  rapport  à toutes  deux  en  même  tems , c’est-à-dire , s’il  ne  fait 

évanouir  que  l’un  des  coefficiens  différentiels  , ou  s’il  les” 

. dx  dx  ‘ : ; • 

rend  nuis  tous  deux  ( n°.  1 54  ).  Si  Ton  avoir  seulement' — = o , 

. idx c- 

• I1—  t*  , f 

on  pren droit y=zYc  , tandis  qu’il  faudroit  faire  yszYt  • , 

si  l’on  avoit  en  même  tems  — = 0 , -^-r  =0. 

dx  ’ dx  -T. 


nxj. 
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ni 3.  Sans  s’arrêter  à ces  circonstances  particulières,  Laplace 
indique  le  moyen  de  parvenir  à des  formules  qui  donnent  l’intégrale 
ffydxdx'dx ",  entre  les  limites  de  x , de  x'  et  de  x\  qui  rendent^ 
nul.  Il  part  pour  cela  du  maximum  absolu  de  la  fonction  y , qu’il 
suppose  correspondre  à x=a,  x'—a' , x=a\  et  qu’il  désigne  par  ¥\ 
il  fait 

y = ¥e  , + x'=a+j,  x"=a"+ 


et  développant  ensuite , suivant  les  puissances  de  ^ le  premier 
membre  de  l’équation 

ir—ly  = i‘+d‘  + e", 
il  lui  donne  la  forme 

M?+  M'(‘  + MY‘—  «*  + /*  + r**, 


en  réunissant  dans  M tous  les  termes  multipliés  par  j* , et  conte- 
nant j dans  M'  ceux  qui  ne  contiennent  que  {'  et  {*,  et  enfin 
dans  M ' ceux  qui  ne  contiennent  que  seul.  Il  déduit  de  là  les 
trois  équations 


qui  résolues , en  commençant  par  la  dernière , au  moyen  du  retour 
des  suites , donnent 

{=*',  ï=ny, 

N"  étant  une  fonction  de  t"  seul , N’  une  fonction  de  d et  et 
enfin  N une  fonction  de  t'  , d et  Cela  fait  , il  transforme 


dxdx'dx"=d{di'dC,  en 


d.N t d.N't'  i.N’t" 
dt  dt'  dd' 


■dcdt'dt',  il  obtient 


fiïy  dxdx’dx‘= 


Nt  d.N’t’  d.N’t’ 

'Ji  17~ 


■deddddt 


<'•— r"» 


Il  ne  s’agit  plus  maintenant  que  d’évaluer  les  intégrales  des  termes 
du  second  membre , comprises  dans  la  formule 


ffftd  t " dtdddd't 


les  limites  des  variables  t , d , t étant  l’infini  négatif  et  l’infini  po- 
sitif, on  reconnoîtra  comme  dans  le  n\  mi,  que  l’intégrale  ci- 
dessus  s’évanouit  toutes  les  fois  que  l’un  des  nombres  n , /»',  n". 
Appendice.  O O O 
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sera  impair  ; et  dans  le  cas  où  ces  exposans  seroient  pairs  ou  de  la 
forme  li,  i i',  ii“,  on  trouvera  , au  moyen  de  l’intégration  par 
parties,  que  la  même  expression  se  réduit  à 

i 

I.  3.  5..  .(n—  1).  1.3. . .(li' — 1).  1.3. 5...  (ii" — i)t* 

l+T+r  ’ 


résultat  dans  lequel.le  numérateur  de  l’exposant  de  » est  égal  au 
- nombre  des  variables  indépendantes  x , x',  x". 

Si  l’on  veut  se  borner  au  premier  terme  de  la  série  qui  exprime 
l’intégrale  fy  dx  d x'dx",  terme  qui  suffira  lorsque  les  exposans  des 
facteurs  de_y  seront  en  très- grands  nombres,  on  aura  , par  un  calcul 
semblable  à celui  qui  termine  le  n°.  1111, 

1 d'Y 


— - 


Y dx" 


U'—X-ÏL 

Y dx'" 


. , d'Y  d'Y  d'Y 

les  quantités  — , , -j^ïz  , désignant  ce  que  deviennent  les 

• ( , 

coefficiens  différentiels  . ■,  , ■■■  , lorsqu’on  y substitue 

dx'  dx'  dx' 

a , a\  a",  au  lieu  de  x , x".  On  tirera  de  là 


Y't 


rv 


Y't ’ 


1/: 


d'Y 


{ = ■ 


K dl K dx" 


dx' 


pub  cette  équation  approchée 

> I 

Y'  Y' 


dx" 
fy  dx  d x'd x'- 


d’où  l’on  conclura  cette  autre 


dtdtdtU 


d'Y 


dx"' 


fydxdx'dx"= ( 

» /d'Y  d'Y  d'Y 

dj'  dx"  dx"' 


En  calculant  à priori  l'intégrale  fdtdidt't 


, nous  n avons 
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considéré  que  trois  variables , mais  il  est  évident  que  la  méthode 
demeurera  la  même  quel  que  soit  le  nombre  des  variables, 

11 16.  Nous  allons  acquitter  ici  l’engagement  que  nous  avons  pris  tnmcendanie'  '* 
dans  le  n°.  43  f,  de  faire  connoître  plus  en  détail  la  transcen-  f ‘dx _ 

dam eJ~T~>  clui  se  en  lorsqu’on  fait  t'=î. 

En  développant  e*,  nous  avons  déjà  trouvé  la  série 


f- 


’^X  , 1 x l x'  I 

— -=(lar-r-  + -_+. 


I 


* ' 3 1.1.3  ' 4 1.1.3. 4 +etC'^‘"^^ 

St  1 on  fait  *=1 , on  a une  limite  naturelle  de  cette  intégrale  donnée 
par  la  série  convergente 


, 1 1 1 


. 1 
■H — • 


-t-  etc.  = <t . 


1 t.x  3 1.1.3  4 1.1.3. 4 

et  l’on  trouve  avec  cette  valeur  de  * , 

re’Jx  p r.i  1 i 1 1 , 

J x LV=”J  « n i t.in*  +j  t . i.  3/13  + etCl  )• 

Cette  formule  donnera  facilement  les  diverses  valeurs  de  l’intégrale  , 

depuis  x='~,  jusqu’à  *=i;  elle  fait  voir  que  la  valeur  de 

/t*dx 

— — , prise  depuis  x=i  jusqu’à  *=o , est  infinie  , car  la  série 
est  de  plus  en  plus  convergente  à mesure  que  n augmente  et  se  réduit 
à — 1-  lorsque  n est  infinie. 

« K • 

Si  Ion  se  servoit  de  la  série  (1)  pour  les  valeurs  négatives  de  x , 
on  seroit  tenté  de  croire  que  la  fonction  j-td*  «t  imaginaire 

pour  ces  valeurs , ce  qui  pourtant  ne  sauroit  être  , ainsi  qu’on  peut 
s en  convaincre  en  suivant  la  marche  de  cette  intégrale  par  les 
valeurs  successives  de  la  fonction  différentielle,  d’après  la  méthode  du 
n . 470  ; mais  on  parvient  à un  résultat  réel,  en  changeant  le  signe 

Ooo  t 
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de  x avant  l’intégration  , car  on  a 

/t~’X  — dx  f I Xi*  > 

=/• — dx  — +i + etc.  r 

X l X i.x  1.1.3  •* 


d’où  l’on  conclut 
' C'dx 


/- 


, X I X IX 

:lx 1 

T 1 1.1  3 1.1.3 


+ etc. 


x étant  pris  avec  le  signe  4-  , dans  cette  équation.  L’hypothèse  x=o 
donne  encore  un  résultat  infini , et  l’on  peut  fixer  l’origine  de  l’in- 
tégrale à x=l  , mais  il  restera  à savoir  ce  qu’elle  devient  quand  x est 
infini  , car  il  se  peut  que  la  différence  entre  la  partie  positive  et  la 
partie  négative  du  second  membre  demeure  finie,  quoique  chacune 

de  ces  parties  soit  infinie;  et  dans  ce  cas  l’intégrale  * prise 

depuis  x=t  jusqu’à  x infini  négativement , auroif  une  valeur  finie. 

Pour  éclaircir  cette  difficulté  considérons  l’expression  f~rL~y 

\ J * 

qui  répond  à la  série  (1),  transformée  d’après  la  relation  es=  ç; 
nous  aurons 


f 


h 


1 1 1.1  3 1.1.3 


4*  etc.  (1) •* 


les  valeurs  x== — 1 et  x infini  négativement  correspondent  à î=<-' 
et  à {=0 , limites  dans  lesquelles  la  série  ci-dessus  a des  termes 

infinis  et  un  imaginaire.  Si  l’on  intègre  Par  Part‘es  re- 

lativement au  facteur  d[,  on  obtiendra 


ç±l- 

î 

t 

J Ot y 


etc. 


-I-  etc. 


etc. 

d’où  l’on  conclura  l’équation 
d{  _ | t 1 

r‘"cik+(ûÿT(>t)"  004 

dont  le  second  membre  a la  propriété  de  s’évanouir  lorsque  {=0, 
et  se  réduit  à 

— «_‘{i — i + i.i — 1.».3+  etc.  } 


fi 


1.2  T . 2 . 3 

+ 7T-T5+- 


!• 


•(3), 
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lorsque  {=e~\  En  ajoutant  à la  série  (a)  la  constante  E + 1 — F , 
ou  f+lf+l—  i , et  en  observant  que  1 — i +11{=1(— 1{) , on  aura 

ir=E+'F+'(~]{)+'l+'^+l  -r!iT+etc-  )-(4)’ 

puis  faisant  pour  abréger  E 4-  VF— A , et  comparant  cette  série 
avec  ( J ) , en  supposant  dans  l’une  et  dans  l’autre  { = «_1,  on 
formera  l’équation 

+ etc. 


A_  i l j t 

i z t.z  3 i.z.j 


= — t—  i + I.Z — i.z.j  + etc.  } , 
de  laquelle  on  tirera 

A = — C'{  i — M)  + 

en  représentant  par  M la  série  divergente 

t — i.x  + i.z.  3 — t.z.  3. 4 etc. 

dont  la  limite  rapportée  n°.  1047,  est  0,40363  Z4077,  et  par  A’ la 
série  convergente 

tti  1 

■etc. 


1 1 , t 1 

1 . h-. 

Z I.Z  3 I.Z. 3 


égale  à 0,796399599x97  ; on  aura  donc  ^ = 0,377x16.  Les 
séries  (3)  et  (4)  étant  égales  pour  une  valeur  de  { doivent  le  demeurer 
toujours  ; ainsi  la  première  s’évanouissant  quand  { = o , la  seconde 
en  doit  faire  autant.  L’expression 

y*_^+1(_,i)+ ;.w 

donnera  par  conséquent  la  valeur  d ^ partir  de  {=0,  pour 
toutes  les  valeurs  négatives  de  1 { , et  la  formule  correspondante 


celles 


ùî-=j+K-.)+i+is-+i-iL- 

* I Z I.Z  3 I.Z. 3 

Jx 


+ etc. 


•(O» 


*/- 


- à partir  de  * infini  négativement. 


1 1 17.  En  opérant  immédiatement  sur  l’expression  J , nous 

allons  déterminer  de  nouveau  la  constante  A,  et  avec  plus  d’exac- 
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• • • i "•  X 

titude  que  ci-dessus.  Si  l’on  intègre  par  parties  la  différentielle , 

X 

par  rapport  au  facteur  t’d  je  , on  trouvera 

/t’dx  f*  f“  t’J  x 

X X J X' 

/t’d  x ('  ('  /*t’d  X 

=—+—+*/ — r 

x x x'  J X 


f- 


t’dx  t’  ^ t’  + it’  ^ i.  ]t* 


X X X X 

2. 3. 4.... (fl — 1)«* 


+ 1.3.4. 


rt'dx 

nJ—' 


développant  ensuite  t’  suivant  les  puissances  de  x , on  aura 

/t’dx  f*dx  x x‘  x5 

T = / — TT-  ( I 4 h1  ■ —4 + ) • 

*'+•  J v I t.l  1.1.3 

_ _ï 1 1 

* nx"  ( n — i)*"-1  x ( n — i)*“ 

» ^ >(-*)  ’ 


2.3 (n — l)x  1.3. ...n 

x I x* 


t 


1 

:+- 


+ etc. 


1.3. . .(«4-  1 ) 3 i.3...(/i4-j) 

en  désignant  par  4n  la  constante  arbitraire  et  en  observant  de  changer 

le  terme  — en  — — , afin  d’cviter  les  imaginaires  pour  le  cas  où  x 
seroit  négatif.  La  substitution  de  ce  développement  dans  celui 
de/-“T-  - , obtenu  plus  haut , conduit  à 


t’dx  t’  t’  1 1* 

— h— 4 5— 

x x * x 


2.3.4.  ...(n — t )«* 


+ An 


2.3.../1 


nx' 


1. 3 . . . n , . . 

. v— +1(  — *) 

(« — 1 ) xn  1 X * 


X 

+— + 


/i+I  ’ i(fl+l)(n+l)  ‘ 3(,I+,)(/,+  *)('»+3)  + etC ' 

Ce  résultat  renferme  trois  séries  dont  les  deux  premières  sont  finies  ; 
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le  nombre  de  leurs  termes  dépend  de  n,  et  si  l’on  prend  »+i  au 
lieu  de  n,  on  aura  en  changeant  la  constante  arbitraire  An  en  An+X , 

/Six  S 

x x 


, «*  , *•  3 ("—«>’  , î-î.-.-nS 

' 1 T*  • • • "1 ~Z T" 

X*  X x 


X 

+ -T-  + 


(*  + iK+1 

x* 


n+  1 , 1 f y. 


«+»  i(n+i)(n+3)  }(«+i)('»  + 3Xn  + 4) 

Pour  comparer  ce  résultat  au  précédent,  il  faut  développer  dans 
l’un  le  terme  1 • 1 t qui  ne  se  trouve  pas  dans  l’autre  et  qui 


*,+' 


donne  la  série 

la  ^ • • • • ^ ^ 1*3  • 


• fl  II 

— • • • • H 1 — : — h - 


+ etc. 


x ’~r'  x " x n+t  (n+ t)(«-+i) 

effaçant  ensuite  les  termes  communs,  et  rapprochant  de  la  cons- 


tante 4„.,  le  terme  invariable 


A.=A. 


, il  restera  seulement 
1 


n + i 


n+t 
» °U  An+l^Ar 


n + i 


équation  qui  montre  ce  que  devient  la  constante  lorsqu’on  introduit 

un  nouveau  terme  dans  la  série 

<*  , S xS 
— + — + — +«C. 
x X * xa 

ou  que  l’on  passe  du  développement  de 


à celui  de 


t * j e* 

....4*1 . î .....  .71  1 

''Six 

* x% 

+ J J 

x'*'  » 

S S 

rsix 

+—•  • • • 

X x 

GF*’ 

Maintenant  il 


est  visible  que  puisque  la  constante  A répond  au  cas  oit  l’on  déve- 
loppe immédiatement  S suivant  les  puissances  de  * , la  constante  A, 

celle  qu’il  faudra  substituer  à A quand  on  prendra  — + / — - — 

X J X 


sera 
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et  l’on  aura  At—A — 1 ; lorsqu’on  employera 

a rfdx  .....  . 1 1 _ 

1 — -fi  / : — , il  viendra  A=A, —A  — 1 . En  con- 

X x‘  J A 1 % 

tinuant  ainsi  de  proche  en  proche , on  obtiendra 

A-A- ,-I_-  _!• 

x 3 /i 

au  moyen  de  cette  valeur  l’équation  (A')  , ne  dépendra  plus  que  de 
la  constante  A , et  deviendra 


t*Jx  1 i.x 

==<  I 7 + + 

• x (x  x‘  X 


i.x. . . . (n — 1 ) 


î ' • 


j , » 1 1 t_ 

, » } 4 " 


1»  ^ • A 1 1 J « * • «fl 


/IX" 


( n — 1 ) jc*-1 
*• 


'«+!  ' x(n+i)(n+x)+  3(n+i)(n+x)(n+3)  + .(AP)* 

Si  l’on  fait  x=  — n,  dans  les  diverses  séries  qui  composent  le 
second  membre  de  cette  équation , et  qu’on  en  cherche  la  limite  en 
supposant  n infinie  , on  verra  d’abord  que  la  première , multipliée 
par  e~”,  doit  s’évanouir  ; quant  aux  séries 


x.3. 


nx* 

x 

+ — TT+ 


X • • • «R 


n 

x 


n+l  x(n+l)(n  + x)  }(»+  i)(n+x)(n  + 3) 


+ etc. 


elles  se  détruisent  réciproquement , car  les  termes  — -et  4 — — , 

x n+ 1 

devenant  — - et  4 — , sont  égaux  lorsqu’on  suppose  n infinie  ; 

n «4-1 


..  , (n — 1)/» 

il  en  est  de  meme  des  termes  1 — et 


(n — i)/i 
en  è et 


xn*  x(n4-iX;»4-0 


xx‘  l(n+i)(n+i) 
, etc.  on  aura  donc 


, changés 


f- 


dix  III  I , . . 

-—A—  1 4- 1(— «). 

x 3 4 n' 


La 
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La  valeur  de  la  constante  A ne  dépend  donc  que  de  celle  de  la  série 


i 


iii 
+ — I — I — . . 
* 3 4 


i 

► • • 9 

n 


dont  la  somme,  lorsque»  est  trcs-grand,  est  ln  + C ( n*.  939  ), 
C représentant  le  nombre  0,5771136649013313.  U suit  de  là  qu’à 
la  limite , ou  lorsque  x = — n , on  a 


Ci 


et  qu’en  prenant  par  conséquent  cette  limite  pour  l’origine  de  l’in- 
tégrale on  aura  A = C,  ou  A= 0,5771156649015313,  résultat 
beaucoup  plus  exact  que  celui  du  n".  précéd.. 

Mascheroni,  en  poussant  le  calcul  indiqué  dans  le  n°.  939,  jusqu’au 
centième  terme  de  la  série  1 + 7 + j-  + etc.  a trouvé 

C ou  ^=0,577115  664901  531860  618111  090081  39. 

La  relation  qui  existe  entre  A et  M ( n\  précéd.  ),  savoir; 
A=.L  + e~'{M — 1),  donnant  M=zt(A — 1)4- 1,  le  conduit  à 
M = 0,403651  637676  805915  7. 

Cette  valeur  de  la  limite  de  la  série  divergente 

1 — 1.1.  4- 1.^.3 — 1.1.3.44-  etc. 
est  beaucoup  plus  approchée  que  celle  du  n°.  1047,'  que  d’après 
Euler , nous  avons  crue  vraie  jusqu’au  dernier  chiffre. 

Il  faut  observer  que  tout  ce  qui  précède  repose  sur  les  séries 


7 7 *•?  1.1.? 

+ etc* 

t’  t*  iex  1.3  £* 

— I — — +— Ï-+— 4—  + etc. 

XX  X X* 


qui  sont  divergentes  et  ne  peuvent  par  conséquent  donner  immédia- 

/d  r ^ x 

- — - et  de  J , à moins  qu’on  ne 

tienne  compte  du  complément  ( Int.  n°.  5 ) , lorsqu’on  s’arrête  à 
un  terme  particulier  ; c’est  ce  qu’on  a fait  pour  la  seconde , en  déve- 
loppant l’intégrale  ; mais  quant  à la  première , 
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on  ne 
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l’employe  jamais  qu’en  entier  et  comme  un  développement , suivant 
la  remarque  du  n".  4 de  l’Introduction. 

11 18.  La  série  (a')  est  visiblement  celle  qu’il  faut’ employer 
lorsque  j est  peu  différent  de  l’unité,  parce  qu’alors  1 { est  une 
quantité  fort  petite  ; elle  devient  encore  convergente  après  un  certain 
nombre  de  termes , même  quand  1 { est  assez  grand  ; mais  la  série  ( N' J 
étant  transformée  comme  on  va  le  voir,  est  plus  commode  pour  ce 
cas.  Si  l’on  fait  71  = — x + r,  r désignant  une  petite  fraction,  soit 
positive  , soit  négative , on  aura 


1 , / . . r r*  r1 

1 — x=  1 (n — r)  — 1 n — — - — etc. 

n xn  jn3 


et  l’on  changera  par  ce  moyen  l’équation  (A'')  en 

.=Jl+±+JL+hl + 

Iat  x‘  x1  x*  ) 


. iii  ï , r r*  r3 

+ A — 1 — — h w — » — — - — — - — etc. 

134  n n xn'  3/13 


** 


n+l  l(n+l)(n  + x)  j(n+l)(n  + l)(/»+î) 
n (n — i)n  (n — a)(n — i)jj 


X 1**  3* 

résultat  dans  lequel  il  faudra  remplacer’la  série — 1 — j — ÿ — -i  — etc. 
par  la  somme  obtenue  dans  le  n*.  939.  En  mettant  ensuite  1{,  au 
lieu  de  x , il  viendra 

1.3. . ..(/»—  1 ) j 


{lia  1.3 

ü+(üF+(>üt+(ïüî 


xn 

»« 


B,  

xn'  4 n: 

(!<*) 


B,  B, 


(k)‘ 

? 


+—  ~ 6^  “e,C-n  “ ï?  “ e,C‘ 

(k)5 


■ etc. 


n+ 1 i(» +»)(«+»)  3(71+ i)(n+i)(n  + 3) 

n (n — i)n  (n — 1)  (n — i)n 

k ~*(k/  ïtkÿ 

formule  dans  laquelle  B, , 5, , 2?5 , etc.  représentent  les  nombres  de 
Bernoulli , et  dont  tous  les  termes  sont  moindres  que  l’unité , â 

l’exception  de  » qui  est  égal  à — — , et  <z. 


/ 
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11 19.  Il  nous  resferoit  à chercher  une  série  qui  donnât  l’intégrale 

, depuis  t = o jusqu’à  { infini  positif. 

En  s’appuyant  sur  la  forme  des  séries  (1)  et  (î),  Euler  pensoit 
que  si  cette  intégrale  étoit  considérée  comme  réelle  entre  {=0  et  1 , 
elle  devoir  cire  regardée  comme  imaginaire  entre  i et  { infini, 
ou  vice  versa.  Cette  conséquence  paroît  d’abord  difficile  à admettre 

parce  qu’en  suivant  la  marche  du  coefficient  différentiel  — , dont 

les  valeurs  successives  forment  celles  de  l’intégrale  ( n*.  470  ) , on 
voit  qu’il  demeure  toujours  réel , en  passant  à la  vérité  du  négatif  au 
positif  par  l’infini.  Cette  difficulté  est  une  des  objections  que  faisoit 
Bernoulli  contre  le  système  de  Leibnitz , sur  les  logarithmes  des 
nombres  négatifs  ( n".  494  ) ; mais  le  passage  par  l'infini , paroît 
rompre  quelquefois  le  lien  de  la  continuité  , ainsi  que  je  l’ai  montré 
dans  le  n“.  cité  ; et  il  en  résulte  que  quoique  l’on  puisse  avoir  sépa- 
rément sous  une  forme  réelle  les  deux  parties  de  l'intégrale  pro- 
posée , elles  ne  sauroient  être  représentées  par  une  même  expression  , 
et  qu’il  est  par  conséquent  impossible  de  déterminer  la  constante 
arbitraire , de  manière  qu’elle  demeure  la  même  dans  toute  l’étendue 
de  cette  intégrale. 


1 1 10.  Nous  allons  présenter  ici  le  germe  de  l’une  des  branches  de 
l’Analyse,  qui  semble  promettre  la  plus  ample  moisson  de  décou- 
vertes et  de  laquelle  on  doit  le  plus  espérer  pour  le  perfectionnement 
du  Calcul  intégral.  Nous  avons  déjà  fait  observer  plusieurs  fois 
(n1”.  675,  697,  965  ),  que  le  nombre  des  transcendantes  distinctes 
pouvoit  être  très-grand  , et  qu’il  existoit  probablement  des  fonctions 
dont  les  coefficiens  différentiels  ne  pouvoient  s’exprimer  par  la  variable 
indépendante  seulement , ce  qui  rendoit  impossible  la  séparation  des 
variables  dans  les  équations  différentielles  d’où  dépendoient  ces  fonc- 
tions. Quand  même  on  auroit  l’analyse  complète  des  transcendantes 
explicites , c’est-à-dire,  exprimées  par  des  intégrales  à une  seule  variable, 
ou  relatives  aux  quadratures , on  ne  sauroit  encore  rien  sur  la  nature 
de  celles  qui  sont  implicites , ou  données  seulement  par  des  équations 
différentielles  dans  lesquelles  les  variables  sont  mêlées.  La  difficulté  de 

Ppp  z 


U>agC  des  inté- 
grales définie»  , 
pour  exprimer  le* 
fonctions  donnée» 
par  des  équations 
différentielles. 
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séparer  les  variables  dans  une  équation  différentielle  tient  sans  doute 
quelquefois  à la  manière  dont  elles  sont  liées,  même  algébriquement , 
dans  son  intégrale.  Si  cette  dernière  étoit  par  rapport  à l’uneet  à l’autre 
d’un  degré  supérieur , et  qu’on  ne  sût  pas  la  résoudre  généralement , 
il  ne  seroit  pas  étonnant  que  ne  pouvant  parvenir  à l’expression  finie 
de  la  fonction  par  l’équation  primitive , on  ne  pût  pas  non  plus  obtenir 
une  semblable  expression  de  son  coefficient  différentiel  ; mais  outre 
ce  cas , dans  lequel  le  facteur  propre  à rendre  l’équation  différentielle 
intégrable , doit  être  susceptible  d’une  forme  finie,  on  sent  qu’il  peut 
en  exister  d’autres  dans  lesquels  la  relation  primitive  entre  la  fonction 
et  la  variable  indépendante,  ne  puisse  être  exprimée  algébrique- 
ment. Cest  pour  ceux  là  , que  l’on  rencontre  presque  toujours  lors- 
qu’on veut  appliquer  les  Mathématiques  à la  Physique , qu’il  faut 
se  préparer  des  ressources  particulières.  Euler  a encore  donné  dans 
ce  genre  une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  de  son  génie,  en  in- 
diquant le  parti  qu’on  pouvoit  tirer  des  intégrales  définies  : voici 
comme  il  présente  la  chose. 

Soit  y = J y dx  y V étant  une  fonction  de  * et  de  a,  l’inté- 
gration ne  devant  avoir  lieu  que  par  rapport  à la  première  de  ces 
variables,  et  se  terminant  à x=a  ; de  cette  manière^  se  réduit  à 
une  fonction  de  u seul  , et  ses  cocfficiens  différentiels  sont 

dy  d*y  . * 

— , — , etc.  Il  est  visible  que  la  variable  x , qui  disparoît  après 
du  du * 

l’intégration  , introduit  dans  l’expression  de  y une  généralité  , beau- 
coup plus  grande  que  celle  des  formes  employées  jusqu’ici  ; aussi 
est- il  arrivé,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  que  des  équations 
différentielles  en  y et  u , dont  on  n’avoit  pu  obtenir  l’intégrale 
sous  une  forme  finie  ont  eu  une  solution  de  cette  nature  , la  trans- 
cendance de  la  relation  entre  y et  u étant  rejettée  sur  la  nouvelle 
variable  x.  Euler  n’est  d’abord  parvenu  qu’à  former  l’équation  diffé- 
rentielle par  Je  moyen  de  l’intégrale  ainsi  qu’il  suit. 

En  différentiant  complètement  y , on  a 


/, iV 

- — dx  ( n°.  551  ), 

d U 

/dV 

— — dx  étant  prise  entre  les  mêmes  limites  que  JVdx 

d U 
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La  fonction  y resteroit  encore  indéterminée , si  l’on  ne  fixoit  pas  en 
même  tems  l’origine  de  l’intégrale , et  c’est  ce  qu’Euler  fait  en  suppo- 
sant qu’elle  s’évanouisse  lorsque  x=o.  Maintenant  si  l’intégrale  fVdx 
devient  nulle  dans  cette  circonstance  quel  que  soit  d’ailleurs  a, 
dy  , dy 

il  en  arrivera  autant  à — , puisqu’on  a y+dy=y+  — du  = o;  il 

/dy  . 

- — d x , depuis  x=o , jusqu’à  x—a. 

En  poussant  jusqu’au  second  ordre  la  différentiation  sous  le  signe, 
d'y  T*  d'y 

il  en  résultera  - — = / — d x , et  si  l’on  désigne  par  L,  Met  N, 

• du'  J du' 

des  fonctions  quelconques  de  »,  il  viendra 

Lorsque  l’intégration  du  second  membre  pourra  s’effectuer,  et 
qu’après  la  substitution  de  x—a , il  donnera  pour  résultat  une 
fonction  de  »,  que  nous  représenterons  par  U,  la  valeur  y—fVdx 
satisfera  évidemment  à l’équation 


On  voit  que  la  difficulté  de  la  méthode  consiste  à choisir  la 

d'y  dy 

fonction  y , de  manière  que  la  fonction  d x {L  + M - +N  y) 

soit  intégrable  relativement  à x ; et  Euler  observe  qu’il  faut  exclure 
celles  de  la  forme  PQ , P étant  une  fonction  de  » seul  et  Q une 
fonction  de  x seul  ; car  elles  conduiroient  à 


y=P/Qdx, 


dy 

dll 


d P d'y  <PP 

— / Qd  X , -d-  — — — f Qdx 

duJ  * ’ du'  du'JK 


<£ê+M£+A’')  = (Li ï+'&M'n/e". 

résultats  dans  lesquels  l’intégrale  fQdx  n’entre  que  comme  un  facteur 
constant. 

un.  Prenons,  pour  premier  exemple, 

y=zx'~'(,u'+  x'Y(c‘ — *•)*; 
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nous  aurons 


AU 

du 


î p ux'~'(  u’  + c*—  x')1 


d'V 

du,' 


ipx—'(c'— !*)»(«• + (tp—  Ou’+r*}  ; 


d’où  nous  tirerons  l’expression 
# • 

(i/>(  xp — i)  L u‘+  xp  L x'+N  x* 

+ xpMu'  + xpMux * 

+ Nu*  + xNu‘x' 

qu’il  faudra  rendre  intégrable  par  rapport  à x.  Euler  prend 
x’(uf  + x‘y-'(c‘+x')*‘, 
pour  la  fonction  primitive  dont  l’expression  précédente  est  dérivée, 
et  en  différentiant  il  obtient 


x-‘dx(u‘  + x')’-'(c'-x')' 

X { (!("«*+ x')( c'—x')  + P—  i )x'( x*J— i (f  + i)r’(a*  + x*)}; 

développant  et  comparant  de  part  et  d’autre  les  termes  affectés  d’une 
même  puissance  de  x , il  trouve 

xp(  xp — i )Lu'  -f-  xp  Mut+Nuiz=.nc'u* 
xpL+xp  Mu+xN  u'=nt‘ — nu’+x(p  — I )c% — x(  q+i  )ul 
N=—n  — x(p — t ) — X ( q+i  ) — — n — xp — i q. 

Si , de  la  première  de  ces  équations  divisée  par  u't  on  retranche  la 
seconde , il  viendra 

4 p(  p — i )L — fJu'=zC  n+xq  + x)  u' — x(  p — i )c‘i 

et  mettant  pour  N sa  valeur  donnée  par  la  dernière , on  aura 

. »*+<• 

~ V ’ 

d’où  l’on  déduira 

(n+xp—i)(  c'+u')  {p  + q)u 

M = 1 . 

a pu  ■ p 

L’intégrale  dcbnie,  de  laquelle  nous  sommes  partis,  s’évanouira 
d’elle-mcm?  lorsque  x=o,  tant  que  o;  faisant  donc  x = a. 
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l’équation  différentielle  cherchée  sera 

c*  + u*  d'y  f (n+xp—  i)(c'+u')  ^ Q+?>)<y 
j p + l l pu  p 

— (n+ip+iq)y  = a'(a‘+  u'/~'(  t*—  a')**' 
et  sera  satisfaite  par  l’équation 

y =fx>-'d  x(u'  + x'/(  d—  x')\ 
l’intégrale  indiquée  étant  prise  depuis  x=o  jusqu’à  x—a. 

En  supposant  a — c , ce  qui  fait  évanouir  ( c* — a'/,  lorsque 
l’exposant  q est  positif,  on  a seulement 

( ç'+u%)u2'y—  { ( n+  ip—  1 )(  i'+  u'  ) + l(p+q)u'}  dudy 
+ ip(  n + ip  + iqjuydu'^o; 

l’intégrale  définie  restant  la  même  que  ci-dessus  , doit  être  prise 
depuis  x=o  , jusqu’à  x=c. 

Si  l’on  fait  • \ 

n+xp—  i = «,  n+  4p  + iq—  i=/3, 
on  trouvera 

ip=*+i — n\  iy  = /3 — t+n  — i*; 

l’équation  différentielle  et  l’expression  de  y se  changeront  en 
(t'-yu')ud'y — (a.  c'+Qu')dydu  + (<t+  i — n)(9- — x + n)uydu'=0, 

<t+i — a ft — i-f-n — hl 

y=fx'~'dx(u'+x‘)  * (c'+  x')  â . 

La  solution  ci-dessus  peut  aussi  convenir  à l’équation 

x’(  a + bx")  d'y+x(c  + ex")  dxdy+(  f+  gx')ydx'=o  f 

que  nous  avons  traitée  par  les  séries  dans  le  n”.  644.  En  y mettant 

d’abord  1 pour  y et  faisant  ensuite  • 

a — c he—ae  . 

+A  — 7 — 4* 1 

î = Jf‘‘  f d + à a:  ) y , 

on  la  transformera  dans  cette  autre 

x'(a  + bx")d'y  + x{xa — c+  iah  + (zb — t+  iab+  xbh )x'}dydx 

+ [f+ah — cb-{-ah'-\-(g+(b — e+nb-\-bh)(n-{-h'))xn^ydx 
la  quantité  h restant  arbitraire,  on  en  disposera  pour  faire  dispa- 
roître  la  première  partie  du  coefficient  du  dernier  terme,  afin  qu’il 
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devienne  divisible  par  .v  ; on  tirera  de  cette  condition 

f+ah  — c A + ah'—  O,  ou  ah'+( a — c )h  + /=  o(*). 

Pour  achever  de  rendre  notre  transformée  identique  avec  l'équation 
à laquelle  nous  voulons  la  comparer  , il  faut  y faire  x"—  u'. 
Euler  n’a  point  poussé  le  calcul  plus  loin  , parce  qu’il  traite  la 
même  équation  par  un  autre  moyen  que  nous  ferons  connoîue 
plus  bas. 


il  11.  Soit  encore  c*“*x"( c — x / ; on  tire  de  là 


dV 

du 


d'y  . 

y'(c—x /,  — - — m'c”u“x'+‘(c  — x /, 

dux 


et  il  faut  rendre  intégrable,  par  rapport  à x , la  fonction 
em“‘x'dx( c — ar  )?{m'Lx'+  m Mx  + N). 

Pour  y parvenir  on  suppose  qu’elle  correspond  à.  la  fonction  pri- 
mitive — x 7+l»  différentiant  cette  dernière,  et  compa- 

rant le  résultat  avec  la  précédente,  il  vient 


N^z(n+  i)c,  m M — me  u — (n  + p + x), 
d’où  l’on  conclut  l’cquation  différentielle 
“ d'y  . f ..  ”+P+  i \dy 

m 


m'L  = — mu  , 


u d'y  / 

~mdV+  ('“■ 


)^+r«+  i)cy=c™a'+'(  c —a)*'. 


(')  La  transformation  que  nous  indiquons  ici  se  déduit  de  la  deuxième  du  n°,  6aa. 
En  comparant  l’équation 

x ’(e  + H*)  a'y  + x{c  -\-  tx')dydx-{-{f-\-i\')ydx‘xxQ 
à celle  de  cet  article , on  a 

r_  e + ex’  . c _ /+  ex’ 

*(-+**")’  V 

et  si  l'on  veut  prendre  pour  R une  fonction  telle  que  la  transformée  conserve  la 

as  * K *4*  f X* 

meme  forme  que  la  proposée  , il  faudra  supposer  /?=  ,mx^  * é4  ct  r ^tant 


dR 


indéterminés*  Développant  ensuite  la  fonction  - — qui  aura  pour 

dénominateur  commun  (<j  +**•)*,  on  disposera  de  p et  de  F de  manière  h 
réduire  ce  dénominateur  à a+bx*.  Ceci  suffit  pour  indiquer  la  marche  qu’il  faut 
suivre  dans  ce  calcul. 

et 
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et  la  solution  y=afe^“‘x’dx(c—x)r, 
l'intcgrale  étant  prise  depuis  -x=o  jusqu’à  A ==a. 

Lorsqu’on  fait  m=  i et  , on  a seulement 


u d'y — ( au  — n— p — î )dy  du  — ( nf  t )ay  du.'—  O 
y=J  e"x"dx(  a — */, 


en  supposant  d’ailleurs  p+  r>o  et  n+  i>o , pour  que  l’intégrale 
ne  devienne  pas  infinie  quand  x=a  et  quand  x=o. 

Si  l’on  suppose  y = /{*‘,  ou  { = , on  obtient  cette  trans- 

formée du  premier  ordre 


y du 


ud[+u£du — a u [du- n+p+i  ){du — ( n+\)adu—o, 
à laquelle  on  satisfait  en  prenant 

_ f eu’x“+‘dx(  a — x)’ 

1 ’ Jt**x'dx(a—x  / ’ 

Euler  transforme  cette  expression  de  plusieurs  manières , en  faisant 
successivement 


t = ï*+v,  v=u—^-'sf  a— + i;r, 

et  il  obtient 


udv+uv'du+(n+p+i)vdu  — La'udu — \(n — p)adu  = o , 
u-'-'-'d  r+a-'—'-Vdu  —'-a'udu—^(n—p)adu—(3, 
ds+s'dt—  { a'  u'‘+'»*dt—  \(n—p  )u"*'<+'d  t = o ; 
enfin  il  obtient  en  dernier  résultat  l’équation 


dq  + q‘dr- 


—in — j/i— 4 —in — ap—j 

a'r  '>+/’+*  —i(n — p)r  n+J>+1 
4?"  +P  + Ï7 


dr= O; 


qui  se  tire  immédiatement  de  la  transformée  en  { et  »,  en  y 
faisant 

— 1 "+r+a 

u — ,n+p+if  { = i a — fn+p+ty'+r+'q. 

Il  transforme  aussi  l’équation  du  second  ordre  entre  y et  u , et 
parvient  à un  résultat  remarquable  par  sa  simplicité.  Après  avoir 
mis  cette  équation  sous  la  forme 

d'y  , (n+p  + i)dy  (n+  \)aydu 
du  * u u . 

Appendice.  Q q q 
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il  fait  u = b P et  parvient  à 

d’y  (H — t)d.Y  («+P+*)<ty  q(n+  i)iyit 

bqt'-'Jt  bqp  “ y ~ ht'  t 

en  prenant  dt  pour  constante.  Cette  dernière  équation  revient  à 

d'y—bqat'-'dydt- \-  O + ?/’  + ?+  ')• _[,q,(n+  I )at'-ydi'=o, 
■ . . il** 

et  est  satisfaite  par_y=/r  x’dx(a — x/. 

Pour  transformer  celle-ci  Euler  prend 

-JPJt  dy  dr 

l = c y,  OU  - =Pdl  + -±, 

ce  qui  lui  donne 

d td 7 

</*{-{-  iPded^ — bqat9~ldtd^-\-(qn'\-qp  + q-\-  \ ) --f*  {JtdP 

• t 

+ qdf{P'—bqat'-'P+  1 +llî.—t,f(n  + , )aP~,}=oi 

et  pour  faire  disparoître  les  termes  multipliés  par  dqt  il  fait 

n , ?n  + ?/>+?+i 

1 P — bqaP  H = O. 

t 

La  valeur  de  P , qui  résulte  de  cette  équation , le  conduit  à celle-ci 
d‘{-  ^ 

dont  la  solution  est 

_;.*.,£±£±!±1  tl*x 

l=e  t a ft  x?dx(a — x)\ 

Ces  formules  se  simplifient  par  la  supposition  de 


p — n,  }'(iii+i)* — t = o,  ou  q = 


=fci 


2/2+  I 


et 


i = =b-  = dbi(i/i  + i ) , 

? 

il  vient  alors 

• ± a 

tPq — a*£/a’+l  dt^o,  ou  d"i  — 22*/,f_*{ d r’=  0, 

±i  efci 

=t(a.,+0«“+,±l+i'±a(M+.)r:M+1Jr 
et  t Je  x dx  ( a—x  ) 9 


ou 


-v  îi.»  =fcj-_i  ±j_. 

{=«  .?  tft  1 x a?  dx(a—x)  »? 
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1123.  La  supposition  de  y—Jdx(a.' — x' /“'cosé u'x  conduit 
aussi  à une  équation  différentielle  de  la  même  forme  que  celle  du 
na.  précédent , on  en  déduit 
dV 

- — = — b qu^'x  (a* — jc,y~'i\nbu1x 

d U 

d*  V 

= — {bq(  q — I )a*"*sin  b u'x b'q'u''~*x  COS  b u'x  } ( fl’ — x‘  /“*, 

d%V  dV 

et  substituant  dans  l’expression  fdx(L- \-M— — on  a la 

du*  "" 


du 


fonction 

r N cos  bu'x—bqMu'-'xsxn  bu'x—bq(q—j)Lu'-‘x  sin  bu'x 
J X[a  x ) | — b'<j'Lu"~'x'  COSéu’x 

à laquelle  on  assignera  pour  intégrale  la  fonction  primitive 
( a ' — x'^sinb  ufx  , qui  s’évanouit  lorsque  x — o et  lorsque  x=a. 

La  différentiation  de  cette  dernière , et  la  comparaison  du  résultat 
avec  la  précédente,  donneront 


„„  (Vf  — f + ,),r’+! 

„ = M = , 

Il  faut  observer  que  l’équation  différentielle 


N = a’ b u1. 


d'y  dy  d'V  dV 

y.+M£+Ny^/dx{L—+M-+N}, 


du' 


du.' 


se  réduit  à 


lorsque  l’intégrale  du  second  membre  s'évanouit  à la  limite  x = a j 
ainsi  l’on  aura  seulement  dans  l’exemple  qui  nous  occupe , 

^ )j,  = 

du*  U du 


et 


y = fdx  ( a*—  x% )p~'cosbu*x. 


* 0—1  I 

Si  Ton  fait  /?=- et  £ = -,  on  tombe  sur  un  cas  particulier 

iq  q 

très-remar fiable , savoir  : 

d'y 

jZ + = O, 


Qqq  x 
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—q—i 

pour  lequel  on  a y —fdx  ( a'^-  x%  ) aî  cos-u'x, 

? 

l’intégrale  étant  prise  de  manière  à s’évanouir  lorsque  ar=o  et  x=a. 
On  a montré  dans  le  n°.  641  , que  cette  dernière  équation  diffé- 
rentielle répondoit  à celle  de  Riccati  ; on  passe  de  l’une  à l’autre  en 
[[du 

faisant  y — c , d’où  il  résulte 


d{-{-  {'d  u + a’u ,f  ‘du=  o , 

a’-1/' x d x ( a * — x'  ) Jî  sin  —u'x 

«4r_.  i 

y du  — q — • 

fdx(a' — x‘ ) 21  COS — u’x 

1 

les  intégrations  relatives  à x s’effectueront  toutes  les  fois  que 


—1—i 


sera  un  nombre  entier  positif.  En  posant  donc  — - — - =i , on  aura 


iq 


u+  1 


, et  il  viendra 


■—41—4 


d^+fdu  +a‘u  **+*  du  = 0, 

équation  qui  comprend  la  seconde  classe  des  cas  d’intégrabilité  que 
nous  avons  trouvés  dans  le  n*.  550.  L’équatior  ’.t  second  ordre  et 
sa  solution  sont 

-4^4 

d‘y  + a' u a<+ 1 y d «*=  O , 

—1 

jr=fdx(  a' — ar*9‘cos(  — ( xi+  1 )u2+l  x). 


1 1 14.  Dans  ce  qui  précède  nous  sommes  partis  de  l’intégrale  JVdx 
- pour  arriver  à l’équation  différentielle , mais  cette  méthode  est  indi- 
recte , puisque  c'est  toujours  l’équation  qui  est  donnée , et  qu’on 
cherche  l’expression  de  la  fonction  qu’elle  détermine.  Euler , en 
conséquence  , retourne  son  procédé  ; il  suppose  que  l’on  ait  le  dé- 
veloppement en  série  de  la  fonction  cherchée  ( n°\  677  et  suiv.  ) , 
et  il  tâche  d’obtenir  la  limite  de  cette  série  au  moyen  S’intégrales 
. définies  en  s’aidant  des  procédés  indiqués  dans  les  n".  1058  et  suiv. 
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Pour  faire  connoître  la  marche  d’Euler , nous  commencerons 
avec  lui  par  déterminer  la  somme  de  la  série 

A+Bs+Cs'+ + etc. 

dans  laquelle 


B-. 


o m + A 

in  + k 


A,  C- 


.m±B,  D=^C...N=^.m+hM. 

i»  + A 311  + A in  + k 


11  est  visible  que  cette  série  Tentre  dans  celle  qui  a été  traitée, 
n*.  1064,  mais  comme  dans  l’équation  de  cet  article  , nous  n’avons 
point  dégagé  la  somme,  de  l’équation  à laquelle  nous  sommes  par- 
venus , nous  reprendrons  en  entier  ici  les  Calculs  d’Euler.  Soit  donc 

{■=.  A B s + CV+  Ds3 + M s^'+  Nsi+  etc. 

nous  en  tirerons  de  là 


—^■=1  B s + 1 Ci* +3  Ds3 
ds 


+ («  — 1 ) Nt‘+  etc. 


multipliant  cette  équation  par  m , la  précédente  par  A , et  réunissant 
les  produits,  nous  aurons 

— - — ^ + A ç=hA  + (/n  + A)5r+(im  + A)Cr*...+((  i—  1 ) /n  + A)  Air i_  1 
ds 

+ (im  + h)Ns‘  {-etc. 

nous  parviendrons  semblablement  à 

n— — - + A j=Av/+  (n  + A)  B s + (in  + A)Ci*. . . +((i — i)rr-|-A)A/.>l~‘ 
d s 

+ (in+A  etc. 

et  en  observant  que 

(n  ■\-!i)B=hA,(xn  -\.k)C—(m  + h)B, ...(//»+ A)  iV=((i — i)/n  + A)Af,etc. 


nous  aurons 

ZljlS.  4.  k{=kA + h As  + (m  + A)  B s 1 + (am  + h)Cs'  + (3  m + h)Ds* + etc. 
ds  0 

Mais  d’après  l’une  des  équations  ci-dessus  , la  partie  qui  suit  le 


terme  A.^,  dans  le  secondmembre  de  celle-ci, est  égale  ài^-— ^+A{^; 
nous  pouvons  donc  former  l’équation 

.»  j_ 


nsd?  , . , ms‘dr 

i+A{=L*+-  1 


ds 


ds 
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^ds(k  — h s)  kAds 

0U  s(n — ms)  s(n — ms)  ’ 

dont  l’intégration  fera  connoître  s. 

d s (k — hs)  kds  (mk — nh)ds 

On  a i — = H r-  » 

s(n — ms)  ns  n(n — ms) 

k nh—mk 

en  intégrant  il  vient  mn  pour  le  facteur  qui  rend 

intégrable  l’équation  en  i ( n".  556  ),  et  au  moyen  duquel  on 
arrive  à 

nh  — mk  k k n h—mk 

( n—ms ) mn  sn  { =A  kfs"  ds(n  — ms ) mn  , 
d’où  l’on  conclut 


nk— n h k 


n A — mk 


l=Aks  "(n — m)  mn  fs"  ds(n  — ms ) nn  , 

l’intégrale  étant  prise  de  manière  à donner  {—A , lorsque  s=o. 

Euler  considère  en  particulier  les  cas  oit  m— o , et  n= o , dan* 
lesquels  la  valeur  générale  de  ç devient  illusoire , et  en  remontant  à 
l’équation  différentielle , il  trouve  pour  le  premier 

hs  k ht  k 

A k — 1 

t= ens  nJc  "s"  ds^ 

n 

et  pour  le  second 

* h k h 
Ak  ' — — — 3 

{ — C m!  s mf e™  ‘ sm  ds; 


Il  remarque  encore  que  l’intégration  indiquée  s’effectue  toutes  les 
fois  que  k est  un  tpultiple  de  n. 

1115.  Passons  à la  série 

AA' +BB'u+ CCu% + DD' u3 + + N A"n* + etc. 


en  supposant  que 


n 

om  + h a r— 

1 m+hB 

D = 

lm+hC  N-_ 

V-')m  + h M ; 

B = 

= , -^1  ^ 
in  + k 

1 n + kB’ 

)»+*  ’ 

in  + i 

B’— 

om+h'  a,  /V_ 
t , » / S* 

ifl  + * 

Ïd+V23’ 

zr= 

3»  +k  ■ ^ 

,y+A' 
in’  + k' 
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Soit 

y—AA'+BB'u+CC'u‘+DD'u3. . . , , + 4- N N'u‘  + etc. 
et  considérons  la  série 

ç=A  + Bux+Cu’x’+Du,x3-i-Eu4x'  + etc. 
en  y faisant  u x — s ; nous  aurons  alors  par  le  n°.  précédent 

k mk  — nh  k ^ n h — mk  ^ 

l=Jks  * \n—ms ) mn  fsn  ds{n  — ms)  mn 

Formons  ensuite  l’équation 

y=fP idx=fPdx(LA  + Bux+  Cu'x' + D u V + etc.  ) , 
dans  laquelle  nous  regarderons  la  quantité  u comme  constante , et 
nous  chercherons  à déterminer  la  fonction  P,  de  manière  qu’en  effec- 
tuant les  intégrations  relatives  à x , on  obtienne  la  série  proposée. 
Pour  cela , il  faudra  qu’entre  les  limites  assignées  à la  variable  x , 
on  ait 

fPxdx=?-jPdx,  fPx'Jx—C—fPJx , fPx,dx=~fPdx,  etc. 

Wl  4Ï  il 


car  il  en  résultera 

F=z  [A  A'+B  B'u+CCu'+D  D’u,+  etc.  } fPdx, 

a’ y Afp^dx  . 


d’oii 


y= 


fPdx  fPdx 


les  intégrales  indiquées  étant  prises  entre  les  limites  convenables. 
Mais  si  l’on  compare  chacune  des  intégrales  fPxdx , fPx'dx , etc. 
à celle  qui  la  précède,  on  aura  ces  relations  : 

fPxdx=~,/Pdx,  f Px'dx=  rjÿ  fPxdx  , fP'x,dx=  ^fPx'dx,etC. 

d’oii  l'on  conclura 


fPx>dx=  ÇfPx‘-dx  = (l  .^'k  + h-fPx‘--dx; 


or  , en  observant  que  ces  relations  tie  doivent  avoir  lieu  qu’aux  li- 
mites des  intégrales , on  verra  facilement  qu’on  peut  supposer  en 
général 

fPtfdxz=.  L‘~  l2^±i  fP  J-'dx+SQ. , 

in  -f/c 


v 
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pourvu  que  la  fonction  x‘Q  s'évanouisse  è ces  limites.  DitLrentions 
cette  équation  et  divisons  ensuite  ses  deux  membres  par  ii_',  nous 
aurons,  après  avoir  fait  disparoître  les  dénominateurs, 

( in'+k')Pxdx  = ( im  — m'  + li  )Pdx+xd  Q + i Qdx. 
Cette  dernière  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  i , se  partage  né- 
cessairement en  deux  autres  qui  sont 

n'Pxdx  = m'Pdx+Qd  x , k'Pxdx : = ( A' — m'  ) Pdx+xd  Q, 

et  desquelles  on  tire 


nj  QJx  t,  j xJQ 

Pdx=-± , et  Pdx—- ■ ?-  ... 

nx — m k x — (h — ni) 


divisant  l’une  des  valeurs  de  Pdx  par  l’autre , il  vient 

xdQ  k'x  + m'—h' 

Qdx  nx — ni 


d Q_  dx(k'x+m' — h') 

' Q a (nx — ni)  * 


. , dQ  (h' — m')dx  ( m'k'  + m'n' — h'n')dx 

ce  qui  donne  — = 7 +- —, —d— , 

Q mx  m (n  x — m ) ’ 


fA' 


k'm'—A'i i'. 


• + « 


Q = ( n'x—m ')  m'n'  x conse. 

faisant  la  constante  égale  à l’unité , et  substituant  la  valeur  de  Q 
dans  celle  de  Pdx  , nous  aurons 

k'm'—h'd 

Pdx  = xm'  dx(m'-n'x)  "'*■ 

Nous  déduirons  de  là 


( in'+k')  fP x'dx=  ( (i  — l )m'-\-h’)JP  x'~'dx 

, . h'  k'm’^—h'n 

'H — — i , — — +i 

— x m ( m' — n x)  « « j 

mais  comme  la  partie  intégrée  doit  s’évanouir  aux  deux  limites  de 
1 intégrale , il  faudra  prendre  cette  intégrale  depuis  at=o,  jusqu’à 

ni 

x = — . On  aura  alors 
n 


pourvu  que 


m lj  ("r-!  )ni  -p  hr 

f P xrd  a;  = f — — — fPxl~’dx  . 

in'+k'  1 ’ 


‘ + “7— I>°, 
m 


k'm'—h'ri 


+ I >0, 


et 
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et  avec  ces  conditions , il  vient 

h'  k'm'—ft'n ' 


- AîPldx  _ jdx(m—n'x ) 


/Pdx 


h' 


h'm — AV 


fxn  dx(m'-n'x)  mn' 

km — hn  k hn — km 


k 


en  observant  que 

k 

{ —Aks  n(n — ms)  *“  /j"  ds(n—ms)  mn 
cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  de  manière  à donner  {=A 
lorsque  {=0,  et  il  faut  changer  dans  sa  valeur  s en  ux , puis  re- 
garder u comme  constant  dans  l’intégration  relative  à x. 

Il  est  visible  que  l’on  peut  échanger  dans  les  résultats  ci-dessus , les 
coefhciens  A , B , C,  etc.  avec  les  coefficiens  A\  B\  C\  etc.  parce 
que  ceux  de  la  première  suite  sont  de  la  même  forme  que  ceux  de  la 
seconde  ; il  suit  de  là  que  l’on  peut  obtenir  deujt  expressions  de  la 
somme  y en  y changeant  m , n , h , k,  en  m\  rit  k',  h',  et  récipro- 
quement. 

Il  est  à remarquer  que  la  fonction  Q n’est  introduite  dans  le  calcul 
que  pour  donner  les  limites  des  intégrales  /Pdx,  et  que  les  conditions 


. *' 

r + 1 >0, 


Km'—h'n' 


+ l >0, 


m mn 

n’étant  pas  remplies  lorsque  m'= o , ou  n'= o , il  faut  déterminer  Q 
d’une  manière  spéciale  pour  chacun  de  ces  cas.  Les  deux  valeurs 
de  Pdx  se  réduisent  dans  le  premier  à 

x-d.Q 


Qdx 

Pdx  = ~. , 

nx 


on  en  tire 


d_Q_ 
Q 

on  a dans  le  second  cas 


Pdx 

dx(k' x—h'  ) 


Pdx  = 


Qdx 


Pd, 


'x-h” 

£.  il 

, et  Q = e"'xxn'  : 
xdQ 

k'x+m'—h'  ’ 


dQ  (k'x+ m — h' )d  x k'dx  _ h’ — m dx  ^ 

— — ‘ ï I . * v — r 

Q — mx  m m x 


k'x  h’ 


Apptndict. 


Rrr 
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i 1 16.  Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à l’équation 

x’(  a + bx')J'f  + x(c  + lx’)Jy  Jx  + (f+gx')y  ix'~  0 » 
d’après  laquelle  on  peut  développer  y dans  une  série  de  la  forme 
Ax*+B  ï*+’  + Cx‘+‘'  + D a‘+3*  + etc. 
a étant  donné  par  l’équation  du  second  degré 

„(,_i;«+«c+/>=0,  ( n“.  644  ). 

Si  l’on  fait  pour  abréger  * ( *■—  l)  * + **+§  — h » on  *ura 
— h 


B — 


■A , 


n(na  + ( 1 a — « )a  + c) 

_ _ — (1  * pn* — ne  h ^ , 

in  ( ina  + ( la — t)*+e) 

4 a’  i — 1 fl*  — 1 )nb—  xnt—  h £ , 

j/ifîna+f»* — Oa  + c) 

11'/;'—  t jvf. 

A'  = ' infina  + f la— i>  + 0 

Les  facteurs  du  dénominateur  de  ces  expressions  sont  de  la  forme 
de  ceux  de  la  série  du  n\  précédent , et  le  numérateur  étant  une 
fonction  du  second  degré  se  décompose  en  deux  facteurs  du  premier , 
par  la  résolution  de  l’équation 

f<_i;vi+f  0**+<{-1>'"+*=#» 

qui  donne  (i.-t>  <’  h 

1>— -(*—»)■+  -3— +?”ï* 

ce  qu’on  réduit  à 

(i__o„= — i(»— ■ 

en  vertu  de  l’équation  d’oit  dépend  «.  Si  pour  abréger,  on  fait 
v'fb  — t)*— 4éff=î,  ü viendra 

(la—  r)é  + e=FÎ 

(i— i)n  = ^ ’ 

d’oii  il  résultera 

. f (;_«>*+ m. 

inb(i n «+(n — 1)  a + c) 
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Soit  à présent  x'=u,  et 


— =AA+BB'u+CCu' +M  M'ul~  ' + N N'u1  -, 

x‘ 

nous  aurons  dans  cette  forme 

Jn|,_(‘—  l)nb  + j(lt—  l)Af  ÿt  — 


— in  b 


M, 


#>=  0'  — — 0*  + î‘  + U 

ina- (-(la — l)a+c 

valeurs  dont  la  comparaison  avec  celles  du  n\  précédent , nous 
montre  qu’il  faut  y changer 

n en  ni,  A en  j(  i«—  1 ) A + 1*  — jj  , 
n en  — ni,  A en  o,  — 
m en  ni,  h!  en  î(i«— îJA+j-e+jf, 
n'  en  n a , k!  en  ( 1 * — l ) a + c. 

Nous  chercherons  d’après  ces  dernières  dénominations  l’expression 
de  et  pour  éviter  toute  ambiguité,  nous  y écrirons  t au  lieu 
de  xi  noas  aurons  s=ut==x‘i , et 

— (a« — *)* — ’+i  — (»« — ■> — <+1 

{=A(l  +j)  =A(i  + x't)~  a"* 

Nous  conserverons  dans  l’expression  de  .y  les  lettres  m',  n'.  A'  et  A', 
mais  nous  changerons  u en  x‘}  et  faisant  attention  que  y est  divise 
par  x*,  nous  obtiendrons 


h' 


h' n 


' A'x‘f /"■'  {dt(m' — rit ) ma 

^ h!  In — Un  * 

ft?~~  'dt(  al— rit ) 

• # 1 , tri  b 

les  intégrales  étant  nulles  lorsque  t=o , et  terminées  à ; 

n a 

en  observant  d’ailleurs  les  conditions 

. A'  k'm'—h'n' 

l + ~r  — 1>°>  ■ •„>./  • + l>0, 

tti  m n 

■ « . . ( 2 «t  — — 1) Æ-f- 

dont  h premicte  se  réduit  à ■— > o , 


inb 


Rrr  i 
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à cause  que  la  plus  petite  valeur  de  i est  l’unité,  et  la  seconde 
(la  — 1 )at+ltc — a e — aq 


devient 


mai 


+ I > O. 


Il  est  facile  de  voir  aussi  que  l’intcgrale  definie 


A' 


k m' — h n 


ftm  dt(m — rît')  m’n'  peut  être  remplacée  par  une  cons- 
tante arbitraire , et  que  l’on  aura  enfin 


h" 

y = Cx“f  C1'  [d t^m'—n't)  m n' 

Le  coefficient  A , qui  entre  dans  la  valeur  de  { , étant  arbitraire  , 
la  dernière  expression  de  y est  une  intégrale  complète  puisqu’elle 
renfeime  les  deux  constantes  A et  C.  > 

La  possibilité  d’échanger  éntr’elles  les  quantités  n et  n',  k et  k', 
en  prenant 

na  pour  n , — ni  pour  n,  (îs — i)a+c  pour  k,  et  o pour  k', 
conduit  à une  seconde  solution  , dans  laquelle  on  a 


k km— hn  k hn—km 

l=Aks  n(n — ms)  f sn  ds(n — ms)  mn  , 

la  fonction  { devant  être  égale  à A lorsque  s=o  , et 
h'  k'm' — AV 

y=Cx*ftm'  [dt{m'—n't)  m “ , 

l’intégrale  relative  à / devant  s’évanouir  lorsque  t = o,  et  lors- 

m' . h' 

que  t = —.  Les  conditions  de  cette  expression  sont  — r > o, 
n m 

et  i r > o » à cause  que  t'=o.  La  relation  entre  { et  s , dé- 

m 

livrée  du  signe  d’intégration , est 

. d^  Ak  — {(k—hj) 

ds  s(n  — ms)  ‘ , 

1117.  Euler  donne  encore  deux  solutions  de  l’équation  différen- 
tielle proposée  -,  il  les  tire  de  la  série  descendante 

y = x*(A+ B *—  + C x~“ + D x -3>  + etc.  ) 


- ••  • 
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pour  laquelle  * est  déterminé  par  l’équation 

a ( a — I ) b + * e+g  = O.  ' 

Faisant  *(* — i)a  + <tc+/=A,il  trouve 
— h 

n(nb — (la — i)b — t)  * 

— n‘a  + (l* — l)na+nr — h 
in(i  nb — (1* — 1 )b — t)  ’ 


— ( i—i  )Vi‘a  + ( 1 a—  I ) ( i— t ) na  + (i—i  )nc—h 
in(inb—(  1 a — i )b—i) 

L’expression  de  N se  décompose  ainsi  : 

N { (i-i)aa—  i(*«— 1)«—  je—  r/’ } J(i«— i)a—  jt+jp} 

ina(inb — (la — i )b— e) 


en  posant  V^(a — <)* — 4 a/=p.  Par  cette  opération  le  dévelop- 
pement de  y peut  être  mis  sous  la  forme 


^-=AA'+BB'u+  CCu* +MM'ut-'+NN'ui+  etc. 

*" 

en  y changeant  x~*  tau,  et  prenant 

N=  («—  i)na  — la— i)a  — {c-j?  ^ 

— ina  * 

»„  (*  — i)na  — i(a«—  *)“  — i£  + î/’ 

A'  » /■  v £ Al  y 

/«Æ  — (la — I ) £ — e 

comparant  ces  valeurs  avec  celles  du  n°.  1115,  nous  verrons  que  les 
lettres  m , h , n et  k doivent  être  remplacées  par 

na,  —?(*“—»)  • — -««O, 

et  les  lettres  m',  h',  n!  et  k',  par 

na  , — ï(la — ,)“  — ï£  + î/’>  nb  et  — (la — 1 )b  — t. 

En  faisant  s = ut  — x~'c , nous  aurons 

JL  h 

. l=zA(i+s)  m=A(\  + x~"t)  ”, 

k‘  Km'—h'n' 

y — C \dt(  m'—n't  ) , 
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les  limites  de  l’intégrale  relative  à t étant  déterminées  par  la  condi> 

tion  qu'à  l’une  et  à l’autre , on  ait 

h'  k'ri — A’fl’ 

— - — h 1 

tm  (/7i' — rit  ) mn  =0. 

Si  l’on  permute  entr’elles  les  lettres  analogues , en  prenant 
n b pour  n , —na  pour  ri 

— ï(l*—l)a—LC+ip  pour  A,  — î (i* — i) — i c — ip  pour  A', 

— ( i <* — t ) A — t pour  A , et  o pour  A', 
l’expression  de  { se  déduira  de  l’équation  différentielle 

d{_  Ak  — t(A—  As) 
ds  j(n  — ms)  * 

et  l’on  aura 


h km—hn  k hn—km 

l=Aks  "(n— ms)  ™ /s"  ds(n-ms)  mn  ~ , 

h'  k'wi—h'n1 

y—  Cx*ft * \dt(  m‘—  n' t ) , 

en  observant  qu’aux  deux  limites  de  l’intégrale  relative  à r, 

A’  k'm'-—A‘ri  ^ ^ 

P”'  (m' — rit)  mn'  =0. 

tti8.  Eclaircissons  ce  qui  précède  en  l’appliquant  à l’équation 
particulière 

■*•■(  l — x'  ) d‘y  — x [l+x‘)dxdy  + x'y  d x‘=  o i 
en  la  comparant  avec  celle  du  n”.  1 1 16  , nous  aurons 

a=i,  b= — i , e= — i , t=— i,  f—o  , g=  t,  n=i , 

«(a — l)  — 1 = 0,  d’où  « = 0,  « — Z et  q =±Z. 

Avec  ces  données  , et  en  ayant  égard  aux  deux  valeurs  dont  a est 
susceptible , nous  obtiendrons  par  les  formules  du  n”.  cité  , les 
quatre  résultats  suivans 

j i=('+*,'):Fl.  y=Cf^L  V'C'+O  ‘ • • (0 

Cl  = (i  + *’0  ^ * » y=Cx'f  t^'idt^i  + t)  ‘ (i) 


■d[_  — iN  + t(i=fcs) 
ds  zs(i+s) 

dj  iA— j(i-KiTi)t) 
ds  xs(l+s) 


I y=Cf t* 1 

, y=Cx'f*\dt(x+t)  1=F‘. 


.•(3) 

•(4). 
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Les  valeurs  de  * relatives  à la  série  descendante  du  n".  1117, 
étant  + 1 et  — 1 , conduisent  de  même  à ces  quatre  autres  résultats: 


«-(■♦sT 


y=Cxft  * V'0  + 0 
y—~fl  V'O  + O"”4 (<>), 


Îdj_—iA 

ds  ir(i+s)  ’ 

d{_iA—t(i  + (i±i)s) 
ds  ij(t+s)  * 


y=Cxft  ‘ ï</t(i+r)  I„. 

...(7) 

Sr  — tti 

y—~j‘  c*0+*) 

...(8) 

Four  répandre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  toute  la  clarté  qu’on 
y peut  desirer , il  nous  reste  à montrer  comment  les  valeurs  de  y 
satisfont  à l’équation  proposée.  La  chose  est  très-facile  à l’égard  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  la  formule 


î=(t  + **') 


^7 


y=c/T * 'idt(i  + r)^  *j 


en  prenant  le  signe  inférieur , par  exemple , il  vient 


1= 

iV'  1 + *V 

_ 

xt 

V 1 + x’t 

£î_. 

t 

dx'  , s , 

(>+*‘0 


y=cf- i4= 

J O+O^'O 

dl=cf- ^ 

**  J .K.  . J 


+0 


*‘0 +0*0 +*■*)* 
d'y  „ r tdt 


dx'  J i 


*‘0+*)‘0+***)‘ 


d’où  il  résulte 


/ .d’y  .dy  C x‘dt(T—x’t‘) 

*0+0  («+*’*) 

et  l’intégrale  du  second  membre  étant 
1 Cx*i/T 

*^0+*)0+*'*)  * 
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s'évanouit  lorsque  t—o,  et  lorsque  t est  infini:  c’est  donc  entre  ces 
limites  que  doit  être  prise  celle  qui  exprime  la  valeur  de  .y. 

Venons  à l’une  des  formules  oh  { n’est  donné  que  par  une  équation 
différentielle  ; prenons  la  quatrième  : en  n’ayant  égard  qu’au  signe 
supérieur , nous  aurons  à traiter  l’équation 

_ Ads 

En  la  multipliant  par  s V 1 4-  s , et  l’intégrant , nous  en  tirerons 

1 A . B 

t 


r{V^i  + i + B,  { = - 1 i 

' sŸt+s 


et  en  observant  qu’on  doit  avoir  {--d,  lorsque  s=o,  nous  trou-, 
verons  B=-~iA,  d’oh 


f = 

il 

dx 

•£i 

dx' 


iA(V'i+s — 1)  iA 


1A 


1^1  + : 


tx 

A A 


tx' 


« :'V  1 4-  tx' 

iA(i+îtx') 

J. 

rjr3(l  + /jr*)‘ 


11 A 6A(ki  + ^tx'  + At,x>) 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  suivantes 

J ^/(i+r) 

4.  cr^i 

dx  JV,{1 


tx'(i+tx')' 


+1) 


dx 


ùl=iC  r^i*.  _ +ACr-jL£L_  cC-^i — a. . 

dx'  JVt(l+t)  JVt{i+t)dx  J V dx“' 

et  les  résultats  dans  l’équation  proposée , nous  obtiendrons 

x‘(i—x‘)i^-,  — x(i  + x')J£+xy== 

CÇ  dt  jiAx'  iAx‘(i  + 4tx'+ji‘x‘)  ^ _ 

JVT{ 7+ôi  * ,( ,+tx'Ÿ  i 
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le  second  membre  de  celle-ci  a pour  intégrale  l’expression 

4A  Cx'V  1 4. 1 ^ACx'V'i+e 


V/> 

4A  Cx'  V \ 4-  } 


(\+tx')  \/~t 


(— 5-0 
. (l+tx) 


qui  devient  nulle  lorsque  t — — 1 , et  lorsque  t — o ( *)  ; c’est 
donc  entre  ces  limites  qu’il  faut  prendre  l’intégrale  qui  exprime  y.  En 
y remplaçant  { par  sa  valeur , elle  prendra  la  forme 


Si  l’on  écrit  — t,  au  lieu  de  c,  on  aura 


et  l’intégrale  devra  s’évanouir  lorsque  f = o et  lorsque  r=t. 

1 1 19.  Laplace  a montré  le  premier  que  la  sommation  des  séries 
par  les  intégrales  définies , conduisoit  aussi  à l’intégrale  de  l'équation 
différentielle  partielle 

£jV+PTu+QTy+  Nl  = ° (J> 

dans  quelques-uns  des  cas  oit  elle  échappe  à la  méthode  du  n*.  771  s 
c’est  ce  que  nous  allons  faire  voir , en  suivant  à peu  de  chose  près 
la  marche  qu’il  a tenue. 
llt  est  visible  que  la  série 

B t (u)+C  p'  (u)+D  t"  ( «J+  etc. 

+ B,-l(v)  + C,-l'(v)+Dl4-‘  (*)■{•  «c. 
prise  dans  le  n\  771  pour  la  valeur  de  peut  être  remplacée  par 
celle-ci  : 

A f d utp(u)  + B J d ufduç(u)  + C fdufdufdup(u)+  etc. 

+ A Jd v±(v ) + BJdvfd r4 (v ) + C,fd  vfdvfd v-l(v)  + etc. 


(*)  Pour  s’en  convaincre  dans  le  dernier  cas,  il  suffit  de  développer i 

(<+«)T 

suivant  les  puissances  de  r. 
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En  réduisant  les  intégrales  doubles  , triples  , etc.  en  intégrales 
simples  au  moyen  des  formules  du  n\  487 , on  changera  la  pre- 
mière partie  en 
Afdu  f(u ) 

B . 

d {ufduf(u) — fudut(  u)} 

1 * • . 

C * 

— {u'f  d u ç( u ) — lu  fudu:(u)+  f u'dut(u)} 

{u'fd  u f(u  ) — 3«*/  udut(“)  + luf u'd  u f(u  ) — f u'd  ut(u)} 

1 » 2«  « 

«te. 


maintenant  afin  de  distinguer  les  facteurs  où  la  variable  u se  trouve 
hors  du  signe  intégral  de  ceux  où  elle  en  est  affectée , on  écrira  dans 
les  derniers  t à la  place  de  u ; on  pourra  après  cela  passer  les 
autres  sous  le  signe  /,  en  observant  de  les  regarder  alors  comme 
constans , et  on  aura  par  ce  moyen  * 


r,  , , , . B(u — t)  C(u — 1)‘  D(u — t )' 

fd /f  (t)  { A-\ 1 1 h etc.  } 


1 i.a 

=fd, T(u — t)p(t)  , 


1.  x.3 


T(u — r)  désignant  la  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  acco- 
lades, et  les  intégrales  étant  prises  depuis  t=o  jusqu’à  t=u.  On  trou- 
vera de  même  que  la  seconde  partie  de  la  série  proposée  revient  à 

\ r . . BXv-t)  , CXv-ty  , DXv-t) 3 . ..  , 

fd‘*(0  { * + ; +-—  -+  -l  2 J + etc. } 

=fd,TX«-t  )!('),  • 

en  observant  que  les  limites  de  l’intégrale  sont  ici  /=o  et  t—y  ■ 
on  aura  donc 


î =fd tT( u — t)t(t)  + fdt  T,(v — 

Pour  déterminer  les  fonctions  T(  u — t ) et  TX  v — ‘ ) , il  faut 
connoître  d’abord  les  relations  que  les  coefficiens  A , B , C , etc. 
A, , B, , C, , etc.  ont  entr’eux  et  qui  s’obtiennent  en  substituant  dans 
l’équation  proposée  , au  lieu  de  1 la  série 
A f du  f (u)  + B fdufduç  ( u ) + Cfdu  f duf  du  f ( u ) -J-  etc. 

+ AJdv-l(v)-{-Btfdvfdvl(  v ) + C,fdvfdyfdv-l( y ) + etc. 
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on  aura  relativement  à la  fonction  t , les  suivantes 

dA  _ * 

—+PA=o 

dv  # 

dB  d*A  ^ dA  dA  ... 

+ + P — — (-  Q — — I -MA  =0 

dv  • uuiiv  <r«  dv 

dC  „„  d'B  dB  dB  „„ 

*+',<r+5w;+pïr+«îr+"i,“0 

etc. 

on  en  trouveroit  de  semblables  entre  A, , Bt , C,,  etc.  Si  l’on  pouvoit 
tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  coefficiens , la  question  seroit 
ramenée  à sommer  les  séries 

• a + B^^C(u-0 l+DO^l 

I 1.2  1.2. 3 

„ B,(v—t)  C,  ( v — t )'  D,(v—0' 

A,+-± -+— — + — — + etc. 

t 1.2  1.2.3 

Appliquons  ces  idées  générales  à différens  cas  particuliers  afin  de 


faire  mieux  connoitre  le  parti  qu’on  en  peut  tirer  ; soit  l’équation 

••M» 


d'r  dr  dr 

Tiï;+pTu  + ,lTv+m<-  = 0' 


dans  laquelle  /»,  q,  m désignent  des  constantes.  En  traitant  cette 
équation  par  la  méthode  du  n°.  772 , on  retrouve  à chaque  trans- 
formation la  condition  pq — m—o , et  il  est  par  conséquent  impossible 
d’obtenir  par  ce  moyen  l’intégrale  de  la  proposée  sous  une  forme 
finie  lorsque  cette  condition  n’est  pas  remplie  ; mais  les  équations 
dA 

~Tv  +pA=0 

dB  „ d'A  dA  dA 

17+pB+d^+p-dï+i^+mji=0 

dC  „ d'B  dB  dB 

lv+pC+dïTv+Plï+1'd7+  ° 


etc. 


qu’on  obtient  par  la  méthode  précédente  conduisent  facilement  à une 
série.  En  effet , la  première  donne  par  l’intégration,  A , « étant 

Sss  2 
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une  fonction  arbitraire  de  u ; et  en  la  diiférentiant  par  rapport  à a, 
on  en  tire 

d'A  dA 

~dvdü  +P  du  —°> 

ce  qui  réduit  la  suivante  à 

dB  „ dA 
~+PB  + q~—+mA=o.  ' 

Pour  satisfaire  à celle-ci  on  fera  , 0 étant  une  fonction 

inconnue  de  v et  de  u.  La  substitution  des  valeurs  de  B et  de  A , 
donnera  après  des  réductions  évidentes 

dfi  , , 

en  se  bornant  à satisfaire  à cette  équation , on  aura  seulement  ( 

fi  = (P1  — m)*v, 

et  l’on  déduira  de  là 
dB 

= — c~TVap  ( p q — m)v+c  ,v<t(pq — m ) 

BV 

JB 

q \-mB  = — r"«v(  p q — m )'■{■  p q — m ) 

dv 

dB  „ , , dJB  dB  <U 

-d-+pB=r"*(p1-m),  7—+p—  = t 

valeurs  qui  changeront  l’équation  d’oit  dépend  C,  en 

^t+pC+CF’{(pq—m)(^+*q')  — (pq—my*v)=  O. 

Faisons  d'abord  C-=t~r“y  ; l’équation  précédente  deviendra  divisible 


par  c 


, et  nous  aurons 

dy 


^ + (P  1 — “? ) — (P ?—  m )‘*v=  o } 


il  ne  faudra  plus , pour  ramener  cette  équation  à la  forme  des  autres , 

dot  . . 

que  supposer  - — h * q = o , ce  qui  déterminera  la  fonction  arbi- 

OU 

traire  «,  en  donnant  « = «"*“,  puis  il  viendra 
dy 

(pq  — m)'ttv  = 0 , d'où 

dv 

( pq—~m )'<tv%  _Si>  (pq—m)'v' 

y Cszt  "a. . 

» l.Z 
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L’équation  D étant 

dD  „ d'C  dC  dC 
iï+pD+d^+pdï+qd;  + mC:=0’ 
se  réduiroit  au  moyen  des  valeurs  de  C , de  a , et  en  supposant 
D = Cr’S-,  à 


2;— - 

7 " / 

1.2 

— = 0; 

l’on  auroit  par  conséquent 

D 

(PI — m),vi 

1.2.3 

S » • 

¥♦2.3 

Il  suit  des  calculs  ci-dessus , 

qu’on  employeroit  aussi  à la  recherche 

des  coefficiens  A , B , C,  etc.  que 

À—t-’-" 

A, 

(pq  — m)  v 

B —e~,ir~1u  i 

) 1 

1 B-c-^JP1—m)u‘ 

(pq  — 

Q t \ 

1.2 

> ef  < 

1 ( P Q — m )*»* 

C, 

i.i 

(pq  — m )V 

£)zr-i~p9~quK  r 7 - — 

1.1.3 

l i 

1.1.3 

etc. 

J v. 

etc. 

et  que  les  séries  qu’il  faut  sommer  sont 

, n v(u — t).  nV( u — /)*  nV(u— r)3 

T=r"-'*{i+— -+ -+ — +etc.  } 

1 t.i  1.1.1.1  1.1.3. 1.1.3 

. nulv — /)  n'u'(  v — /)*  nV(v — r)3 

T — ,-'r',u{i+ — -+ — + 5 — +etc.}  i 

lorsqu’on  fait  pq  — m~  n. 

Si  nous  désignons  cette  somme  par  y , y sera  une  fonction  de 
v ( u — t ) , pour  la  première  série , et  de  u ( v — t ) , pour  la  seconde , 
mais  de  la  même  forme  dans  l’un  et  l’autre  cas , et  la  fonction  t~"~,uy 
sera  une  valeur  particulière  de  En  faisant  pour  abréger  v(«— r)= 9 j 
nous  aurons 

J r dy  d 9 

du  H y dB  du 

d 7 dy  d 9 

dy  P 7 • didv 
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do  dt  .... 

mais  comme  — = v,  — — a — t , il  viendra 
du  dv 


îH'H  ’ 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  proposée  la  changera  en 

#^+S+  ("—n)***0 W» 

les  deux  constantes  qui  entrent  dans  la  valeur  complète  de  y se  dé- 

• • i/y 

terminent  par  la  condition  quey=i  et  -j-—pq — m,  lorsque  8=0, 

d 9 

condition  qui  résulte  de  deux  premiers  termes  de  la  série  dont  y est 
la  somme.  La  somme  de  la  seconde  série  se  tirera  de  l’expression 
de  y , en  y supposant  S—u(v — r),  et  prenant  y,  pour  représenter  y , 
dans  ce  nouvel  état , la  valeur  complète  de  { sera 

1 = t>r'~n  { fy  d t »(f)+y>,dr^  («)  } , 
la  première  intégrale  étant  prise  depuis  r=o  jusqu’à  t=u , et  la  se- 
conde depuis  r=o  jusqu’à  t—v.  • 

Si  l’on  vouloit  s’assurer  que  ce  résultat  satisfait  à l’équation  pro- 
posée , il  faudrait  observer  qu’en  général  lorsqu’une  intégrale  Tdt 
doit  être  prise  depuis  r=o  jusqu’à  t=u  , t doit  être  considéré  comme 
une  fonction  implicite  de  u , et  que  l’on  doit  avoir  par  conséquent 
( »*•  7°  ) 

d(fTdt)  d.fTdt  t d.fTdt  dj_ 

du  du  de  ' du' 


or 


d.fTdt  rdT  J . . , dJTdt  dt 

-jr-=J-77  “ ( ■ • «*  )■  — = T‘  “ TT'  - 

lorsque  r=  1 ; ainsi  en  représentant  par  V ce  que  devient  alors  T, 
on  aurait 

d {f  Tdt)  rdT 


du 


rdT 

-J  7ü 


dt+V. 
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1130.*  Laplace  applique  encore  sa  méthode  à l’équation 

A , P . 1 dj  , m' tJll 

dudv  u + v du  u + v dv  (a  + v)*^  ^ ’ 

dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n°.  774  , on  satisfait  aux 
équations  qui  déterminent  les  coefficiens  A , B , C,  etc.  en  supposant 
A = (u+v)~',  A,=  (u+v)~', 

B =<tA(u  + v)~‘,  B,=  *,A,(u+v)-', 

C=£B(u+v)-\  C,=  t,B,(u+v)-‘, 

etc.  • etc. 


• , l> , etc.  a, , , etc.  étant  des  constantes  telles  que 


*=/»(  1—  ?)  + «.  } «.=  ?(»— -p)  + m 

Ht  =-(/>+ t)(i—î)  + m f i»,=  (f+i)(i— /0  + "* 

î>  = (/»+*)( 3— ?)+«  V n,=  (f+0( 3— /)+» 
etc.  y etc. 


Les  termes  généraux  de  ces  suites  seront  - 

i(p+i— »)('— ?)+«»  *(?•*■*— O (»—/’)+'»» 

et  l'on  aura 


_ , , . , * u—t  a j9  /u. — ! \ • 

T = («+v)~'ti  + 1 (— ■ — ) + etc.  } 

7 I «+v  i.zv<  + v/  • 

_ . , et,  V — t r\* 

T,=  (b  + v)  *{H — — I (—7—)  + etc-  }• 

I ' ‘ 1 U+V  l.l\U  + vd  1 

(5n  fera  T=(u+v)~fy , en  considérant  y comme  une  fonction  de  la 


quantité  - - que  l’on  représentera  par  8,  et  l’on  obtiendra 

l’équation  en  y , comme  dans  le  n°.  précédent,  par  la  substitution 
des  fonctions 


dT 

17’ 


qui  donnera 


d'T 

dudv’ 


au  lieu  de 


Ù 

du’ 


il  _^L  - 

dv’  dudv  f 


*(»—«)  ^- +{ 9 (?— />—*)+ 1 } (>’?—/’— OT)>=°*  •••  W- 

Pour  former  T, , il  suffira  de  changer  dans  cette  équation  p en  7 , 
f en  p et  .yen  .y,  ; l’on  aura  Tl=(u+v)~'yl  ; les  constantes  des 
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expressions  de  y et  dey,  se  détermineront , comme  précédemment  J 
par  le  moyen  des  Jeux  premiers  termes  des  séries  T et  T,:  enfin 
on  obtiendra 

L’une  des  fonctions^  et  y,  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  de 
l’autre  ; car  l’équation  (b) , transformée  d’après  ce  qui  a été  dit  plus 
haut , se  change  en 

9C 1 — + f 3 (P—1—1)  + 1 } ~jf+  {/>f— f— m}y,iaO. 

et  redevient  (b)  lorsqu’on  fait  y,=(  i — fl /“'y.  La  détermination  des 
constantes  arbitraires  dey  ne  change  point  cette  relation  , car  lorsque 
f=o,  on  doit  avoir 

y—  1 » j~s=P—Pl+™  y,=  i,  -jj=î— ??+»*, 

et  les  deux  dernières  de  ces  valeurs  résultent  aussi  de  l’équation 
y,=(r — 3 )^~'y  > quand  on  la  combint^avec  les  premières.  Main- 

tenant  puisque  ( i — #)'”♦=  — uiy)  » on  aura 

î = (Ulvj,  {fyJt*(0+f(r  + tjry  dt-t(j) } . 

ii)i.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l’on  peut  changer  les  limites 
des  intégrales.  Si  à t , l'on  substitue  ut  dans  la  première  et  vr  dans  la 
seconde  , et  que  l’on  désigne  par  y'  et  y"  ce  que  devient  alors  y , 
on  aura 

t=(„+vÿ  {fyudt*(ut)+f(v+,y~,yvdt^(vt)}  » 

les  intégrales  devant  être  prises  toutes  deux  entre  les  limites 
t — o et  t=  i. 

Si  l’on  représente  par  K et  K,  les  valeurs  des  intégrales  fydtr(t) 
et /y,<fr4(t) , prises  depuis  t=o  jusqu’à  t infini , les  quantités 
‘K-fydtt(t)  et  Kt-/y,dt4(t), 
seront  lés  valeurs  des  mêmes  intégrales , à partir  de  t infini  ; mettant 
au  lieu  de  t , dans  la  première,  u + t'  et  dans  la  seconde , v + r'; 

désignant 
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désignant  par  Y et  par  Y,  , ce  que  deviennent  y et  y,  , on  aura 
■~fydt'f{t)+fy,dt^{t) 

-K  + K, — fYdt‘t{u  + t'  ) —fY,Jt' 4 ( v + t' ). 

Les  limites  des  intégrales  du  second  membre  seront  visiblement  t' 
infini  et  r'=  o , lorsque  celles  du  premier  seront  t — o et  1 = u , 
t = o et  r=v;  puis  comprenant  la  quantité  constante  K + K, 
dans  les  fonctions  arbitraires  , et  changeant  le  signe  des  intégrales , 
on  pourra,  à une  expression  de  la  forme 

l=fjrdtt(i)  +/>,rf*4(0  ♦ 

dans  laquelle  les  intégrales  sont  prises , l’une  entre  r=o  et  t=u , 
et  l’autre  entre  r=o  et  t=v , substituer  celle-ci 


{ =/r d («+>')  + /Y,d t'4  (v  + S), 

dont  les  intégrales  seront  prises  depuis  r'  infini  jusqu’à  r'=o. 

1131.  Ce  qui  précède  renferme  \f  substance  de  ce  que  contient 
le  Mémoire  de  Laplace,  relativement  à l’intégration  des  équations 
différentielles  partielles  par  des  intégrales  définies , et  se  lie  parfai- 
tement avec  les  travaux  d’Euler  sur  les  équations  différentielles  à deux 
variables , sur-tout  lorsqu’on  rapproche  les  n””.  768  «11x5.  En  fai- 
sant dépendre  de  l’équation  (é)  la  sommation  des  séries  T et  Tx  , et 
réduisant  par-là  l’intégration  d«  l’équation  différentielle  partielle  (a) , 
à celle  d’une  équation  différentielle  à deux  variables , Laplace  a 
réellement  ramené  l’intégrale  de  la  première  à ne  dépendre  unique- 
ment que  des  intégrales  définies  , toutes  les  fois  que  la  seconde  sera 
susceptible  d’être  traitée  par  la  méthode  d’Euler , ou  que  les  séries  T 
et  T,  seront  analogues  à celle  du  n’.  11x5. 

La  méthode  par  laquelle  Parsevat  somme  la  suite 
AA'+BB'+CC- (-etc.  ( n’.  1067  ), 

conduit  aussi  à un  résultat  semblable  ; car  il  est  visible  que  la  série 

nv(u  — t ) n'^(u — /)*  n’vVii  — t) 

1 + i - — r—'-.+ 1 L + etc. 

I.I  I.X.I.X  I.X.3.I.X.3 

à laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n°.  1 1x9  , étant  .mise  sous 
la  forme 

a*  a4 

1 -1 1 — 1- h etc. 


I.X.I.X 


î.x. 3.  i.x. 3 
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en  faisant  nv(u — t)=a’,  résulte  des  deux  séries 


i+  -x  + x*  + 

i 1.1  ■ 1.1.3 


x^-t-  etc.  = «" 


« 1 «*  r "*  « t 

1 H r -+ r+  etc.  — « , 

ix  1 .ix  1.1.3  x1 

multipliés  terme  à terme;  et  on  en  trouvera  par  conséquent  la 
somme  en  substituant  successivement  coss  + V^ — 1 sin  s et 
cos  s — V — 1 si ni,  à la  place  de  x dans  la  fonction 


s *(x+0 


on  aura  par  là 


«"X  e =t 


2\  a*cos.*+aïV^— icosrsln  1 

<■+*)' 


a et  COSi*- 


* + V^— xsin 

H&V  — -1C05 

t — Ÿ'  — 1 sln 


multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l’exposant  dans 
la  première  formule  par  cos  s — ^ — i sin  s , et  dans  la  seconde 
par  cosj+  V — 1 sin on  verra  facilement  quelles  se  réduisent 

3 X co%s 

toutes  deux  à e , d’où  l’on  conclura  que  la  série 

-*  1 iicow 

- + etc.=-/ e ds, 


1 H ' 

I . I 1 . 1. 1 . 1 


1.1.3. 1.1. 3 

l’intégrale  étant  prise  depuis  s = o jusqu’à  s = x , et  l’on  passera 

. — pv — au  a et  co is  # , ... 

à ft  ds , Cette  expression  deviendra  celle 

CT 

de  T,,  lorsqu’on  y supposera  nu(  v — t J — a'  ; et  on  aura  enfin 

, —pv—1  u a cosr . . , . 

î = -«  {fft  Jsdt<t(t) 


+f;cacou-v'a“(v~,îdsd,  4(/)}. 
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1133.  C’est  d’une  manière  analogue  que  Parseval  a intégré  l’équa- 
tion différentielle  partielle  à quatre  variables  , 


Elle  se  transforme  en 


A . , £t 

rf f*  dudv 


lorsqu’on  fait 


a-  +yV — 1 = «,  x — yV — 1 = v , 

ce  qui  donne 

di  _ il— (il  ‘ 

rfar  du  dv  * \rf«  rfv/ 

£1=  £î  + l.^L  + il 

d/tf*  dudv  dv%  x 

.£i_— £l  ! ^ t , 

rfy*  du‘~*'  dudv  dv * ’ 


faisant  ensuite  4 a'— b'  et  £ =^4  + 2?r  + Cr*+  Z>r,+£r‘4-  etc. 
il  vient 

1.1C  + i.3Z)r+j.4£r*+  4.  5 fV  + etc.  = 

, / rf*^  rf*a  rf*c  d'D  , x 
4 ^ rf^T f + etc’ ) > 

d’où  l’on  tire  les  équations 


b'  ■ 

d'A 

1.1 

dudv 

b * 

rf*C 

~ 3-4 

dudv 

b' 

d‘E  j 

J 


.6  dudv 1 


etc. 


Z>  = 

F — 

H = 
etc. 


b' 

rf*5  } 

*•  î 

dudv  l 

i* 

d'D  r 

4-3 

dudvt 

** 

d'F  l 

6.7 

dud  vl 

qui  déterminent  les  quantités  C , E,  G,  etc.  au  moyen  de  A , 
D,  F,  H , etc.  au  moyen  de  B , et  l’on  aura  * 


A + 


d'A 


b't* 


d'A 


b’i' 


d'A 


r+  etc 


i.t  rfarfv  ‘ 1.1.3. 4 du'dv'  1. a. . .6  du'dv' 

b' F d‘B  b*t'  d*B  b'f  d'B 

- 1 . î.  3 dudv t . 1. . . 5 rf«*rf  v’  1 . 1. . . 7 du'dv'  "**  fitC 

expression  que  l’on  doit  regarder  comme  complète  , puisque  les 

T 1 1 2 
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lettres  A et  B peuvent  représenter  des  fonctions  arbitraires  de  u 
et  v (*).  Il  est  visible  que  la  seconde  suite  étant  désignée  par  T,  la 
JT 

première  sera  -j- , pourvu  qu’on  y change  B en  A ■ et  il  suffit 

par  conséquent  de  trouver  la  somme  de  l’une  de  ces  suites. 
Occupons-nous  de  la  série 


B t 4- 


iV’ 


J- B M/5 

-+- 


J*  B 


1 . i.  3 Judv  i.i. ,.5  du'dv'  t.i. . .7  du'dv* 

Pour  en  trouver  la  somme  par  le  théorème  du  n\  1067  , il  faut 
observer  qu’elle  résulte  du  produit  des  suivantes  , multipliées  terme 
à terme 

B é'rV  + -*B  ■ tW— 

dudv  d u‘d  v* 


£V 


JrB 


■ + etc. 


1.1.3*’  1.1.3.4.51’ 


— etc. 


La  seconde  est  le  développement  de  sin- ; et  si  l’on  différentie  la 
première  par  rapport  à u et  à v successivement , en  la  représentant 


(*)  L’irtifice  employé  ci-dessus,  pour  transformer  l’équation  proposée , qui  ex- 
prime les  conditions  du  son , lorsque  l’on  ne  donne  que  deux  dimensions  à l’air,  et 
celles  des  vibrations  d'une  surface  plane, 'est  analogue  à celui  du  n*.  76p. 

, 11  est  bon  de  remarquer  que  dans  sa  Mécanique  analytique , Lagrange  a donné 
sous  la  forme 

l—A  + Bt  -|-  Ct’+.Dr’+etc. 


l'intégrale  complète  de  l'équation 


dl^  dx*  ^ 


qui  se  rapporte  au  mouvement  des  fluide*.  Les  relations  des  quantités  A,  B , C , D , etc. 
qui^eprésentent  des  fonctions  de  x et  de  y , s'obt:ennent  facilement  par  la  substitu- 
tion de  la  valeur  de  { , et  Lagrange  trouve 


,(  dKA  . 

H-73-  +a 


N_ü__ 

( <t‘B 

d‘B 

) 1.2 

\ dx% 

V~ày' 

d*A 

dx'dy^  dj? 


/1.2.3.4 


+ etc. 


les  fonctions  A et  D restent  arbitraires  ( Méc.  analyt.  page  474  ). 
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par  T,  on  reconnoîtra  qu’elle  dépend  de  l’équation 

d'T  t B 

dudv  b‘i's‘  b't  s ’ 


d ans  laquelle  t,  s et  B sont  regardés  comme  constantes  ; on  en  auroit 
donc  la  somme  si  l’on  pouyoit  intégrer  cette  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  les  trois  variables  T,  u et  v , ou  du  moins  y satisfaire  ; 
mais  en  faisant  pour  abréger 

1 1 

b't' s'  “ A * bfs  ~P' 

on  verra  facilement  que  l’expression 
T=P  {fdufBdv  — Kpdu'f'Bdv'+K'Fdu'fBdv'—etc.  } , 
donnant 

— D B — p Kf  d ufB  dv+p  t.'f'd u'pB  d v‘—  etc. 

dudv 

vérifie  l’équation  ci-dessus. 

Un  calcul  semblable  à celui  du  n*.  1119  ramènera  les  intégrales  de 
la  forme  fmdumJ"B dv"  à ne  dépendre  que  de  fdufBdv.  En  n’ayant 
d’abord  égard  qu’à  v,et  remplaçant  B par  4(“>  v)  > on  trouvera 

r4(u,v)dv-=  r(v-?-r  l(u,y)dy, 

J 1*1 m 


pourvu  qu  après  l’intégration  du  second  membre  on  fasse y=.v  , 
on  aura  » 


f~dunf"^(u,v)dv" 


xxp'du"  f-  - 

J 1.1 


(y-y)" 


uty)Jyi 


et 


puis  en  observant  que  l’on  peut  intervertir  l’ordre  des  intégrations  , 
le  second  membre  de  cette  équation  deviendra 


f 


X y— y T* y 


f"-l(u,y  )Jum 


/"  (u—xy 

4-f  *,y  )<!* , 

l*i**«m 

la  dernière  intégrale  étant  prise  depuis  x=o , jusqu’à  x=u  : on 
aura  donc  enfin 
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rjuTi (u,v)jy«=f f±-~x)'(v-y)'  i(  } dxd  ; 

T=pffl(  x,y)dxdy{  i — X.)(V—y)  + y)' 

I.  I 

x)'(y— y)' 


1.2.}. 1.1.3 

La  série  comprise  entre  les  accolades  se  transforme  en 


1.2. 1.1 
+ etc.  } . 


1.1 


+ etc. 


1.1.2  1.2.}. 1.2.3 

lorsqu  on  y fait  ^a(« — x ) (v — y)  = « et  dépend  des  suivantes 


ax  a.  X 

I + — + + 

I t.l 


1.1.3 


+ etc.  = e 


X +- 

tx 


+ etc.  = c 


' 1 C(. — a*V—lvnr,**y — lsinA.  1 , . , . . 

+ ‘ jd rz=-fdrCOs(  1 asinr)  , 


1.2.31:' 

on  en  obtiendra  donc  la  somme , en  substituant  à x les  expressions 

cosr  + V — 1 sine,  et  cos  r — V — \ sinr.  Un  calcul  absolument 
semblable  à celui  du  n°.  précédent  donnera  pour  cette  somme 
V — — is'm  r.  itnV  — 1 

J flf  = 

/ T 

ou  /</rcos(i  V \{u — x)  (v— y) . sin  r ) , 

et  l’on  conclura  de  là  que 

T—P 'fj* { ^fJrcos (* Ÿ *iu—x) (v—y) .ùnr)^(x,y)dxdy  , 

o ii  il  faut  se  rappeler  que  l’intégrale  relative  à r doit  être  prise 
depuis  r=o  jusqu’à  r=»  , tandis  que  celles  qui  se  rapportent  A x ety 
ont  respectivement  pour  limites  ir=o  et  x—u , y=o  et  y=v. 

Pour  achever  la  sommation  que  nous  nous  sommes  proposée  , il 
nous  reste  à remettre  dans  la  valeur  de  T celles  de  x et  de  p,  qui 

sont  77~r.  et  -77—  > et  à combiner  le  résultat  précédent  avec  l’ex- 
s h t s r 

pression  sin-,  en  mettant  dans  l’un  et  dans  l’autre 

cos  q ■+•  V~\  sin^  et  cos  q — V — t sin  q , au  lieu  de  s ( n*.  1067  ). 
Les  détails  de  ces  calculs  étant  assez  compliqués , nous  les  supprt- 
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merons  ; et  désignant  par  les  lettres  Q et  Q',  ce  que  devient  après 
ces  substitutions  le  produit  des  fonctions 

pfdr cos  ( 1 Vk[u — x)  (v — j).  sinr)  et  sin  j , 
nous  aurons 

l’intégrale  relative  à q étant  prise  depuis  j—o  jusqu’à  y=x.  Mettant 
dans  cette  dernière  expression  f (*,,)')  au  lieu  de  Pour  Y 

tenir  la  place  de  A , et  différentiant  par  rapport  à t , il  viendra 

\a  év  AJS^Pâ^d^x^jxjAi 


+ dudv 

et  enfin 


[.1 


- + etc.  = 


dt 


Q+Q' 


dq-\(xyy)dxdy 


m - 


dt 

Il  est  aisé  de  voir  que  chacun  des  termes  de  ce  résultat  renferme 
implicitement  quatre  intégrations  successives.  Nous  donnerons  plus 
bas  une  autre  manière  de  satisfaire , avec  des  intégrales  définies  , à 
l’équation 

£L—a:C£L.£L'\ 

dt • W dy‘J’  . ■ 

1134.  Dans  le  Mémoire  cité  au  n*.  1109,  Laplace , après 

avoir  obtenu  des  séries  qui  donnent  les  valeurs  approchées  des  ^ 

intégrales  dans  lesquelles  entrent  comme  exposans  des  nombres  très-  'Ju' 

grands , développe  une  méthode  pour  ramener  à des  intégrales  définies  {•intégration  ^ "«le» 

les  fonctions  déterminées  par  des  équations  aux  différences.  Voici  éq“*»om  aux  dif. 
„ . , , . , ferme»  et  diffée 

1 esprit  de  cette  méthode.  remiell». 

Soit  l’équation  du  premier  degré  et  d’un  ordre  quelconque  aux 
différences 

X=Ay,  + B by,+  Ctt‘y,+  etc (i)  , 

dans  laquelle  A , B , C , etc.  représentent  des  fonctions  rationnelles 
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et  entières  de  la  variable  x , et  peuvent  Être  mis  par  conséquent  sous 
l’une  ou  l’autre  de  ces  formes  ( n*.  90}  ) : 

1 a 

^=a+alar+aI**  + etc.  ■d=a+a<[x~\+a,[x]  + etc. 

B~b+  é.x+é.x’  + etc.  -8=é+é.[>]  + é,[V]  + etC. 

Dans  le  premier  cas  on  fera  y-=zfrUI\du\  on  supposera  que  les 
limites  de  l’intégrale  soient  indépendantes  de  x , v étant  une  fonction 
de  u seul , et  il  en  résultera 


by*—fe  **(  « “ — l)vdu  , e *’{  e~“ — I )'vdu  , etc. 

Si , pour  abréger , on  fait  c~UI—  x , on  aura 

d x d'à  . d3x 

***-■**_ 

du 


x'‘-‘-7ï>  X'e~u’=-71Â>  e,c’ 


et  substituant  dans  l’équation  (1)  ces  expressions , ainsi  que  les  pré- 
cédentes , on  obtiendra 

«(a  + é(«-u — 1)  + c(t~“ — i)*  + etc.  )' 

0+f.  (*““—■ 0’+«c.  )f 

X=fvdu\  d*A 

|+  + #.(*■“—  0 + 1 )* + etc. 

etc. 

Dans  le  second  cas , on  fera  y—f  u‘v  du  , u*=  »•,  on  aura  par 
conséquent 

— t )»</«,  à'y*— /*(“ — t )'vdu,  etc. 

1 dx  1 d*x 

[,]«*=«-,  M»  etc. 


«(a  +i(« — i)  + c(« — 1)*+  etc.)" 

dx  L 

+ “ ■jA.a>  + b>  (“—  0 + f.(“— 1 )’  + efc.  )f 


X=fvdu\ 

I)+f.(“— 0*+  «c-)l 

etc. 

Ce  résultat  et  le  précédent  sent  compris  dans  la  formule 

d A d*tt  d*CL 

X=fvdu[Mx  + N—  + P—+Q  — + etc.  } , 


du3 


M, 


~ ‘Digitized  by  G O <3^1  (T 
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M,  N , P , Q,  etc.  étant  des  fonctions  de  « seul.  Comme  ce  n’est 
que  dans  a.  que  se  trouve  la  variable  x , on  peut  la  faire  sortir  entiè- 
* rement  du  signe  f en  intégrant  par  parties  ( n*.  361  ) , et  l’on  aura 


du 


du * 


d(Pv ) eP(Qv) 

+ const.+  a { N v H — — — - 

du  du 

du  r „ «<(<?*) 

{ Pv + etc.  } 


f(Qr) 

du :* 

■ etc.  } 


+■  etc.  } 


du  1 du 

d%A 

— {Çv-etc.} 


+ 

+ etc. 

Maintenant  puisque  la  fonction  v est  indépendante  de  x , il  faut  que 
la  partie  soumise  au  signe  d’intégration  dans  l’équation  ci-dessus, 
soit  nulle  par  elle-même  , ce  qui  fournit  l’équation 


d(Nr)  MPv)  S(Qv) 
Mv — — 7— - + - 


du 


du* 


du 1 


•etc.  = o. 


•(*)» 


pour  déterminer  la  fonction  v ; et  il  restera  ensuite  à satisfaire  à 
l’équation 

d(Pv)  d‘(Qv) 

^ ; -etc.  } (j) 


X = corut,  4-  « {.Vv- 
du 

+^p- 

(Pu  t r\ 

H [Qv- 

du *lV 

+ etc. 


du  du * 


du 
-etc.  } 


+ etc.  } 


qui  fera  connoître  les  limites  de  l’intégrale  f a.  v du. 

Il  est  à remarquer  que  l’équation  (1)  est  précisément  celle  qui  ex- 
prime les  conditions  d’intégrabilité  de  la  fonction  différentielle 

, du  „<Pu  _ (Pu 

vdu{Mu  + X-  + P-  + Q—  + t te.}; 

v peut  donc  être  regardé  comme  le  facteur  qui  rend  intégrable 
l'équation 

du  <Pu  dP,P 

Ma+NTu  + Pdï  + ete,  = ° 
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de  l’ordre  immédiatement  inférieur  à celui  de  l’équation  (1)  ; et  il  est 
facile  de  voir  que  l’ordre  de  celle-ci  dépend  du  degré  où  montent  les 
puissances  de  x dans  les  coefficient  de  la  proposée  (1). 

Pour  montrer  comment  on  doit  employer  l’equation  (3) , nous 
supposerons  d’abord  que  l’on  ait  X=oi  et  supprimant  la  constante , 
il  faudra  que  ce  qui  reste  de  l’équation  s’évanouisse  , lorsqu’on  y 
substitue  pour  « les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  l’inté- 
grale fm  v du,  On  remplit  une  fois  cette  condition  en  donnant  à u 
une  valeur  qui  fasse  évanouir  en  même  tems  les  quantités 


dm 
du •* 


1 7'' 


etc. 


savoir  : u infini  lorsqu’on  prend  « = (r**  et  u=  o quand  m=ur; 
mais  c’est  au  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l’ex- 
pression de  v , que  l’on  obtient  la  seconde  limite , en  déterminant 
ces  constantes , de  manière  que  chaque  ligne  de  l’équation  ( 3 ) 
s’évanouisse  d’elle- même:  on  obtient  ainsi  un  nombre  d’équations 


A7  v 


d(Pv)  d'(Qv) 
du  du * 


— etc.  = o 


Pv 


d(Qv) 

~dï~+ 


etc.  = o 


Q — etc.  = o 
etc. 


égal  à celui  des  constantes.  On  éliminera  toutes  ces  constantes,  à 
l’exception  d’une  seule  ; les  valeurs  de  u , tirées  de  l’équation  finale  , 
seront  autant  de  limites  de  l’intégrale  fmvdu : on  les  introduira 
dans  les  expressions  des  autres  constantes  , et  on  en  déduira  un  pareil 
nombre  de  valeurs  de  v . que  nous  représenterons  par  v',  v",  v“',  etc. 
Par  ce  moyen  on  aura  successivement  les  expressions 

y —fmvdu,  y-=fmv"du,  y=fm  v”d  u + etc. 
qui  satisferont  à la  proposée,  et  comme  elle  est  du  premier  degré 
par  rapport  à la  fonction  y et  à ses  coefficiens  différentiels , on 
pourra  faire’ 

y =Af  mv'd  u -\-A"f  a v'du  -\-A“'fm  v“du  etc. 

A',  A’ T A ",  etc.  étant  des  constantes  arbitraires , et  toutes  les  inté- 
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grales  ayant  pour  une  de  leurs  limites  la  valeur  qui  rend  * et  ses 
coefiiciens  différentiels  nuis  , et  pour  l’autre  les  diverses  valeurs  de  a 
déterminées  d’après  ce  qui  précède.  . 

On  sent  qu’il  y auroit  lieu  à des  discussions  délicates  et  né- 
cessaires sur  la  possibilité  de  déterminer  u , sur  le  nombre  et  la 
, nature  de  ses  valeurs,  circonstances  desquelles  dépend  le  succès  de  la 
méthode  et  la  généralité  des  résultats;  mais  on  ne  peut  ici  que 
les  indiquer  comme  objet  de  recherches. 

Lorsque  X n’est  pas  nul , il  faut  premièrement  que  cette  fonction 
puisse  être  ramenée  à la  forme  que  prend  le  second  membre  de 
l’équation  (j)  après  la  substitution  de  l’expression  complète  de  v, 
afin,  qu’en  comparant  de  part  et  d’autre  les  termes  semblables  par 
rapport  à x , on  puisse  obtenir  des  équations  qui  ne  renferment 
que  u et  les  constantes  arbitraires  introduites  par  l’expression  de  v. 
C’est  par  ces  équations  qu’on  déterminera  comme  ci-dessus  les  limites 
de  l’intégrale  mais  on  ne  pourra  pas  dans  le  cas  actuel 

multiplier  chacune  des  valeurs  particulières  de  .y  par  une  constante 
arbitraire  , et  Laplace  propose  en  conséquence  d’ajouter  à la  somme 
de  ces  valeurs  l’èxpression  de  y , dans  le  cas  oh  *=o  , ce  qui  satis- 
fait évidemment  à l'équation  proposée , puisque  cette  partie  fait 
évanouir  par  lui-même  le  second  membre  de  l’cquation  (3). 

Il  est  visible  que  l’esprit  de  cette  méthode  consiste  à donner  à 
l’expression  de  y une  forme  telle  que  l’on  puisse , après  la  substi- 
tution dans  l’équation  proposée , rendre  entièrement  indépendante 
de  x la  partie  qui  demeure  soumise  au  signe  d'intégration  ; elle 
peut  s’appliquer  à un  système  d’équations  du  premier  degré  aux 
différences , entre  un  nombre  quelconque  de  variables  , et  en  ramène 
l’intégration  à celle  d’un  système  d’équations  différentielles  du 
premier  degré  , mais  cette  dernière  est  le  plus  souvent  sujette  à 
des  difficultés  aussi  grandes  que  celle  du  système  proposé. 

1 1 j 5.  Lorsqu’on  n’a  qu’une  seule  équation  du  premier  degré  aux 
différences , l’ordre  de  l’équation  (x)  dépendant  du  plus  haut  ex- 
posant de  la  variable  x , il  en  résulte  qu’on  ne  peut  gucres  résoudre 
généralement  que  celles  oh  cette  variable  ne  passe  pas  le  premier 
degré,  et  que  l’on  peut  représenter  par 
y+xTz=o , 
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y et  T étant  des  fonctions  du  premier  degré  de  y,  et  de  ses  diffé- 
rences. La  supposition  d e y=favdu,  conduit  alors  à des  résultats 
de  la  forme 

d(Nv)  _ 

" t 

M 

j •*  N~ 

, A étant  une  constante  arbi- 


M y- 


du 


= O, 


const.  + a N v = o ; 


le  premier  donne  v = — e 
N 

traire,  et  le  second  conduit  aux  limites  de  l’intégrale. 
Prenons  pour  exemple  l’équation  du  premier  ordre 

(*+i)y.=  o. 

En  y supposant  y,-=fi?v  d u , ou  « = «’  , on  obtiendra 

d(uv) 


v(  i — «)- 


du 


vur+'=  o, 


d’où  l’on  déduira  v=A’e~n,  puis  l’on  aura  AuI+,e~a=  o , ce  qui 
peut  arriver  de  deux  manières,  i*.  lorsque  n = o , 1°.  lorsque  u est 
infini;  on  aura  donc  y,-=Aft~uu’du  , l’intégrale  étant  prise  de- 
puis b=o  jusqu’à  u infini 

Nous  sommes  retombés  ici  sur  un  des  résultats  du  n°.  1 1 10  ; 
car  l’intégrale  de  l’équation  y,+, — ( x + 1 )y,=  o , est 

y,=A[x]  ( n°.  971  ). 

1 136.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  convient  aussi  aux 
équations  différentielles  : Laplace  le  montre  sur  l’équation  très- 
générale  , 

^ * 1 1 .a  1 1 \ “^y * 


(a+  é*)y,  + ( a’  + i'x  ) ^ + ( a'  + t’x  ) 

+(«"+rx)^  + etc. 


• = 0. 


La  supposition  dey,-=  favdu , et  de  conduit  dans  ce  cas  à 

1* (a — a'u  + aV — a"'u3-|-  etc. ) ) 

j=°- 


Dlgr  OT-'T’"' 
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et  l’intégration  par  parties  fournit  les  deux  équations 


v { a — a'u  + a’u‘ — a'u'  + etc.}  + 
«— *v  (b  — b’u+ i V—  etc.  ) = o ; 


d.  v(  b — b'u-\-  é’u*—  etc.  ) 
• d u 


— 0 


la  première  étant  de  la  forme 


„ d.vN 
vM-\ — - — = 0 
a u 


Md  u Ndv+vdN 
, OU  -7T-  + ï; = 0, 


N 


N v 


donne 


r Min 

J JF 


ou  v = Àc 


1 

"jv  ’ 


l’équation  des  limites  revient  à c~axvN=o  : elle  est  satisfaite  lorsque  u 
est  infini,  et  par  toutes  les  valeurs  de  «,  qui  font  évanouir  la 
fonction  N , ou  qui  sont  les  racines  de  l’équation 
b — b'u  + é V — etc.  = o ; 

ces  valeurs  étant  désignées  par  m\  m",  etc.  on  aura 


y —A'fa.  v du  + A"f  a.  v du  +A"'fa.  vdu  + etc. 
en  observant  de  prendre  la  première  intégrale , depuis  u = m' 
jusqu’à  u infini , la  seconde , depuis  u = m"  jusqu’à  » infini , et 
ainsi  de  suite. 


11 37.  Si  l’on  représente  par 

S x + T y + *'=  o , 

une  équation  dans  laquelle  S,  T,  V,  soient  des  fonctions  du 
premier  degré  par  rapport  à {,,r  et  à ses  différences  partielles,  ou 
à ses  différentielles  partielles,  et  qu’on  y fasse  rr=*ft’iAv d t , 
on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

ft’tdvdt  {A/  + Nx  + P y } = o, 

M , N , P , ne  contenant  que  les  variables  / et  u.  Pour  lui  donner 

la  forme  /W  r | M'a.  4-  N'  , il  faut  regarder  « et  v comme  des 

fonctions  de  r,  et  observer  que 
d.t’iR 


■X  ydu 
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faisant  alors  rV=« , , et  posant 


P du  , . du 

c’est-à-dire,  ■—= — -,  d‘6ù  il  suit  — = 
Ne  ud t u 


t 

Pde 


N t t udt  ’ 


Nt 


fvdAy  Al*  + JV/  — } — O. 


En  intégrant  par  parties,  on  obtiendra 
d(Ntv) 


Ai  v- 


ift 


N tv  a x=0. 


L’expression  de  v , tirée  de  la  première  de  ces  équations , ne  con- 
tenant point  de  fonction  arbitraire  , ne  donnera  qu’une  valeur  parti- 
culière de  la  fonction  { ; mais  on  peut  y introduire  une  fonction  ar- 
bitraire de  la  constante  que  doit  renfermer  l’expression  de  « tirée  de 
du  Pdt 


l’cquation  différentielle 


• , et  pour  cela  il  faudra , en  dé- 


u N t 

signant  cette  constante  par  » , supposer  $(<»)  d t d». 

11  est  facile  de  s’assurer  que  cette  formule  satisfera  aussi  à l’équation 
proposée  ; les  limites  de  l’intégration  relative  ù u n’étant  assujetties 
qu’à  la  seule  condition  d’être  indépendantes  des  variables  x et  y. 
Celles  de  l’intégration  relative  à t doivent  se  déduire  de  l'équa- 
tion A’rv*  = o , et  chacune  des  valeurs  de  t en  a donnera  pour 
l’expression  de  { un  terme  dans  lequel  on  pourra  mettre  une  fonction 
arbitraire  distincte  de  celles  qui  entrent  dans  les  autres. 

1138.  Ces  recherches  présentent  un  moyen  très-simple  et  très- 
remarquable  de  satisfaire  aux  équations  différentielles-partjelles  à 
coefficiens  constans  ; il  suffit  pour  cela  , si  la  fonction  { ne  dépend 
que  de  deux  variables , de  prendre  l—fn‘prp(p)  dp , ç(p)  dési- 
gnant une  fonction  arbittaiie.  En  effet , on  a 


dx 


=fnrpr]nç(p)  dp , 


-f”‘pA P v(p)dp , 


*1 


dx 


'r=fn‘p>(\nyt(j>)dp. 


Al 

dy 

lp)-t  (p)dp. 


dïdy  (W  * 004*  » 


- 
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en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 


SUITES. 


5*7 


dx 

elle  deviendra 


/î  , n A , r a\  ,F  dl.  r,~n 

A ~+B  7ÏTy  + C dÿ+E  Tx  + FTy+  G * 


fn’f’t  {p)dp{  A 1 »)*+  B{  1 n )(  \p)  + C(  l/>)‘  + £1  n + F\p+  G]  =o , 
et  sera  satisfaite  si 

A (\n)'+  B{\n){\p)+C(\p)'+E\n  + F\p+G  =o. 

On  tirera  généralement  de  celle-ci  deux  valeurs  de  ln  ; si  on  les 
désigne  par  1 P et  1 P',  on  aura 

î =/ pY* (p)dP  + fP'Y*  ( p)JPi 
les  limites  de  p doivent  être  indépendantes  de  * et  de  y , mais  sont 
d’ailleurs  arbitraires. 

11  est  visible  que  le  même  procédé  peut  s’appliquer  à toutes  les 
équations  du  premier  degré  de  quelqu’ordre  qu’elles  soient , pourvu 
qu’elles  n’ayent  point  de  terme  indépendant  de  j,  ou  de  ses  coefficiens 
différentiels.  Une  modification  facile  à trouver,  suffit  pour  le  rendre 
applicable  aux  équations  du  même  genre  qui  contiennent  plus  de  trois 
variables  ; nous  prendrons  pour  exemple  l’équation 


et  nous  y satisferons  au  moyen  de  l’expression 
î =//'”'«>’>  (n,p) d n dp  , 

qui  donne 

z=ffm'nrpr{ \m)'t{n,p)dndp 

=//Vny  ( 1 n )‘t  {n,p) dn  dp 

jp  ==ffmtt’P>(  \p)‘*(n,p)dndp, 
et  conduit  par  conséquent  à 

ffm'nyt{ntp)dndp  { (lm)*—  «’( (I »)*+ (1/»)* ) }=o. 
Nous  déterminerons  m en  posant 

(!«)•=«•(!  »}•+(!/>•), 
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d’où  il  suit 

\m=AzaV{\n)'  + (\p)',  m = <:ta'/C1',)*+(1f,),; 
et  nous  conclurons  de  là 

{=//«"'  ^ln)  n’p,i  (n,p)dn  dp 

t 1 ")  +(  ‘Z1)  (n,/> )dn  dp. 

Ces  solutions  beaucoup  plus  faciles  à obtenir  que  celle  du  n*.  113;  ; 
paroissent  aussi  plus  simples  à beaucoup  d’égards  : ce  seroit  une 
chose  importante  que  de  discuter  leur  généralité  comparativement  à 
celle  des  autres , et  même  è celle  des  intégrales  exprimées  immédia- 
tement par  les  variables  de  l’équation  ; mais , comme  nous  l’avons 
remarqué,  n"‘.  761  , 765,  il  reste- encore  bien  des  difficultés  à 
éclaircir  dans  la  Théorie  des  équations  différentielles  partielles. 

1139.  On  aura  aussi  par  des  intégrales  définies  les  différences , les 
différentielles  et  les  intégrales  de  toute  fonction , qui  dépendra 
d’équations , soit  aux  différences , soit  différentielles , intégrables  par 
les  méthodes  précédentes;  car  cette  fonction  étant  exprimée  par  des 
terme  de  la  forme  Afu'vdu,  ou  1, 

on  aura 

~ÿr  — A'f  u'vd u (lu )’,  L'y t— A' J u*vdu(u  — I )* 

dx 

ou  bien 

= (—  I yAff*’umvdu,.  L'yw=  Afr-vdu (e-“ — i)*j 

d xn 

les  intégrales  f'y.d  x*,  et  sy, , se  déduiront  de  ces  formules  en 
rendant  négatif  l’exposant  n. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  fonction  qui  est  l’intégrale 
. dy 

de  l’équation  * + my  = O. 

Cette  équation  étant  traitée  comme  celle  du  n°.  précéd.  on  en  tire 
d.vu 

mv — • — - = 0 , a u y — o . 

du 

d’où 


A la  Théorie  ves  suites.  fi* 

d’où  v —A'u“~\  y=-L*=J'fe--*‘-'Ju, 

* « * 

et  les  limites  de  l’intégrale  seront  u= o et  u infini.  La  constante 
devant  être  telle  que  la  fonction  se  réduise  à =l , lorsque  ar=l , 
et  l’intcgrale  définie  devenant  alors  f c~uiT~'du  , il  en  résulte 
x />-“'«— '</  u ' 

x~  ~ fr*u"-'<lu  ' 

L’expression  que  nous  venons  d’obtenir  peut  être  employée  à 

trouver  les  différences , les  différentielles  et  les  intégrales  à indices 

/ 

fractionnaires  de  la  fonction  — ( n*.  1074  ) ; on  en  tire 

1 fu"'-'e-u‘rdu(i-a—  tY 
A — = v — ; 

fu--‘r*du 

en  y changeant  le  signe  de  m , on  aura  a"  . x“.  Laplace  s’est  particu- 
lièrement attaché  à déterminer  ces  fonctions  par  des  séries  conver- 
gentes, et  il  a donné  sur  cela  des  détails  oü  l’on  ne  sauroit  entrer  ici. 


« 
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* CHAPITRE  IV. 

Des  équations  aux  Différences  mêlées. 

“ 1140.  Nous  avons  montré  suffisamment  dans  ce  qui  précède 
- que  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  aux  différences  pouvoient 
s’appliquer  l’un  à l’autre  ; mais  nous  n’avons  considéré  qu’iso- 
lément  les  questions  oit  il  s’agit  de  déterminer  une  fonction  par 
la  connoissance  8e  ses  relations  avec  ses  coefficiens  différentiels  , 
ou  avec  ses  différences.  Pour  compléter  le  tableau  des  divers  points 
de  vue , sous  lesquels  on  peut  être  conduit  à la  recherche  d’une 
fonction  au  moyen  des  circonstances  que  présentent  les  chan- 
gemens  dont  elle  est  susceptible,  il  nous  reste  il  examiner  le  cas 
où  la  condition  qui  doit  la  déterminer  mène  à une  équation  con- 
tenant en  même  tems  des  coefficiens  différentiels  et  des  diffé- 
rences , et  que  nous  appellerons  équation  aux  différences  mêlées. 
Ce  genre  d’équations , dont  Condorcet  et  Laplace  se  sont  oc- 
cupés les  premiers , n’est  pas  une  simple  combinaison  de  formules 
analytiques , il  répond  dans  la  Théorie  des  courbes  à des  ques- 
tions aussi  difficiles  que  vatiées  , et  quelques-unes  de  ces  questions 
s’étoient  déjà  offertes  aux  Géomètres  dès  l’origine  du  Calcul  diffé- 
rentiel et  du  Calcul  intégral. 

dy  . 

L’équation  a—  + iay+cy  — 0 

est  une  des  plus  simples  de  celles  qu’on  peut  se  proposer  entre  les 
coe$ciens  différentiels  et  les  différences  ; elle  n’est  que  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre  , tant  par  rapport  au  coefficient  différen1- 
tiel , qu’à  l’égard  de  la  fonction  et  de  la  différence.  Si  l’on  sup- 
pose 4*=i,  on  y pourra  faire  y = Ce"*:  elle  se  changera  en 
nm  + f( e“ — 1 ) + c = o ; et  toute  détermination  de  m qui  satisfera 
à cette  dernière  équation  , donnera  une  valeur  de  y renfermant  une 
constante  arbitraire. 


AV  X Dlf  F ÈRXtfC  ES  M Ê l B £ S.  5J» 
On  satisferoit  encore  par  la  supposition  de  _y=Ct"’,  à l’équation 


avf+iè+esr+/j'=°f 

^ A y 

qui  diffère  delà  précédente  par  le  terme  a , dans  lequel  les  ca- 
ractéristiques d et  A sa  trouvent  combinées  ; on  auroit  dans  l’hypo- 
thèse établie 


£ = Cfn , =Ce"(e-—  i ) , = Ct~m  ( «*— t ), 

et-pour  déterminer  m , on  trouveroit  l’équation  * 

a m ( <“ — i)  + hn  + c ( <“ — t ) + f—  O. 

A ne  considérer  que  les  équations  qui  déterminent  m , on  ne 
soupçonnerait  pas  que  les  deux  équations  aux  différences  mêlées , que 
«ous  venons  de  rapporter,  pussent  ne  pas  admettre  deux  intégrales 
de  la  même  généralité;  mais  si  l’on  fait  attention  que  la  seconde 
contient  des  termes  affectés  en  même  tems  des  deux  caractéristiques  i 
et  a , il  sera  facile  de  reconnoître  que  tandis  que  la  première  peut 
être  envisagée  comme  le  résultat  de  l'élimination  de  deux  cons- 
tantes arbitraires  entre  trois  équations  de  la  forme 


v= o,  iv= o,  a y —o (,), 

la  seconde  en  suppose  quatre  de  la  forme 

y=^0,  d y = O , 4^30,  i^V-3=iO >•■■••(!); 

entre  lesquelles  on  peut  éliminer  trois  quantités. 


Le  dernier  système  d’équations  offre  aussi  la  possibilité  d’éliminer 
entre  les  équations  V=o  et  c>V—o , une  fonction  arbitraire  du  genre 
de  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences 
( n°.  998  );  nommant  f^—o  la  résultat,  on  aura  encore  à éliminer 
une  constante  entre  les  équations 

r=o.  jy=o 

Les  équations  qui  sont  le  produit  de  cette  dernière  génération , sont 
toujours  telles  qu’en  y regardant  a y comme  une  nouvelle  variable, 
elles  satisfont  aux  conditions  relatives  à l’intégrabilité  des  équa- 
tions différentielles  à trois  variables,  et  se  distinguent  par-là  de  celles 

Xxx  » 
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qui  résultent  des  équations  (t)  ou  des  équations  (1).  En  considérant 
les  équations 

df"e=o,  et  AdV=o*. (4),' 

dans  lesquelles  d V représente  une  fonction  différentielle  quelconque 
du  premier  ordre  et  à deux  variables  , on  obtiendroit  des  équations 
aux  différences  mêlées  qui  pourroient  être  mises  sous  la  forme  d'équai 

. , • • • </y 

tion  aux  différences  contenant  les  trois  variables  x,y  et  -j-.  Biot , 

d X 

dans  un  Mémoire  qu’il  a présenté  à l’Institut , et  dont  nous  avons 
tiré  une  grande  partie  de  ce  Chapitre , désigne  sous  le  nom  A’équa- 
tigns  aux  différences  successives  celles  que  donnent  les  systèmes  (3) 
et  (4),  parce  qu’elles  résultent  immé3iatement  ou  d’une  différence 
succédant  à une  différentiation , ou  d’une  différentiation  effectuée 
sur  une  différence. 


1 1 41.  Toute  équation  aux  différences  successives  doit  être  sus- 
ceptible de  deux  intégrations  distinctes , l’une  par  rapport  à la  ca- 
ractéristique A et  l’autre  par  rapport  à la  caractéristique  d ; mais 
il  n’est  pas  indifférent  de  commencer  par  1a  première  ou  par  la  se- 
conde de  ces  intégrations.  Lorsque  celle  des  différentielles  peut  s’ef- 
fectuer la  première , le  résultat  que  l’on  obtient  d’abord  contiept 
une  constante  arbitraire,  et  l’intégration  aux  différences  introduit 
ensuite  une  fonction  arbitraire;  mais  si  l’on  intègre  d’abord  par 
rapport  aux  différences , on  sera  souvent  obligé  de  particulariser 
la  fonction  arbitraire  , pour  effectuer  l’intégration  aux  différentielles. 

Soit  pour  exemple 


dy 

TX 


Cette  équation  ne  renfermant  que  les  variables  x , et  txy  que  nous 
représenterons  par  { , peut  être  considérée , sous  la  forme 


d^  1 dff 

l = xTx~-4d?’ 


comme  une  différentielle  à deux  variables  ; elle  rentre  alors  dans  la 
classe  de  celles  qui  s’intégrent  àprès  une  différentiation  ( n°.  573  ). 
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On  a ^ = a x — £ a',  d’où  il  résulte 
Ey=ax  — i«',  _y  = ï(d*  — ;*»*)  + p(sinT*,  costx), 

OU 

y = \a  (x* — * ) — |u*jc+  e(sinx.r , cosn-ar). 

En  commençant  par  considérer  l’équation  proposée  comme  une  dif- 
férence , on  lui  donnera  la  forme 

. p^xAp  — ^Ap', 

dy 

dans  laquelle  p = — ; et  pour  l’intégrer  , il  sera  commode  d’en 

V dX 

prendre  d’abord  la  différence  ( ’n*.  1009  ) ; on  trouvera  par  cette 
méthode 

x a‘p  — 1 (i  Ap  A’p  + Ey)  = o , 
ce  qui  donne  les  deux  facteurs 

A‘p  = o,  x— i (1  Ap  + A'p)  = o: 
en  intégrant  le  premier,  qui  est  le  plus  simple,  on  obtiendra  Ap—a, 
et  de  là  f = ar— ja', 

Cette  dernière  équation  est  intégrable , mais  elle  ne  le  seroit 
plus  en  général , si  l’on  remplaçoit  la  constante  a par  la  fonction 
p (sin»x,  cos  t*),  qui  est  aussi  constante  par  rapport  aux 
différences.  * 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  le  second  facteur 
x — i ( 1 + e‘p  ) = o , est  relatif  à l’intégrale  indirecte  de 

l’équation  aux  différences  ( n*.  1009  ). 

Il  n’est  pas  possible , dans  l’état  actuel  de  l’Analyse , de  donner 
des  procédés  généraux  pour  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences mêlées  ; nous  nous  bornerons  à observer  qu’on  peut  les  trans- 
former en  équations  différentielles  d’un  ordre  indéfini , en  y substi- 

* dy  r • 

tuant  au.  lieu  de  a y et  de  a—,  les  séries 

dx 

dy  h d'y  h'  d'y  h ’ 

dx  I + d x?  1.1  + dx*  l.l.  J CtCr  * 


jÿ  * . 

dx'  I dx 5 


t.z 


+ etc. 


Il  restera  ensuite  à satisfaire  à ces  dernières  équations  de  la  manière 
la  plus  générale , ce  qui  sera  souvent  très-difficile  ( n\  999  ). 
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1141.  La  détermination  de  l'étendue  des  intégrales  des  diverses 
espèces  d'équations  aux  différences  mêlées , est  susceptible  de  dis- 
cussions très-délicates  , comme  celle  de  l'étendue  des  intégrales  des 
éqaations  différentielles  partielles , par  rapport  aux  fonctions  arbi- 
traires qui  peuvent  y entrer  ( n*.  761  ) , et  l'on  y appliqueroit  les 
considérations  employées  dans  le*  n°*.  764, 765,  804. 

On  prouveroit  par  les  considérations  développées  dans  les  n°'.  1003 
et  1006,  que  les  équations  aux  différences  mêlées  ont -aussi  leurs 
inrégralts  indirectes  , qui  répondent  aux  solutions  particulières 
des  équations  différentielles , et  qui  se  déduisent  également  de 
l'intégrale  directe  par  la  variation  des  constantes  arbitraires  qu’elle 
contient , en  assujettissant  la  fonction  donnée  par  cette  intégrale , 
à satisfaire  encore',  dans  ce  nouvel  état , à l’équation  aux  différences 
mêlées.  Cette  condition  établit  entre  les  arbitraires  des  relations  qui 
sont  exprimées  par  une  nouvelle  équation  aux  différences  mêlées. 
Lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  par  son  moyen  , on  obtient  une 
seconde  équation  primitive  qui,  satisfaisant  A l’équation  proposée, 
représente  de*  courbes  ayant  à chaque  point  même  tangente  que  quel- 
qu’une de  celles  qui  sont  comprises  dans  l'intégrale  proposée,  et  même 
sécante  pour  deux  points  dont  les  ordonnées  sont  éloignées  d’une  quan- 
tité égale  A la  différence  de  l'abscisse.  Voilà  ce  qui  arrive  lorsque 
l’équation  proposée  ne  renferme  point  les  caractéristiques  a et  d ap- 
pliquées l'une  sur  l'autre  : si  le  contraire  avoit.lieu,  l’intégrale  directe 
et  l’intégrale  indirecte  devraient  s'accorder  non-seulement  dans  les  va- 

t . (/y 

leurs  de  y , — , , mais  encore  dans  celles  de  a ; et  alors , 

dx  dx 

en  déterminant  convenablement  la  constante  arbitraire , il  seroit 
possible  de  faire  passer  par  deux  points  dont  les  ordonnées  soient 
éloignées  d’une  quantité  égale  à la  différence  de  l'abscisse,  deux 
courbes  données , l’une  par  l’intégrale  directe , l’autre  par  l’intégrale 
indirecte , qui  auraient  A chacun  des  points  dont  il  s’agit  même  tan- 
gente , et  entre  ces  deux  points  même  sécante.  Ces  résultats  étant 
très-analogues  à ceux  qu’on  trouve  dans  les  n“,  cités  , il  n'a  pas 
paru  nécessaire  de  les  exposer  en  détail. 


~ Dioitizod  bv  C^ôogk 
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1143.  C’est  principalement  par  la  nature  des  questions  géomé- 
triques  qu’elles  peuvent  exprimer  , que  les  équations  aux  différences  féreace»  mêlée»,  à 
mêlées  doivent  intéresser  ceux  qui  cultivent  les  Mathématiques.  La  6*0' 

première  de  ces  questions  est  le  problème  des  trajectoires  réciproques 
qui  a beaucoup  occupé  Jean  Bernoulli  et  Euler  , qui  l’ont  résolu  l’un 
et  l’autre  par  des  moyens  fort  ingénieux  et  fort  clégans , mais  îndï— 

* rects , quand  on  les  compare  à celui  qui  résulte  de  l’emploi  des 
différences  mêlées.  Voici  l’énoncé  de  ce  problème. 

Trouver  une  courbe  M'C  M , fig,  6 , telle  qu  ers  b*  faisant  tourner  ^IG.  6.  . 


sur  un  de  ses  points  , autour  d'un  axe  donné  AC,  pour  la  plater  dans 
une  situation  contraire  à la  première , comme  on  le  voit  en  N'CN , et  la 
faisant  mouvoir  ensuite  parallèlement  à elle-même  le  long  de  cet  axe  , elle 
coupe  par-tout  la  première  M'CM  sous  un  angle  donné. 

Si  le  point  C désigne  celui  sur  lequel  la  courbe  M'CM  a tourné 
autour  de  l’axe  AC , pour  passer  à une  situation  inverse  N'CN , l’angle 
M'CN  sera  double  de  l’angle  M'C  A , et  sera  d’ailleurs  égal  par  l’hypo- 
thèse à l’angle  M'M  O (*).  Maintenant  ^ menons  par  le  point  M l’ordon- 
née MP  perpendiculaire  à l’axe  AB  ; l’angle  O MP  sera  égal  à QNP,  à 
cause  du  parallélisme  supposé  dans  le  mouvement  de  la  courbe  N'CN ; 
et  -parce  que  cette  courbe  est  placée  dans  une  situation  contraire  à 
celle  de  M'CM , l’angle  QNP  doit  être  le  même  que  l’angle  Q'M'P', 
formé  par  cette  dernière  et  l’ordonnée  P'M prise  de  l’autre  côté 
de  AC,  à une  distance  A' P'  égale  à AP.  Il  suit  de  là  que  l’angle  M'M  O, 
composé  de  CMP  et  dç  O MP  ou  de  QNP,  est  égal  à CMP+  Q’M'P': 
telle  est  en  dernière  analyse  la  condition  du  problème , et  c’est  ainsi 
que  l’envisageoit  Jean  Bernoulli. 

En  faisant  AP=x,  PM=y,  AP'=x\  P'M’=ÿ,  l’angle  M'CM=ic, 


«v  dx  d x 

on  aura  tang  CM  P = — - , tang  Q'M'P's=  —,  ; et  posant  pour 

v dy  dy  / . 

abréger  -p  =p , =p , il  viendra 
dx  dx 


angl.  ( tang  = +•  angl.(  tang  = = a * 


x'+  x—o. 


(*)  Il  faut  se  rappeler  que  Us  angles  formés  par  les  courbe»,  sont  les  mêmes  que 
ux  de  leurs  tangentes.  * 
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Voilà  les  équations  de  la  question  écrites  en  différences  mêlées.  Il 
faut  bien  remarquer  que  la  dernière  équation  exprime  la  loi  de  la 
variation  de  x , et  que  chacune  des  équations  ne  doit  pas  avoir 
lieu  par  elle-même  , mais  seulement  que  l’une  étant  posée  , l’autre 
en  est  une  suite  nécessaire. 

Ces  équations  sont  faciles  à intégrer  : en  effectuant  d’abord , sui  va  nt 
le  procédé  du  n*.  988 , l’intégration  relative  aux  différences , on 
trouvera 

angl.(tang  = c + B(  — 1 ) 

* = *(-«)% 


. B et  b étant  des  fonctions  arbitraires  de  sinvç  et  de  costj,  La 

fl 

variable  { s’élimine  facilement  ; en  faisant  — = C , il  vient 

b 


arcf  tang  = iV=c+<7*  , ou  -as  tang  { c + Cx)  , 

\ D / P 


d’où  l’on  conclut 

_ 1 1 — tang  c tang  C x 

* tang  («•+■  Cx)  tang  c + tang  Cx 
On  peut  mettre  cette  valeur  sous  la  forme 


1 + cos  x c — sin  1 c tang  C x 
siu  1 c •+•  ( 1 + cos  ic)  tang  Cx 
i+cosxe 

11  — 

cos  xt 


sin  x c sin  xc  J 


sin  x c 


tangCx 


1 + cos  x e „ , 

1 + — : tang  Cx  J 

sin  xc 


et  en  observant  que  la  constante  C doit  être  regardée  comme  une 
fonction  arbitraire , qui  ne  change  point  lorsqué  l’on  y met  — x , au 
1-4-  cosic 

lieu  de  x,  on  fera : UngCx—Xx,  en  désignant  par  X 

sin  x e 

une  fonction  quelconque  de  x assujettie  seulement  à demeurer  cons-* 
tante  quand  on  passe  de  +•*  à — x : on  aura  ainsi 

1 ft  + JVxl 

P — cotxu+  j — | , 

v sin  xcl.  1—  Xx) 


résultat 


AUX  ÉQUATIONS  MÊLÉES.  JJ7 
résultat  semblable  à celui  qu’a  trouve  Euler  par  une  voie  très- 
différente. 

dy  , 

Si  l’on  y remet  — , au  lieu  de  p,  on  en  tirera 
dx 


y — x C0t  1 C + 


Lorsqu’on  prend  X—O , on  trouve  d’abord  la  ligne  droite  , qui  doit 
en  effet  satisfaire  à la  question  proposée  ; posant  ensuite  X=zx", 
il  vient 


^ =xcot  1 ’ 


expression  qui  ne  dépend  que  de  l’intégration  de  la  fraction  ra- 
tionnelle — — . 
x‘"+‘— i 

Bernoulli  et  Euler  ne  se  sont  pas  bornés  à résoudre  généralement 
le  problème  des  trajectoires  réciproques  , ils  ont  eu  spécialement  pour 
but  de  chercher  parmi  ces  courbes  celles  qui  pouvoient  être- algé- 
briques , et  sous  ce  point  de  vue  tous  leurs  travaux  rentrent  dans  le 
Calcul  intégral  indéterminé  ( n".  5JX  et  suiv.  ). 


«144.  Parmi  le  nombre  assez  grand  de  questions  qu’Euler  a 
résolues  sur  ce  sujet,  nous  choisirons  encore  la  suivante  qui  est 
|>eu  connue.* 

Trouver  toutes  Us  courba  teUa  qu’en  menant  par  chacun  de  leurs 
points  deux  droites  A M , M M',  fig.  7 , faisant  U même  angle  avec  fïG. 
la  tangente  TM  , la  première  étant  dirigée  à un  point  fixe  K,  la  seconde 
terminée  à la  courbe  en  M',  la  ligne  M'A  fasse  avec  la  tangente  M't  le 
même  angle  que  M M'  (*). 


(*)  Ceux  qui  connoissent  les  lois  de  U réflexion  de  la  lumière  , verront  que  le 
rayon  parti  du  pointa* , et  dirigé  suivant  AM,  seroit  réfléchi  deux  fois  par  la  courbe 
cherchée,  la  première  de  M en  M',  la  seconde  de  M ' en  A,  et  retouraeroit  par 
conséquent  au  point  d’oii  il  est  émané.  Ce  problème  a été  proposé  dans  les  acta 
ervditorum  , ann,  174}  ( en  septembre  ). 


Appendice. 
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Les  conditions  de  ce  problème  sont  contenues  dans  les  deux 
équations 

angle^Af  T = angle  M'M  t , angle  A MU'—  angle  MM'T, 

dont  une  doit  donner  la  loi  des  variations  de  x.  Soit 

AP—x,  PM=y,  AP-^x',  P'M'=y,  J-£=p,  %=P\  f=Pi 

en  menant  M'Q,  parallèle  à l’axe  AB  des  x , et  prolongeant  MP 
jusqu’au  point  Q , on  aura 

MQ  MP+PQ  MP+P'M'  y— y’ 


tangM  M'Q  = 


MQ  M'Q 


M'Q 


=-^L  = -P, 


en  n’ayant  point  égard  au  signe  de  y'  qu’on  peut  supposer  négatif 
dans  la  figure  citée.  -Cela  posé , si  l’on  observe  que  les  angles  MM’Q, 
MOT,  M'OT’,  sont  égaux , et  que  l’on  considère  les  angles  extérieurs 
des  triangles  O MT , A MT , on  trouvera 

tang  Af'M/=tang  (P  TM  + MM'Q)  = -P~-x  , 

1 +pP 


—P 


tang  A M T=  tang  (PAM  — P TM  ) : 


y—px 


!+-/>  X+P* 

X 

la  première  condition  à remplir  donnera  l’équation 

y-pX=]^zl_ ; (I). 

x + py  1 +p  P 

La  relation  des  angles  des  triangles  OM'  T1  et  AM' T conduit  de 
même  à 

tangAUr  T'=—  tang  ( F T'M'  + MM ' Q ) = — , 


tang  A M't'x=  tang  ( P' A M'  + P'TM'  ) : 


ï-p*' 


i+vp 


d’ob  l’on  conclut  pour  la  seconde  condition 


y — p- 


p'-p 


x'+p'S  i+p'P 


x+py 


.(a). 
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Tirons  maintenant  des  équations  (t)  et  (1)  , les  valeurs  de  P ; nous 
obtiendrons 


r__y— *px— p'y 

px—ipy  — x 

p y—'p'x'—p'y 

* p'x — ap'y'—x' 

ce  qui  nous  donnera  l’équation 
y'—ipx'—pY  y—tpx—j>‘y  _ Q 
p'x'—ip'ÿ—x'  p'x  — \py  — x *' 


(3) 

* 

•(4), 


(5), 


de  laquelle  il  résulte  que  la  fonction  ^ lf> — ne  change  point 

lorsque  x devient  x'.  Telle  est  l’hypothèse  dans  laquelle  il  faut 
intégrer  l’équation  (j) , qui  répond  alors  à — = const , et  donne 
y = * X const  + f ( const  ) ; nous  aurons  donc 

y=x\!-'P*-pX\+JL-*rx-iï-V 

y l p'x—ipy  — x ) p'x—ipy  — x) 

La  caractéristique  f désignant  une  fonction  arbitraire , donne  à ce 
résultat  une  très-grande  généralité,  mais  aussi  on  ne  sauroit  dans. cet 
état  l’intégrer  par  rapport  aux  différentielles. 

Il  est  intéressant  de  connoître  ce  qu’exprime  la  fonction 

y x?x  ; c’est  à quoi  on  parvient  en  la  mettant  sous  la  forme 
jPx—xpy  — x 


y-r*  -F 

x+py 


« y —p  X 

et  en  observant  que  />  = tangf’T’M,  - = tang  A MT. 

• **  ' P J 

elle  se  change  alors  en  — tang  ( A M T— P TM),  et  montre  que  la 
différence  des  angles  A MT  cl  PTM,  ne  doit  pas  varier  dans  le  pas- 
sage du  point  Af  au  point  M',  ce  dont  il  est  encore  facile  de  s’assurer 
immédiatement  par  les  considérations  géométriques. 

Biot  dont  nous  suivons  ici  le  mémoire , donne  à la  fonction  » 

Yyy  » 
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plusieurs  formes  desquelles  il  résulte  successivement  un  cercle  , 
limite  d’une  infinité  d’ellipses,  et  l’assemblage  de  deux  droites,  limite 
d'une  infinité  d’hyperboles  : nous  ne  rapporterons  point  les  calculs 
qui  mènent  à ces  résultats , et  dans  lesquels  il  ne  s'agit  que  d’intégrer 
ifne  équation  différentielle  du  premier  ordre  ; nous  dirons  seulement 

qu’il  faut,  pour  arriver  au  cercle,  prendre  t (- — — J P = O » 

'•p’x — 1 py — x / 

et  faire , pour  obtenir  l’ellipse  et  l’hyperbole , 
l p'x — Xpy—X  ) 

Si  on  prend  les  limites  des  équations  (3)  et  (3)  dans  la  suppo- 
sition oît  x devient  infjni , y , p et  P demeurant  finis , ce  qui  place  le 
point  A à une  distance  infinie  de  la  courbe  (*),  on  obtiendra 

* D _ XP  xp'  XP 

7*  * , _.  7 — 0 > 

P — 1 . P — 1 P — 1 

d’où  l’on  conclura 

p — * V— s 

En  faisant  = 0 > on  aura  seulement 

y——  ~~  » d’oil  x+py=  v'x'+y, 

. . p — 1 

ce  qui  revient  à 

*--■  ^ y — d x . et  donne  x‘+ y‘=x  + C. 

V x‘+y‘ 

Cette  dernière  équation  appartient  à une  parabole. 

p'  p 

L’équation  — = o , nous  apprend  que  toutes  les 

p — 1 /f*—  1 . * 

courbes  qui  résolvent  ce  cas  de  la  question  proposée,  ont,  aux 
points  Af  et  Al',  des  tangentes  parallèles  ou  perpendiculaires.  En 
effet , en  réduisant  ses  deux  membres  au  même  dénominateur , et 
passant  tous  les  termes  dans  un  seul , on  lui  donnera  la  forme 
(pp’+  »)(/— p)—o* 

et  l’on  en  tirera  par  conséquent  p'p' + 1 = 0,  p — p = o. 


(*)  Dans  ce  cas  du  problème  le  rayon  lumineux  vient  parallèlement  à l’aie  AB. 
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1145.  Les  deux  questions  que  nous  venons  de  résoudre  se  rap- 
portent aux  différences  successives  ; en  voici  une  très-simple  qui 
mène  à une  équation  aux  différences  mêlées  proprement  dites. 

Trouver  Us  courtes  dans  lesquelles  la  soutangenie  AT,  fig.  3 , soie  à 
la  sousicantc  AS,  dans  un  rapport  constant,  en  supposant  que  la 
seconde  ordonnée  A'B'  soit  éloignée  de  la  première  AB  d'une  quantité 
AA'  égale  à h. 

11  est  facile  de  voir  que  ce  problème  conduit  à une  équation  de  la 


forme 


dy 

dx  * 


A y 


tfg-  J 


Si  l’on  met  dans  cette  équation , à la  place  de  Ey , son  développe- 
ment en  série,  on  aura  l’équation  différentielle  d’un  ordre  indéfini 
dy  d'y  h ePy  h ‘ 

«-t)^  + « — -+a— 1-  etc.  = o , 

dx  dx'  a dx r5  1.3 

à laquelle  on  satisfait  en  prenant  yz=.Ae",  pourvu  que  m soit 

déterminée  par  l’équation 

, , m'h  rfi3h' 

(a  — 1 «i+a 1 -a •+■  etc.  = O , 

i 1.3 

d’oît  l’on  conclut  d’abord  m = o,  puis 

fl— I mh  m'h'  m,his 

1 b H 4-  etc.  =0. 

fl  i .1.3  a. 3. 4 


Si  on  désigne  par  m',  m",  m ",  etc.  les  valeurs  données  par  cette 
dernière,  il  viendra 

y — A +A’  e"'I+A'e""+  etc. 

expression  dans  laquelle  on  pourra  faire  entrer  autant  de  termes 
qu’on  aura  trouvé  de  valeurs  distinctes  pour  m.  On  s’assurera  par  le 
retour  des  suites  qu’il  en  existe  au  feoins  une  réelle,  dont  on  peut 

"obtenir  le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  de  — — -, 

A 

et  l’on  aura , pour  résoudre  la  question  proposée , l’équation 
y=A  + A'e~'% 

renfermant  deux  constantes  arbitraires. 


Feu  Charles  ( de  l’Académie  des  Sciences)  a transformé  l’équation 
aux  différences  mêlées  qui  nous  occupe , en  une  autre  où  la  variable 
entre  comme  exposant  de  différentiation  ou  d’intégration.  Pour  y 
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parvenir , nous  ferons  - = é , ce  qui  changera  l’équation  proposée  en 

U 

i dy  * 

^ = bT*'' 

noui  en  tirerons  successivement 


r.-*+‘'£=r+‘‘ë+l,7Ï- 


etc. 

Il  est  facile  de  conclure  de  là  et  même  de  s'assurer  , à priori , que 
1 —I  a —a  </*y 

+ M [°]  b W t°]  


+HW^, 


Le  second  membre  de  cette  équation  étant  multiplié  et  divisé  par  c *, 


son  numérateur  deviendra  le  développement  de 
l’on  aura  par  conséquent 


dx' 


et 


_ *•  J 

e* 

■Si  l’qn  avoit  cherché  les  valeurs  antécédentes  à y ou  correspond 
dan  tes  à des  indices  négatifs,  on  auroit  eu 

X 

I J 

y-.—  — ~r* 


#"£* 

Ces  résultats  ne  paroissent  pas  propres  à faire  connoître  l’équation 
primitive  de  la  courbe  cherchée , mais  ils  conduisent  à une  cons- 
truction discontinue,  analogue  à celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  n\  4003  , pour  les  équations  aux  différences.  En  effet , 
on  jr  peut  supposer  , 9 désignant  une  fonction  arbi- 


Tt 
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traire , et  déduire  de  cette  fonction  d’après  la  loi  établie , les 
valeurs  des  ordonnées  y, , y%,  yit  etc.  correspondantes  aux 
abscisses  x+A,  x+iA,  X4-3A,  etc.  Il  est  évident  que  cela  revient 
à prendre  sur  la  courbe  représentée  par  l’équation  y = t (x),  une 
portion  BB',  dans  laquelle  le  rapport  de  AT  et  AS  soit  conforme 
aux*données  de  la  question  , et  à se  servir  des  points  intermédiaires 
pour  obtenir  des  portions  de  courbes  antérieures  et  postérieures  à la 
partie  B B',  en  calculant  les  ordonnées  de  ces  portions  par  le  moyen 
de  leurs  différences  avec  celles  de  la  portion  BB',  ainsi^ju’on  l’a 
indiqué  dans  1#  n°.  cité.  Si  l’on  vouloit  rapporter  les  ordonnées  y, 
et  y_„  à leurs  abscisses , il  faudroit  prendre  pour  première  abs- 
cisse x — nh , et  x+nh-,  on  auroit  alors 


b'  d"p{x—nh) 

X—n.h  7Ï* 


4 


y-n 


• b-c  b 


1146.  Le  Calcul  aux  différences  mêlées  trouve  aussi  son  appli- 
cation dans  des  recherches  purement  analytiques  ; Français  de 
Colmar  a montré,  dès  l’an  ç , l’usage  qu’on  peut  en  faire,  pour 
arriver  à l’expression  immédiate  d’une  transformée  quelconque  de 
l’équation  différen  ielle  partielle 


JÜ.  + /»£ 

dudv  du 


o. 


traitée  par  la  méthode  du  n“.  771  (*).  En  effet , pour  peu  qu’on 
ait  réfléchi  sur  cette  méthode , on  voit  bien  qu’il  doit  entrer  dans 
l’expression  des  coefficiens  Pn  , Q»  , Mn , des  différences  ou  des 
valeurs  successives  de  l’indice  n , avec  des  différentielles  prises  rela- 
tivement aux  variables  x et  y.  11  faut  se  rappeler  aussi  que  la  déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  d’une  manière  trans- 
cendante dans  les  intégrales  des  équations  différentielles  partielles , 
dépend  d’une  équation  aux  différences  mêlées  ( n\  993  ). 


(*)  Le  Mémoire  où  se  trouvent  ces  recherches  m’a  été  envoyé  le  i5  nivôse 
an  6 , et  il  étoit  connu  d'Arbogast  avant  ce  teins.  Il  en  avoit  eu  des  essais  que 
j’ai  vus  entre  ses  mains  en  l'an  a. 
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Je  terminerai  ici  la  longue  tâche  que  jé  me  suis  imposée , en  ob- 
servant que  la  durée  de  l’impression  a été  assez  considérable  pour 
que  la  science  ait  fait  pendant  cet  intervalle  des  progrès  que 
j’ignore  ; qu’il  a même  été  publié  quelques  ouvrages  dont  l’extrait 
n’a  pu  entrer  à la  place  que  je  lui  aurois  assignée  dans  le  corps  du 
mien  , s’ils  m’eussent  été  connus  à tcms  ; tels  sont  : les  Disquisitffmts 
analyticx  de  M.  Pfaff,  qui  contiennent  des  recherches  très-étendues, 
sur  la  sommation  des  suites  d’arcs  de  cercles  dont  les  tangentes 
forment  ÿs  progressions  données  et  sur  l’équation  différentielle 

x'(a  + bx')d‘y+x(c+ex')dydx+(f+gxm)y2x'=Xdx‘, 
traitée  n\  644 , enfin  sur  le  retour  des  suites  ; l’Analyse  des  ré- 
fractions de  Kramp , et  d’autres  écrits  dont  on  trouvera  l’indication 
dans  la  table.  J’avois  annoncé  aussi  le  dessein  de  traiter  à part 
la  Théorie  algébrique  des  séries  récurrentes , mais  ayant  publié  de- 
puis les  principes  de  cette  «nême  Théorie , dans  le  Complément 
des  démens  et  Algèbre  à t usage  de  t Ecole  centrait  des  Quatre- Nations, 
j’ai  cru  pouvoir  la  supprimer  ici,  puisqu’on  y suppléera  parfaite- 
ment en  ajoutant  à ce  que  j’ai  dit  dans  l’ouvrage  cité , ce  qu'on 
trouve  dans  celui-ci  sur  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples  n°\  368-371  , et  ce  que  contiennent 
les  n“.  1043  , 1044. 
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Observation.  Les  chiffres  indiquent  les  numéros  et  non  les 
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. On  lia  rappelé  dans  celte  Table  que  les  noms  des  A ut  tu rs  cites 
dans  le  texte  ; c'est  dans  Us  Tables  particulières  à chaque  y olume  , 
qu’on  trouvera  C indication  détaillée  de  ce  qui  a été  écrit  sur  la  Science. 
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Assci  s s es , numéro  tQj. 

Affections  des  courbes  , Jjl. 

A te  d'une  courbe  : expréttion  de  53  dif- 
fércntiellc  en  coordonnées  rectan- 
êtes  , af o — en  coordonnées  polai- 
res . 18 1 . — Si  différentielle  tirée  de 
la  considération  des  polygones  per  les 
coordonné»-*  polaires , SÜ7.  — PéterT 
mination  de  son  signe,  490. 

Aire  du  cercle  ; son  développement  en 
série  ; son  expression  au  moyen  de 
l'arc , 410. 

Algorithme  : on  appelle  ainsi  le  sjrsteiue 
du  caractère  qu'on  emploie  pour  ex- 
primer des  quantités  assujetties  à cer- 
taines loix  : les  chiffres  sont  l'algo- 
rithme de  la  numération. 

Algorithme  des  puissance  du  second  or- 
dre,  qoi,  9»5- 

Appareil  des  voûtes  elliptiques , 674. 

Approximation  : réflexions  sur  l'incerti- 
tude des  méthodes  d'approximation  , 
dont  on  fait  usage  dans  la  solution  des 
problèmes  géométriques  et  mécani- 
ques, 1070. 

Atioteut  : sa  manière  d'appliquer  le  Cal- 
cul différentiel  ï la  recherche  des  tan- 
gentes, 138  , *39-—  Prouve  oue  des 
fonctions  arbitraires  des  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles  peu- 
vent  être  discontinues,  794. 
Appendice. 


Arcs  de  cercle  : analogie  qui  existe  entre 
les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes, 
Introd,  37  ; 41)6.  — Leur  expression 
par  les  sinus  au  moyen  des  exponen- 
tielles imaginaires,  Int.  n'  3S;  37Q.-*~ 
Leur  développement  par  la  tangente. 
Intr.  3Ü;  iq|,  40Ü. — Moyen  pour  ol> 
tenir  les  sinus  et  les  cosinus  d'arcs  mul- 
tiples. litrad.  39,  40  et  41. — Ex- 
pression des  puissances  du  sinus  et  du 
cosinus  de  l'arc  simple  par  les  sinus  et 
cosinus  de  ses  multiples.  Introd.  4t. 
— Développement  des  arcs  de  cer- 
cle par  les  sinus  de  leurs  multiplet. 
Introd.  44.  — Llcveloppement  de 
l'arc  par  son  sinus , et  ton  sinus  verse. 
Introd.  43;  104,  410,  41a.  — Ex- 
pression de  l'arc  de  30  degrés  en  sé- 
rie, 104.  — Expression  de  l'arc  pat 
des  produits  indéfinis  de  cosinus  ou 
de  sécantes  d'arcs  continuellement 
sous-doubles.  Introd.  46.  — Expres- 
sion de  la  différentielle  des  arcs  , 03. 
— L)e  la  différentielle  d'un  arc , pour 
un  ordre  quelconque  , 36.  — Ujé 
duite  du  Calcul  aux  différences,  1,187. 
— Usage  de  la  division  des  arcs 
en  parties  égales  , pour  résoudre  les 
équations,  166.  — 176.  — Expres- 
sion d'un  arc  de  cercle  par  le  moyen 
des  imaginaires , tbb.  — Manière  de 
laite  disparoitre  les  arcs  dans  les  in- 
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tégrales  des  équations  ‘différentielles 
du  premier  degré  , 664  , 665 , 666. 
—Leurs  propriétés  déduites  de  ta  com- 
paraison de  aeux  différentielles  circulai- 
res , 677.  — Leur  expression  en  pro- 
duits indéfinis,  1093. — Séries  des  arcs 
dont  les  tangentes  procèdent  suivant 
une  loi  donnée,  1146. 

Afc  d'une  courbe  : express  on  de  sa  dif- 
férentielle en  coordonnées  rectangles. 

— en  coordonnées  polaires,  279.  — 
Expression  de  sa  d fférentieile  consi- 
dérée comme  le  côté  d'un  polygone  , 
285. — Sa  différentielle  par  les  coor- 
données polaires , 287. 

Arc  : différentielle  de  l’arc  d'une  courbe 
à double  courbure,  349. 

Arcs  elliptiques:  leur  exprcssioiten  séries, 
416  —Transformations  de  leur  diffé- 
rentielle , 303.  — Leurs  propiiéf  es  re- 
lativement à leur  addition  , ou  à leur 
multiplication,  ou  à leur  division,  684 

— 694.  — Leur  détermination  par  U 
bisscction  , 689.  — Moyens  de  trou- 
ver deux  arcs  elliptiques,  dont  la  dif- 
’férence  soit  égale  a une  ligne  droite , 
694.—  Construction  de  leur  relation , 


par  les  tringles  sphériques , 693 , 696. 

Arc  hyperbolique:  transformations  de  sa 
différentielle  , 305  — Peut  s’exprimer 
par  deux  arcs  d'ellipse,  310. 

Arch'ml  it  : son  style  comparé  i celui 
de  Leibnitz.  A Jote  , 183.  — Découvre 
les  principales  propriétés  de  la  spirale 
de  Conon,  273. — Quadrature  de 
sa  spirale,  499  — La  rectification  de 
sa  spirale  ,314. 

An  tics  de  rebroussement  , 341  , 346, 
330.  — Leur  liaison  avec  la  corres- 
pondance qui  règne  entre  les  équations 
différentielles  partielles  du  premier  or- 
dre, et  les  équations  différentielles  qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d’inté- 
grabilité,  811. 

Asymptorts  : équation  de  l’hyperbole  rap- 
portée à ses  asymptotes  ,213»  — Li- 
gnes droites,  2 ,1. — Leur  détermina- 
tion par  le  calcul  différentiel , 24S  (*). 
— Asymptotes  courbes,  233  — des 
surfaces  , 317.  # 

Axa  des  coordonnées  , 193  — Des  coor- 
données dans  l’espace  , 794.  — Axes 
principaux  des  surfaces  courbes  ,311. 

B. 


B AS  Z des  logarithmes  Népériens.  Intr, 
n°.  21. — des  facultés  numériques, 
no3. 

BtJtme  ( de  ) : son  problème  sur  la  mé- 
thode inverse  des  tangentes  , 604. 

Bt'noulli  (Jean)  : s’occupe  le  premier 
des  exponentielles.  Introd.  21.  — A 
démontré  le  théorème  de  Cô>e*,  174. 
— Sa  controverse  avec  Léibnitz  sur 
les  logarithmes  des  nombres  néga- 
tifs, 183.  — Express  on  de  la  circon- 
férence du  ceecle  qu’on  lui  attribue  , 
186.  (J'oyrçsesŒuvreSjt.  I , p.  400.) 
— Son  développement  général  des  in- 
tégrales, 483.—  Fxamen  de  son  as- 
sertion sur  les  logarithmes  des  nombres 
négatifs  , 494.  — S'occupe  de  1a  re- 
cherche des  courbes  quarrables , etc. 
331.  — Résout  le  problème  de  la 
courbe  rectifiable  sur  une  surface  don- 
née , 337. 

Brnoulli  ( Jacques)  : résout  le  problème 
de  Beaune,  604.  — Nombres  qu'il 
remarqua  le  premier , 919.  — Liaison 
d*  ces  nombres  avec  les  sommes  des 


puissances  négatives  des  nombres  na- 
turels , 1091. 

Bernoulli  ( Daniel  ) : discussion  entre  lui 
et  Euler  sur  les  limites  des  séries  de  si- 
nus et  de  cosinus,  93 1. 

Bcmoulli  ( les  ) , s’occupent  du  problème 
des  isopérimètres  , qui  a conduit  à la 
méthode  des  variations.  Note , 838.  — 
S’occupent  du  problème  des  trajec- 
toires réciproques  , 1 14)- 

Bè{out  : son  théorème  sur  le  degré  auquel 
peut  monter  l’équation  finale  résultante 
de  plusieurs  éqffations  algébriques,  191, 
069.  Sa  méthode  d’cbmination  par 
les  polynômes  multiplicateurs  , 966. 

Binôme  : développement  de  la  puissance 
n du  binôme.  Inuoi.  1 3 et  suiv.  — 
Développement  du  binôme  , lorsque 
l’exposant  est  fractionnaire  et  négatif. 
Int.  16.  Preuve  que  les  deux  premiers 
termes  du  développement  de  la  puis- 
sance n du  binôme  1 4-x  sont  1 -f-na r , 
lors  même  que  n est  irrationnelle  ou 
imaginaire,  Intr . 31. — Formule  du  bi- 
nôme exprimée  par  les  puissances  du 


(*)  {N-  B.  Le  no  148  est  double  pur  erreur  j t’ut  le  premier  que  Pon  eittiei . ) 
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second  ordre  ,901. — Développement 
de  la  puissance  quelconque  du  second 
ordre  d’un  binôme,  904.  — Démons- 
tration de  U formule  du  binôme  par  le 
Calcul  intégral  aux  différences.  Note , 
928. — Expression  approchée  du  coeffi- 
cient numérique  quelconque  d’une 
très-haute  puissance  du  binôme.  — Du 
rapport  de  ce  coefficient  à la  somme 
de  tous  les  autres  , 947. 

Bioi  : son  mémoire  sur  les  intégrales 
indirectes  des  équations  aux  diffé- 
rences, 1005.  — s'occupe  des  équa- 


547 

tions  aux  différences  mêlées,  114O. 
Blsstction  des  arcs  elliptiques  , 689. 
Brachystochrone.  Note  , 846. 

Branches  d’une  courbe  : leur  correspon- 
dance avec  les  diverses  racines  de  so  i 
équation,  212 , 433. 

Branches  infinies  : moyen  de  rcconnoitre 
si  elles  sont  hyperboliques  ou  parabo- 
liques , 136. 

Branches  paraboliques.  — hyperboliques, 
242. 

Briggs  . son  système  de  logarithmes.  Int. 
33  , M* 
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Calcul  différentiel  : sa  définition , n°.  8. 
— Son  application  à la  théorie  des 
courbes  , a la  manière  d’Arbogast , 
239.  — parles  limites,  281.— à la  ma- 
nière^: Leibnitz,  ou  par  la  considéra- 
tion des  infiniment  petits,  185.  — Son 
application  aux  surfaces  courbes.,  320 
—345. — Appliqué  aux  courbes  à dou- 
ble courbure,  346 — 356. — Comment 
il  se  déduit  du  Calcul  des  différences, 
862.  — Inconvénient  qu’il  y auroit  à 
changer  sa  notation.  Comparaison 
de  celles  qu’a  proposées  Lagrange  , 
avec  celles  de  Waring  , d'Eufer  et  de 
Fontaine-  AW,  861.  — Pour  l’histoire 
du  Calcul  différentiel , voye^ la  Préface. 

Calcul  intégral  : sa  définition  , 8 , 358.  * 

Calcul  intégral  indéterminé,  522—542. 
—Comprend  l’intégration  des  équa- 
tions différentielles  à plus  de  deux  va- 
riables , qui  ne  satisfont  pas  aux  con- 
ditions d’intégrabilité , 800. 

Calcul  intégral  des  différentielles  partiel- 
les , ou  calcul  intégral  aux  différences 
partielles:  sa  définition  , 716. 

Calcul  direct  des  différences  : sa  défini- 
tion , 859.  — Scsrapports  avec  le  Cal- 
cul différentiel , 862. 

Calcul  direct  des  fonctions  génératrices  : 
calcul  inverse  , iqtt. 

Calcul  inverse  des  différences  : sa  défini- 
tion , 896.  — Comment  ce  calcul  se 
distingue  du  calcul  différentiel  par 
rapport  aux  équations  ,971. 

Caractéristique  des  surfaces  limites,  339. 

Caractéristique  des  surfaces  courbes  : leur 
liaison  avec  la  correspondance  des 
équations  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  , et  des  équations 
différentielles  qui  ne  satisfont  pas 


aux  conditions  d’intégrabilité,  811. 

Centre  des  courbes,  217. 

Centre  des  surfaces  du  second  ordre  ,315. 

Centres  absolus  de  courbure  d’une  courbe 
à double  courbure  ne  sont  pas  sur  ses 
développées,  j j 1, 3 5 j. 

CercU:  son  équation,  213.  — Peut  avoir 
une  infinité  de  centres,}  5 1 . No  te. on 
aire,  495. — Analogie  entre  le  cercle  et 
l’hyperbole  équilatère,  496.— Sa  recti- 
fication,502. — Renferme  sous  un  péri- 
mètre donné  le  plus  grandespace,»?}. 

Ctnle  touchant , 260; 

Cercle  osculatcur  , 261  , 262.  — Son 
centre  déterminé  comme  étant  à égale 
distance  de  trois  points  consécutifs 
de  la  courbe  proposée,  289.  — Dé- 
duit de  l’intersection  de  deux  normales 
consécutives , ibid.  — Sert  à construire 
les  équations  différentielles  du  second 
ordre , 639.  Note. 

Charles  : sa  formule  d’interpolation  par 
les  sinus  et  les  exponentielles  , 882.  — 
Sa  méprise  sur  les  solutions  particu- 
lières des  équations  différentielles  , 
1 0 to.  — S’occupe  des  équations  aux 
différences  mêlées,  1145. 

Charpin  réduit  l’intégration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  or- 
dre contenant  m variables  , à celles 
d’un  pareil  nombre  d’équations  diffé- 
rentielles entre  m -J-  1 variables , 730. 

Circonférence  du  cercle:  son  expression 
en  décimales.  Int.  38.  — Expression 
de  la  circonférence  du  cercle  par  le* 
imaginaires  , 186,  —Celle  de  scs  ex- 
pressions que  l’on  doit  à Wallis  , 945. 
— Usage  de  l’expression  que  Wallis 
en  a donnée  dans  l’interpolation  de 
certaines  suites , 961,— Cette  exprès- 
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si  on  obtenue  par  les  puissances  du  se- 
cond ordre,  964. — Ses  expressions 
en  produits  indéfinis  j celtes  de  son  lo- 
garithme , 1093. 

C loir  au  t : sa  théor  ie  des  courbes  à double 
courbure, préambule  du  chop.  Vt  rom  J. 
— S'occupe  du  développement  de  la 
fonction  ( 1+1».  cos  {)",  466  Note , 
—Remarque  les  équations  qui  s'inté- 
grent ap-ès  une  différentiation  , 378. 

Coefficient  différentiels  : leur  définition  , 
il  — Les  fonctions  de  deux  variables 
en  ont  plusieurs  dan»  chaqueordre  ,30. 
— Ils  demeurent  le»  memes  dans  qucl- 
c^u’ordre  qu'on  effectue  les  différentia- 
tions partielles  d’où  ils  résultent  , 17 , 
38.  — Méthode  pour  trouver  les. . . 
d’une  fonction  implicite  donnée  par 
une  équation  entre  deux  variables , 4a. 
—Ils  ont  chacun  autant  de  valeurs  que 
la  fonction  dont  ils  dérivent , 46—48. 
— Transformation  des  eocfficie/is  dif- 
férentiels relatifs  à y dans  ceux  qui  se 
rapportent  à x,  lorsque  les  variables  x 
et  y sont  lices  entr’elles  par  une  équa- 
tion, 36—  38. — Sont  les  limites  du  rap- 
port des  accroisscmens  de  la  fonction 
et  de  sa  variable,  92.— Us  deviennent 
infinis  dans  certains  cas  , 102. — pour- 

?[uoi,  128,129,  131.  — La  même 
onction  peut  en  avoir  dans  certains 
cas  de  finis,  de  nul»  et  d'infinis,  132. 
—Nombre  des  coefïiciens  différentiels 
qui  s’évanouissent , lorsque  x=za  dans 
la  fonction  X(x — j)",  133. 

Coefficient  indéterminés  ( attention  qu’il 
faut  avoir  dans  la  méthode  des  ), 
Int.  21. 

Combinaisons  : calcul  des  combinaisons 
appliqué  aux  Indices:  son  utilité,  1044. 
Condorcet  : sa  théorie  des  équations  de 
condition  , 86.  — Propose  une  mé- 
thode génétale  d'intégration  , 566  — 
Scs  remarques  suri  a détermination  des 
fonctions  arbitraires,  qui  enrrent  dans 
les  intégrales  des  équation»  différen- 
tielles parrielles , 993. — Détermine  les 
équations  de  condition  relatives  à l'in— 
tégrabilité  des  fonctions  différentielles 
et  des  fonctions  aux  différences  , 1028. 
— Ses  rccheiches  sur  les  équations  aux 
différences  mêlées , 1140. 

Càie  oblique  : expression  de  sa  surface , 

6 • r7. 

Cône  droit.  Son  aite  a des  portionsquar- 
rablîs,  J41. 


C <non  { spirale  imaginée  par)  , 273.' 

Cjnsuntes  : des  quantités  regardées  com- 
me constantes , n\  1 

Constantes  qui  disparoissent  par  la  diffé- 
rentiation , 15,  50.  — et  lorsqu'on 
prend  les  différences  , 86». 

C » ntrantet  d’une  équation  : ce  qui  arrive 
lorsqu'on  les  tait  varier , 290. 

Consumes  arbitraires  : leur  introduction 
dans  les  intégrales  et  leur  détermina- 
tion , 459 , 476. — Leur  nombre  ,610. 
— Cas d.» ns  le»quel»on  lestait  varier  , 
647  , 633  , 6'>6.  Note  ; 667 — 670, 

Contact  des  c surbes  : condition  du  con- 
tact de  deux  courbes,  a 50  — distinc- 
tion entre  le  contact  et  l’osculation, 
269. 

Contact  de  deux  courbes , considéré  com- 
me la  réunion  d’un  certain  nombre 
de  points  d’intersection  , 283. 

C intact  de»  surfaces , 432.  • 

Continuité  : expression  de  la  continuité 
des-surfaces  , 320.  — N’existe  pas  dans 
cei tains  passages  des  aires  des  courbes 
du  positif  au  négatif,  494. 

Coordonnées  , 193.  — Les  coordonnées 
négatives  doivent  être  prises  du  c&té 
opposé  à celles  qui  sont  positives,  202. 
— De  la  transformation  des....  et 
de  ses  principaux  usages  dans  U 
théorie  des  lignes  courbes,  210. 

Coordonnées  polaires  , 173.  — Passage 
des  coordonnées  rectangles  aux  coor- 
données polaires , 276. 

Coordonnées  dans  l’espace  ( le*  ) , sont  au 
nombre  de  trois  pour  un  méine  point, 
294*  Intcrpiécation  de  leurs  signes, 296. 
— De  la  transformation  des. ...  et 
de  ses  principaux  usages  dan»  la  théo- 
rie des  suifaces  courbes  , 308  etsuiv. 

Coordonnées  polaires  dans  l’espace  ,319. 

Crdes  vibrantes (prob  cme  des 5,794. 

Çjsécante  ( différentielle  de  la  ) , 22. 

Cos: conte  o’un  arc  dt  cercle  : scs  déve- 
loppcmensen  produit»  indéfinis,  1093. 

Cosinus  : développement  du  cosinus  sui- 
vant les  puissances  de  l’arc,  litr , 33  , 
3.  — par  les  limites \ Intr.  4t.— 
es  cosinus  placés  à égales  du  tances 
des  extiémes  de  la  formule 

cos  n x + -■  cos . ( /r— 2 ) x etc. 

appartiennent  à des  arcs  égaux  Introd. 
4a.  — développement  du  cosinus  par 
Parc,  103.  — Se»  développemen*  en 
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produits  indéfinis,  1086,  1093.  — 
Celui  de  son  logarithme , 10S7.  — 
Série  qui  exprime  son  logarithme 
suivant  les  puissances  du  sinus  , 891  > 
Note . 

Cosinus  d'arcs  imaginaires  , 187.  — hy- 
perboliques. Note , 32O. 

Cosinus  hyperbolique  : sa  définition  et 
son  expression  en  logarithmes  , 49 6. 

Cotangcnte  d’un  arc  de  cercle  : ses  déve- 
loppemens  en  produits  indéfinis,  1093. 

Côtes  : son  théorème,  173.  — Usage  de 
ce  théorème  pour  décomposer  les 
exponentielles  en  facteurs,  io;4. 

Courbet  algébriques , 193,  — transcen- 
dantes , 1 95  - 170 , 177.  — mécani- 
ques, 193.  Note.  — Division  des 
courbes  en  genres  , 201. — Construc- 
tion par  points,  205.  — Examen  du 
cours  d’une  courbe  d’après  son  équa- 
tion, aoi,  204,  205,  ac6  , 207  ,. 
2c8,  209,  210.  — N'Ombre  des  bran- 
ches infinies  des  courbes  , 2c6.  —Leurs 
points  singuliers,  leurs  points  multi- 
les  , leurs  limites,  leure  points  d’in- 
exion, aoS.  — Leurs  points  de  re- 
broussement , 209.  — Nœuds , ibid. 
Feuilles,  ibid.  — Leurs  points  conju- 
gués , ibid.  Noie.  — Leur  centre , 117. 
— Leur  diamètre,  21S.  — Leurs  axes, 
ibid.  — Leurs  points  de  serpentement , 
226.  — La  nature  et  le  nombre  de 
leurs  points  singuliers , 227  , 228.  — 
Le  nombre  d’intersections  de  deux 
courbes , 228.  — Osculation  des  bran- 
ches d’une  courbe  ; leur  embrassement, 
222  —Détermination  des  circonstan- 
ces, du  cours  des  courbes  par  les  sénés  » 
230  — 257.  — Préparation  de  leur 
équation  pour  faciliter  leur  construc- 
tion par  points , au  moyen  des  artifices 
de  l 'analyse  indéterminée  , 233.  Note. 

• — Elle-»  ont  pour  asymptotes  des  cour- 
bes, 235.  — Les  ordres  de  courbes  se 
divisent  en  genres  par  la  considération 
des  branches  infinies  , et  en  espèces 
par  cell  d s points  singuliers,  236  — 
munbre  des  branch  ?s  infinies  dont  une 
courb.’  est  susceptible  , 237.  — Leurs 
br.nche.  hyperboliques  et  paraboli- 
ques ,22—  Expression  générale  de 
leur»  so  j tangent  es  , tangentes  , sou- 
no  mal  *s  et  normales-  Moyens  de 
trouver  ces  expressions,  lorsque  les 
coordonnées  font  un  angle  quelconque, 
2+6. — Application  du  calcul  diffé- 
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rentiel  à des  exemptes  , entr’autres  à 
celui  de»  n°\  204,  236, 257  —Cour- 
be contenant  les  ctntxes  des  cercles 
Oiculateurs  d'une  courbe  donnée , 263, 
254.  — Leur  description  par  le  déve- 
loppement , 25<  , 2'  8.  — Courbes 
planes  ont  une  infinité  de  développées, 
331.  — Les  développées  des  courbes 
algébriques  sont  rectifiables  , 268  — 
Expression  de  la  différentielle  de  l’arc 
d’une  courbe,  279.  — de  la  différen- 
tielle de  son  aire , 280 ,281.  — Esprit 
de  l’application  des  limites  à la  théo- 
rie des  courbes  , 284.  — Courbes  os- 
culatrices  déterminées  par  la  considé- 
ration des  polygones  touchans  et  des 
polygones  touchés , 288.  — Courbes 
envisagées  comme  des  polygones, 
285 — 293.  — Trouver  l’équation  de 
celles  qui  en  touchent  une  infinité 
d'autres  d’une  nature  donnée,  et  assu- 
* jetties  à se  succéder  suivant  une  certaine 
loi , 290.  — Courbe  décrite  par  une 
courbe  donnée  roulant  sur  une  autre  , 
291—293.  — Une  courbe  quelconque 
étant  donnée  , on  peut  toujours  en 
trouver  une  oui , roulant  sur  une  autre 
courbe  aussi  donnée  , engendre  la  pre- 
mière par  un  de  ses  •oints,  293.  — 
Quadrature  des  combes,  490 — 499. 
— Leur  rectification,  300  — 314, 
— Ayant  un  nombre  donné  d'espa- 
ces quarra^les,  333.  — Engcn«irant 
des  solides  dont  l'évaluation  dépend 
du  cercle,  334  —Rectifiables,  333. 
Trouver  deux  couibes  algébriques  , 
telles  que  la  somme  de  leur»  arcs  dé- 
pende d’une  différentielle  donné  -,  3 36. 
— Détermination  des  courbes  pour 
lesquelles  on  a une  équation  homogène 
entre  l’arc  et  les  coordonnées  rectan- 
gles , 370.  — Construction  de  la 
courbe  dont  la  soutangente  est  une 
fonction  donnée  de  l’abscisse  ,60 1 -w 
Trouvcr  une  courbe  dan»  laquelle  la 
soutangente  soit  à l’ordonnée  comme 
une  ligne  constante  est  à la  somme  ou  à 
la  différence  de  l’ordonnée  de  cette 
courbe  et  de  celle  d’une  autre  tracée 
d’une  manière  quelconque  , 6^4.  — 
Trouver  la  courbe  qui  coupe  toutes 
celles  d’une  espèce  donnée  sous  un  an- 
gle donné,  G03. — Une  courbe  qui  en 
touche  une  infinité  d’autres , représente 
la  solution  particulière  de  l’équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  qui  appac- 
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tient  à celle-ci , 6c8.— Trouver  une 
courbe  telle  que  toutes  les  perpendicu- 
laires abaissées  d’un  point  donné  sur  ses 
tangentes  soient  égales  entr’elles,  608. 
—Détermination  des  courbes  , dont  le 
rayon  de  courbure  ett  constant  ou  ex- 
primé par  une  fonction  de  l'une  des 
coordonnées  , 609 , 614.  — Equation 
d'une  courbe  au  moyen  de  son  arc  et 
de  sa  courbure, 661.  — Trouver  celle 
dans  laquelle  la  tangente  prolongée  de 
part  et  d'autre  du  point  de  contact  jus- 
qu’à deux  ordonnées  correspondantes 
à des  abscisses  données,  détermine  sur 
ces  ordonnées  des  parties  dont  le  pro- 
duit soit  un  maximum  ou  un  minimum  , 
842.  — Courbe  de  la  plus  vite  des- 
cente , 846.  Note.  — Celle  ou»  pro- 
duit par  sa  révolution  le  soliae  de*  la 
moindre  résistance , 847.  Note.  — Dé- 
termination de  celle  dans  laquelle  l'esr 
pace  compris  entre  la  courbe  , sa 
développée  et  deux  de  ses  rayons  de 
courbure  , est  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum, 848.  — Trouver  celle  le  long 
de  laquelle  doit  descendre  un  corps  sou- 
mis à l’action  de  la  pesanteur , et  éprou- 
vant de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il 
se  meut , ud%  résistance  proportion- 
nelle à la  puissance  a n de  la  vitesse , 
pour  acquérir  le  maximum  de  vitesse  , 
851.  Note.  — Courbe  élastique  ; sa  dé- 
termination ; elle  engendre  par  sa  ro- 
tation un  solide  dont  le  volume  est  un 
maximum  ou  un  minimum  relatif,  853. 
— Courbe  qui,  sous  un  périmètre  don- 
né , renferme  le  plus  grand  espace, 
ibid. — Usage  des  courbes  paraboli- 
ques pour  [interpolation  des  suites  , 
876 , 878 — Déterminer  celles  , qui  par 
une  double  réflexion , renvoyent  un 
rayon  lumineux  au  point  d'où  il  est 
parti , 1144»  Note.  —Trouver  celles 
dans  lesquelles  la  soutangente  est  dans 
un  rapport  constant  avec  la  sousécante 
correspondante  à une  différence  don- 
née, 1145. 

Courbes  à double  courbure:  leur  géné- 
ration , 318. — par  l’ensemble  de  leurs 
tangentes  forment  uhe  surface  déve- 
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loppable  , 346.  — équation  de  leurs 
piojections  , ibid.  — équation  de  leur 
tangente  , 346  , 347.  — leurs  oscu- 
lations , 347.  — leur  contact  avec  des 
surfaces  , leur  plan  osculateur , 348. 

— considérées  comme  des  polygones, 
349.— différentielle  de  leur  arc  , ibid. 

— leur  plan  normal,  la  surface  des 
plans  normaux,  350.  — la  sphère 
osculatricc,  330,  353. — leurs  dé- 
veloppées , 33a.  — Us  équalions  de 
ces  acvelcppces,  336.—  ont  deux 
espèces  d’inflexions  , 357-  — leur  rec- 
tification , 331. 

Courba  rectifiables  sur  une  surface  don- 
née sur  la  sphère,  337.  — qui  déter- 
minent sur  une  surface  donnée  des 
aires  ou  des  volumes  exprimables  al- 
gébriquement — sur  la  sphère  , 3 38  f 
339,  340  , 341.  — sur  les  surfaces 
coniques , 34a.  — recherche  de  celles 

3ui  sont  semblables  à quelques-unes 
e leurs  développées,  060,  661. — 
trouver  l’équation  générale  de  celles 
dont  toutes  les  tangentes  font  le  même 
angle  avec  le  plan  des  x,  y,  8ot>.  — 
qui  résulte  d’une  ligne  droite  tracee  sur 
un  plan  lorsqu’on  a roulé  ce  plan  sur 
un  cylindre  quelconque,  ibid.  — trou- 
ver celle  que  produit  une  ligné* droite 
tracée  dans  un  plan  qui  enveloppe  une 
surface  conique  quelconque,  tio.— 
trouver  celles  dont  le  rayon  de  cour- 
bure absolu  est  constant , 814. 
Courbure  d'une  courbe , sa  mesure , ses 
variations , avant  et  après  une  in- 
flexion , ou  un  rebroussement , 266. 
Courbure  des  surfaces:  sa  mesure,*  326. 
Cramer  : sa  division  des  courbes  de  même 
ordre  en  genres  et  en  espèces , 236. 
Cubaturt  des  solides , 313. 

Cylindre  du  second  ordre , 314. 
Cyc/c/<fe,27i-274.— son  équarion  déduK 
te  de  celle  des  roulettes , 292.—  ac- 
courcie. — atongée , 292  — sa  qua- 
drature , 498. — sa  rectification  > 273 , 
313.— est  elle-même  sa  développée, 
273 , 660.  — renferme  entre  sa  déve- 
loppée et  ses  rayons  de  courbure  un 
espace  maximum  ou  minimum , 848. 
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D* A LLMBERlin  manière  d'envisager 
le  calcul  diffeicntiel  par  les  limite*  , 
n°.  92.  — Renouvelle  la  méthode  de* 

limite*  , a3t.  JVufr Ses  réflexion* 

et  son  théoièmesur  kl  quantités  ima- 
ginaires, LÊ2,  164  — Prend  paît  à la 
contestation  sur  les  logarithmes  de* 
nombres  négatifs , 183.  — Démontre 
quM  faut  prendre  les  coordonnées  né- 
atives  dans  un  sens  opposé  à celui 
es  cooidonnées  positives  , m — 
Confirme  l'exis-ence  des  points  de  re- 
bVoussementdela  seconde  espèce, 2ÜfL 
— Sa  méthode  pour  intégrer  conjoin- 
tement pluaieurs  équations  différen- 
tielles du  premier  degré , 636  et  la  note , 
657.  — Comme  il  intègre  l'équation  du 
premier  ordre  et  du  premier  degré  à 
deux  variables  , 658.  — Sa  dispute 
avec  Euler  sur  Li  continuité  des  fonc- 
tion* arbitraires  de*  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles,  7y4. 
Sa  manière  de  présenter  les  équations 
différentielles  partielles,  854.  Note.— 
La  méthode  qu'il  a donnée  pour  inté- 
grer les  équations  d.ffcroQficlles  du 
premier  degré,  s'applique  aussi  aux 
équations  aux  différences  , 973. 

Définirions  ; but  des  définitions  , préam- 
bule du  premier  chapitre , Tome  L 

Degua  : triangle  analytique,  118. — A 
démontré  la  règle  de  Descartes , i?8. 
— Coiteste  l’existence  des  rebroussc- 
mens  de  la  seconde  espèce,  166. 

Dclambrt  ; ses  formules  d'interpolation 
pour  les  logarithmes , pour  les  sinus  , 
883  , l&o  , 891 Donne  une  expres- 

sion du  logarithme  du  cosinus  par  les 
puissances  du  sinus , 891.  Note. 

Descattts:  sa  règle  pour  connoître  lesra- 
c nev  positives  et  les  racines  négatives 
dune  équation , 178. 

Développante  , a>f.  — Recherche  de  la 
développante  par  laconnoissance  de  sa 
développée  , >93. 

Développée  d'une  courbe  , i6<. — La  dé- 
veloppée de  la  cyclotde  est  une  autre 
cycloïde  inverse  de  la  première  , >73, 
£60=.  La  développée  de  la  spirale  lo- 
garithmique est  une  spirale  sembla- 
ble , 178  , 660.  — considérée  comme 
l'intersection  des  normales  consécuti- 
ves , *89. 


Développées  : problème  inverse  des  dé- 
veloppées , 2Q  J.  — Une  courbe  plane 
a une  infinité  de  développées,  jci.  — . 
Formation  des  développées  d'une 
courbe  à double  courbure,  332.  — 

Leurs  équations  , 336 Leur  analo- 

gic  avec  les  solutions  particulières  , 
<jo3.  — développées  successives  d'une 
même  couibr  ; leurs  équations  , 
660. 

Développement  : distinction  établie  entre 
le  développement  et  la  valeur  d'une 
fonction  , j , 4.-  d’une  fonction 
de  x -4-  k \ pourquoi  ce  dévelop- 
pement ne  contient  point  de  puis- 
sances  négatives  de  A,  4."-  de  puis- 
sances fractionnaires,  130.  — d’une 
fonction  quelconque  de  deux  quanti- 
tés liées  en tr 'elles  par  une  équation  , 
HO—116.  — Recherche  du  dévelop- 
pement de  f {x  + k ) , lorsqu'il  doit 
y entrer  les  puissances  fractionnaires 
de  k , 134.  — en  séries  des  fonctions 
de  deux  variables,  144 . 146. — d'une 
fonction  de  deux  quantités  détermi- 
nées par  deux  équations  à trois  varia- 
bles , 146.  — de  f f x è ) ; «pli- 
cation  par  les  courbe*  des  circons- 
tance* 011  ce  développement  contient 
des  puissances  fractionnaires , 231. 
— de  f ( xarM  ) * expression  en  lignes 
de  ses  différens  termes  , 238.  Note. 
des  surfaces  développables , 331. 
Note.  — de  la  fonction  ( 1 -f-/»  co*{)", 
439-467.  — général  de  l'accroisse- 
ment de  Paire  d'une  courbe  : ses  termes 
représentés  par  la  différence  des 
segmens  des  paraboles  oscutatrices  , 
49°  • Note,  -—  de  f (x  -f-  A),  expres- 
sion de  la  limite  d’une  portion  quel- 
conque de  ce  développement,  1069, 
1070. 

Diamètres  des  courbes  , 217.  ai 8.  — ab- 
solus , 210.  —plans,  3 1 1. 

Différences  : leur  formation  , 859 , 860  , 
8ii  — Leur  analogie  avec  les  puis- 
sances , 864—869.  — Leur  dévelop- 
pement par  le  théorème  de  Taylor, 
8^3  , 865  , 871 , 871.  — des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  , 863  , 
868  , 869.  — partielles  î leur  dé- 

finition , 30.  — Leur  notation  , 869 
et  la  note.  — expression  des  différen- 


TABLE 


55l 

ces  d'une  fonction  lorsque  les  diffe- 
successives  |des  variables  indé- 
pendantes ne  sont  pas  constantes  , 
870  - 87a.  — des  fonctions  logarith- 
miques , 884,  885.  des  fonctions  ex- 
ponentielles , 886.  — des  fonctions 
circulaires,  887-890.  — des  loga- 
rithmes de  ces  fonctions,  891.—  ex- 
pression générale  de  la  différence  d’un 
ordre  quelconque  d'un  produit  de  deux 
facteurs , 92g.  — expression  par  une 
intégrale  définie  des  différences  de  a", 
1*39.  — mêlées.  — successives, 
1 140. 

Différentiation» Règles  pour  la  différentia- 
tion des  fonctions  d'une  seule  varia- 
ble , algébriques,  13-  19.  — trans- 
cendantes, ao-aj.— • des  fonctions 
de  deux  variables  , 24  - 16. 

DijfcrtntuMns  : lorsqu’on  dérange  l'or- 
dre des  différentiations  indiquées  et 
qu'elles  restent  les  mêmes  et  en  même 
nombre , le  résultat  ne  change  pas  , 
28.  — des  équations  à deux  va- 
riables, 40,  43.  — des  fonctions 
transcendantes  par  les  limites  , 93. 
— règle  de  la  aifférentiation  sous  le 
signe  f. 

Dijfcrtntiatio  de  curva  in  eurvam , Ç32  , 
Note. 

Dijfcrtnnaiion  : peut  faciliter  l'intégration 
des  équations,  672*  675. 

Différentielles  ( définition  de*)  , 9.—  for- 
mation des  divers  ordres  de  différen- 
tielles, 10.  — la  différentielle  se  con- 


fond dans  certain  cas  avec  l'accroisse- 
ment , 42.  — partielles  ( définition 
des  ) , 3o.  — des  fonctions  à plusieurs 
variables  , leur  analogie  avec  les  puis- 
sances des  polynômes  , 31  , 39.  — 
détermination  simultanée  de  toutes  les . 
différentielles  d’une  fonction  par  le 
développement  de  cette  fonction , 34 , 
35  , 30.  — de  l’ordre  n de  la  fonc- 
tion — -1-  - , 36 , 987.  — formules 
\/  1 — xM 

générales  des  différentielles  d'une  équa- 
tion à deux  variables , 49.— expression 
générale  de  cn . yç,  1 07.^différentiellcs 
considérées  dans  les  polygones  cT un 
nombre  infini  de  eûtes, 286. — logarith- 
miques, 20.—  binômes  , leur  intégra- 
tion , 380-393.  — recherche  des 
différentielles  des  fonctions  qu'on  ne 
sauroit  exprimer  autrement  qu'en  sé- 
ries dont  les  termes  ont  une  valeur 
déterminée  , 953  - 939.  — trinômes, 
leur  intégration  , 395 , 396.  — inter- 
polées, ou  dans  lesquelles  l'exposant  de 
la  caractéristique  d est  un  nombre  frac- 
tionnaire , 1074.  — expression  par 
une  intégrale  définie  des  différences  de 
*■*,  119. 

Distance  : expression  de  la  distance  de 
deux  points  donnés  sur  un  plan , 197. 
—d’un  point  à l'origine  des  coordon- 
nées dans  l’espace  , 30a.  — de  deux 
points  dans  l'espace,  ibid. 

Diviseur:  usage  du  diviseur  commua 
dans  l'élimination  , 190,  19t. 


Elimination  des  constantes,  des 
fonctions  irrationnelles  et  des  fonc- 
tions transcendantes  par  la  différen- 
tiation, 30,  33.— des  variables,  entre 
les  équations  différentielles  ,72,78, 
63 1 , et  la  Note.  — entre  les  équations 
aux  différences,  994.  — des  incon- 
nues dans  les  équations  algébriques  , 
189-  19».  — successive,  ses  incon- 
véniens , 19a.  — répond  à la  recher- 
che des  intersections  descourbes,  218. 

des  inconnues  des  équations  algé- 
briques par  le  moyen  des  polynômes 
multiplicateurs  , 966  - 96 9.  — esprit 
et  propriété  de  l’élimination,  263  , 
Note.  — des  fonctions  arbitraires  entre 


les  équations  différentielles  partielles  i 
83,  334,  335.336,  }J7,  36*» 

— cas  où  les  fonct.ons  ne  peuvent 
s'éliminer  séparément , 760.  — déter- 
mination du  nombre  de  différentia- 
tions nécessaires  pour  faire  disparoître 
qn  nombre  donné  de  ces  fonctions , 
761 , 762.  — Manière  d’effectuer  ces 
différentiations , 763. 

Ellipse:  son  équation  déduite  de  celle  du 
second  degré  à deux  indéterminés, 
213.  — déteimination  de  l'ellipse  os- 
culatrice  d’une  courbe , 069.  — son 
aire  , comparée  à telle  du  cercle  ,495* 

— sa  rectification,  série  qui  exprime 
le  quart  de  l'ellipse  , 303.  — transfor- 
mations 
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frétions  de  l’expression  de  la  différen- 
cielte  de  son  arc  f 30* , 509.— -liaison 
des  arcs  d’une  suite  d’ellipses  dont  les 
excentricités  vont  en  croissant  ou  en 
décroissant,  506,  507*  508. — dans 
cette  courbe  la  tangente  d’un  point 
quelconque  coupe  sur  les  perpendicu- 
laires élevées  aux  extrémités  du  pre- 
mier axe  des  parties,  dont  le  pioduit 
est  un  maximum  ou  un  minimum , 84  a. 

Ellipsoïdes  de  révolution  , 316.  — leur 
solidité,  leur  aire,  317.  — allongé, 
ibid.  L’ellipsoïie  applati  est  celui  qui 
résulte  de  la  rotat  on  de  l'ellipse  au- 
tour de  son  petit  axe.— Equation  delà 
surface  qui  coupe  sous  un  angle  droit 
tous  ceux  de  ces  solides  qui  ont  un 
même  centre  et  leurs  axes  dans  1a 
même  direction,  79t. 

Emkrasumtnt  des  branches  d’une  cour- 
be , 231. 

Eplcycloide  , 3)2. 

Equations  : les  équations  de  degré  irn- 

fiair  ont  toujours  une  racine  réelle  ; 
es  équations  de  degré  pair  lorsque 
leur  dernier  terme  est  négatif,  ont  au 
moins  deux  racines  réelles, 7n/iW.  10. 
^-identiques ( définition  et  us  igc  de>  ), 
Introd.  13,  Note.  — parcourantes  , 
Lun  J.  si.  — ( différentiations  des  ) 
40.  — manière  d’avoir  les  valeurs  des 
coefficient  différentiels  dans  les  équa- 
tions, 43  et  suiv.— On  peut,  dans  une 
■équation  à deux  variables  , prendre 
celle  qu’on  voudra  pour  fonction  de 
l’autre  , 33  et  suiv.  — ■ D.fférentiation 
des  équations , dont  le  nombre  est 
moindre  d’une  unité  que  celui  des 
variables  qu’elles  contiennent , 68. 
•—  Manière  de  reconnoître  les  plus 
grands  termes  d’une  équation  à deux 
variables,  .1 19.  — Expression  de  la 
somme  des  puissances  semblables  des 
racines  d’une  équation , 138,  161 . — 
Formation  d'une  équation  d'après  les 
relations  que  ses  racines  doivent  avoir 
avec  celles  d’une  équation  donnée, 
160.— Les  équations  algébriques  peu- 
vent toujours  te  décomposer  en  fac- 
teurs réels  du  second  degré  .162,163. 
— à deux  termes,  expression  de  leurs 
racines  et  leur  décomposition  en  fao- 
Aurs  du  second  degré  au  moyen  des 
sinus  et  des  cosinus,  167-  171.— 
■Décomposition  de  l'équation 
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en  facteurs  du  second  degré , 172' 

— Résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré  dans  le  cas  irréductible 
par  le  moyen  des  sinus  et  de,  cosinus , 
J73.  —Formule  des  racines  des  équa- 
tions qui  se  rappoitentà  la  division  de 
l’arc  ae  cercle,  176  — Caractères 
pour  reconnoître  si  une  équation  pro- 
posée a des  racines  imaginaires,  177, 

— au  quarré  des  différences  , ib:J. 

— ses  propriétés,  178,  179  , 180. 

— Règle  de  Descartes , pour  recon- 
noitrele  nombre  des  racines  positives 
et  des  racines  négatives  d’une  équation 
178,  181.  — Règle  pour  en  trouver 
les  racines  égales,  180.  — équation 
finale  résultante  de  l'élimination  de 
plusieurs  inconnnes  dans  les  équations 
algébriques , degré  auquel  elle  peLt 
monter,  191 , 969.  — réciproques  , 
transformation  qui  les  abaisse,  404. 
Note . — Usage  du  Calcul  différentiel, 
pour  résoudre  les  équations  par  appro- 
ximation , 193  , 194  —"  équations  qui 
représentent  en  même  tems  plusieurs 
courbes , 207,—  qui  sont  la  somme  de 
plusieurs  quarrés  , B 09 , Note. — géné- 
rale des  lignes  du  second  ordre. Sim- 
plification de  cette  équation  par  la 
transformation  des  coordonnées,  ni- 
ât 3.  — de  l'ellipse,  du  cercle,  de 
l'hyperbole  , ai  3.  — de  la  parabole  , 
214*  — de  l’hyperbole  rapportée  i 
ses  asymptotes,  113.  — générale  des 
lignes  du  troisième  ordre,  ai 6.  — 
Principes  de  leur  construction  par  l'in- 
tersection des  lignes,  228  —des  di- 
vers genres  d’équations  par  lesquelles 
une  même  courbe  peut  être  repré.en- 
tée,  2 >2  — de  la  cycloîde,  17t. 

— des  spirales  , 273 , 278.  — du  plan 
et  de  la  ligne  droite  dans  l'espace , 
394-297.  — de  la  fphère,  «os. 
—générale  des  surfaces  du  second  de- 

Sré  , 307.  — des  surfaces  du  second 
egré , transformées,  31 1 —Caractère 
auquel  on  reconnoit  celles  des  surfaces 
coniques , celles  des  Surfaces  cylindri- 
ques, 314.  — générale  des  surfaces 
coniques,  334.  — générale  des  surfa- 
ces cylindriques  ,333.  — générale  des 
surfaces  de  révo’ution , 336.  — des 
surfaces  engendrées  par  le  mouvement 
d’une  sphère  dont  le  centre  reste  dans 
le  plan  des  xet  y,  3 37.— générales  des 
surfaces  développables , 341.  — de  la 
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surface  engendrée  par  le  mouvement 
d’une  droite  qui  en  touche  constam- 
ment trcis  autrrs , 344.  — des  surfaces 
engendrées  par  le  mouvement  d’une  li- 
gne droite  qui  passe  par  l’axe  des  { et  qui 
est  parallèle  au  plan  des  x et  y,.  344. 
— du  plan  osculateur  , 34$.  — de 
la  développée  des  courbes  à doubles 
courbure»,  336.  — des  surfaces  gau- 
ches, 443.  — équations  de  condition 
qui  doivent  avoir  lieu  dans  toute  diffé- 
rentielle exacte  , 84-90.  — de  condi- 
tion déduites  de  la  considération  des 
surfaces  ,330.  — de  condition  pour  les 
différentielles  à deux  variables,  dé- 
duite de  l'intégration  , 332.  — de  con- 
dition pour  ï’intégrabilité  des  équa- 
tions différentielles  du  second  ord;e  à 
deux  variables  , déduite  de  l’integra-  * 
tion  , 629.  — de  condition  relative  à 
l'intégrabilité  des  fonctions  aux  diffé- 
rences, iOflS.  — leur  analogie  avec 
celles  qui  déterminent  les  maxima  et 
minima  des  intégrales  aux  différences  , 
1039.  — primitives  , leur  définition  , 
45  — différentielles  , leur  définition  , 
ibid.  — une  équation  différentielle  ré- 
pond à une  infinité  d’équations  primi- 
tives, et  une  équation  primitive  répond 
aussi  h une  infinité  d’équations  diffé- 
• rentielles,  34.  — une  équation  diffé- 
rentielle, dans  laquelle  il  ne  paroîtque 
deux  variables  et  011  l’on  n'a  supposé 
aucune  différentielle  constante  , peut 
toujours  être  regardée  comme  dérivant 
de  deux  équations  primitives  à trois  va* 
fiables , 73.  — Une  équation  différen- 
tielle peut  représenter  une  infinité  de 
courbes  différentes,  281.  — Préparer 
une  équation  différentielle  entre  x ety , 
de  manière  qu’on  y puisse  regarder  x 
comme  fonction  de  y , ou  y comme 
fonction  dex,  39, 63. — Conditions 
auxquelles  doit  satisfairetoute  équation 
différentielle  à deux  variables , dans 
laquelle  on  n’a  supposé  aucune  diffé- 
rentielle constante , 63,  64.  Aucune 
équation  homogène , par  rapport  aux 
différentielles , ne  peut  être  regardée 
comme  absurde , 73.  — Transforma- 
tion des  équations  différentielles , dans 
lesquelles  plusieurs  variables  sont  fonc- 
tions d’une  seule,  en  d’autres  ordonnées 
par  rapport  à une  nouvelle  variable 
indépendante  ,73,76, 77.  — à trois 
variables  ,79.-3  un  nombre  quelr 
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conque  de  variables,  8i.  — Leur 
formation  par  les  limites , 93.  — du 
premier  ordre  séparées , 344.  — ho- 
mogènes, ou  susceptibles  de  le  deve- 
nir, 343,  346,  348.  — du  premier 
degré  et  du  premier  ordre,  séparation 
des  variables  dans  les  équations,  347* 

— du  premier  ordre  intégrables  im- 
médiatement, 552,  333.  — du  pre- 
mier degré  et  ou  premier  ordre  leur 
facteur,  336.  — homogènes  du  pre- 
mier ordre  leurs  facteurs , 538. 

Equations  différentielles  analogues  inté- 
grables par  un  facteur  donné,  360. 

v — du  premier  ordre,  détermination 
de  l’équation  quand  le  facteur  est  don- 
né , 361  - 36e.  — leur  intégration  par 
la  méthode  des  cocffkiens  indétermi- 
nés , «en  employant  des  facteurs  de 
forme  donnée,  366. — du  premier  or- 
dre dans  lesquelles  les  différentielles 
passent  le  premier  degré,  567-575. 

— du  premier  -ordre  qui  s’intègient 
après  leur  différentiation  , 573.  — 
leur  solution  particulière,  578.  — for- 
mule générale  des  équations  qui  s*in* 
tègrent  par  une  nouvelle  différentia- 
tion; 97»,  675. — du  premier  ordre» 
leur  intégration  par  approximation  , 
594  , foi. — du  premier  ordre,  leur  in- 
tégration par  les  séries  à coefficiens in- 
déterminés, 594. — par  le  théorème  de 
Taylor,  595, 597.— du  premier  ordre 
à deux  variables  , construction  qui 
prouve  qu’elles  sont  toujcurs'possibles, 
596.— du  premier  ordre,  leur  intégra- 
tion par  les  fractions  continues,  598- 
601.  — du  piemier  ordre  , leur  cons- 
truction géométrique  , 603-804.— du 
Premier  ordre,  leur  construction  par 
les  tractores , 604. 

Equations  à trois  termes , et  équation  de 
Riccati , séparation  des  variables  dans 
ces  équations,  544,  550. 

Equation  de  Riccati , son  intégrale  com- 
plète, obtenue  lorsqu'on  en  connoit 
une. intégrale  particulière,  584.  —in- 
tégrée par  les  tractions  continues,  6c  r. 
—équations  à quatre  termes  ( exemples 
des  ) , séparation  des  variables  dans 
ces  équations,  550. 

Equations  différentielles  du  second  or- 
dre qui  ne  renferment  que  des  coefl^ 
ciens  différentiels , leur  intégration  , 
609.  — du  second  ordre,  intégration 
de  cellevoîi  il  n’entre  que  le  coefficient 
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différentiel  de  cet  ordre  et  une  de»  va- 
riables , 609,  61 1.  — à deux  varia- 
bles , leurs  intégrales  Aiccessives  ; 
nombre  de  ces  intégrales,  6io.  — 
du  second  ordre,  dans  lesquelles  on 
transforme  le*  différentielles  prises 
pour  constantes,  611.  — du  second 
ordre  , intégration  de  ceUes  où  il 
n’entre  que  les  deux  coefficiens  dif- 
férentiels et  une  des  variables,  613  , 
614.  — du  premier  degré  et  du  second 
ordre , son  intégration  par  les  trans- 
formations , 615-613.  — du  second 
ordre , leur  intégration  par  des  trans- 
formations , 609-628. 

Equations  différentielles  du  second  ordre 
homogènes  entre  les  variables  et  leurs 
différentielles  considérées  comme  de 
nouvelles  variables;  d’où  dépend  leur 
intégration , 614  - 628.  — du  second 
ordre  intégrable  immédiatement , 6*9. 

— du  second  ordre  , leur  intégration 
au  moyen  du  facteur,  630-636.— 
du  premier  degré  et  du  second  ordre; 
le  facteur  qui  les  rend  intégrables  peut 
ne  dépendre  que  d’une  seute  variable 
et  d’une  équation  du  premier  ordre  , 
633.  — du  second  ordre  qui  devien- 
nent intégrables  par  le  moyen  d’un 
facteur  donné,  6 34-636.—  du  second 
ordre  , leur  intégration  par  approxi- 
mation , 637-645.  — du  second  or- 
dre , leur  intégration  par  des  séries  à 
coefficiens  indéterminés,  617,640-647. 

— leur  intégration  par  la  série  de 
Taylor , 638.  — du  second  ordre  et 
des  ordres  supérieurs , leur  construc- 
tion par  les  paraboles  osculatrices,  639. 

— par  les  polygones , par  fes  cercles 
osculateurs  pour  le  second  ordre.  Nott. 

— des  ordres  supérieurs,  646-661. 
— Intégration  de  celles  qui  ne  con- 
tiennent qu’un  coefficient  différentiel 
et  l’une  des  variables , ou  deux  cocffi- 
cicns  différentiels  consécutifs,  646. 

— à deux  variables  du  second  ordre 
et  des  ordres  supérieurs , leur  trans- 
formation en  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre;  ( observ. 
sur  le  n*.  727 , à la  fin  du  2«  voluhte  ). 

— du  premier  degré  à deux  varia- 
bles , leur  Théorie  générale  d’après 
L • 647-65  l.  — du  premier 
degré  à coefficiens  constans , leur  in- 
tégration générale , 648. — lorsqu’elles 
pnt  un  dernier  terme  fonction  de  x, 
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649  , 650.  — du  premier  degré  à 
coefficiens  variables  et  d’un  ordre  in- 
défini , susceptible  d’intégration  géné- 
rale ,651.  — du  premier  degrc  à trois 
variables,  l’intégration  simultanée  de 
deux  de  ces  équations  par  des  facteurs , 
659.— du  premier  degré  en  nombre  m 
et  renfermant  1 variables  , de  leur 
intégration  simultanée,  652-659.*— 
d’une  courbe  esprimée  au  moyen  de 
quantité  sinherentes  à la  courbe , $6 1. 
—du  premier  degré,  leur  intégration 
approchée  par  la  méthode  des  substi- 
tutions successives,  662-  66 6.  — du 
premier  degré , manière  de  faire  dis- 
paroitre  les  arcs  de  cercle  introduits 
dans  leurs  intégrales , 664,  665 , 665. 

— du  premier  degré,  leur  intégration 
approchée  par  la  variation  des  cons- 
tantes arbitraires , 666.  Non.  — leurs 
solutions  particulières,  667-671. 

— à deux  variables,  leur  résolution 
par  les  intégrales  définies , 1120-11 28. 

— leur  résolution  par  les  intégrales 
ft~uxvdu  et  fu*vJu0  1134. — to- 
tales à trois  vatiibles  du  premier  or- 
dre , condition  qui  doit  avoir  lieu  pour 

3u*unc  des  variables  soit  fonction  des 
eux  autres , 701.—  dites  absurdes.ont 
une  signification  réelle,  ibid.  — à trois 
variables  homogènes , leur  intégration, 
7°7.»  708.  — totales  4 trois  variables 
du  premier  ordre,  leur  intégration, 
699»  7,01#  70a  t 7<>3*  « l'addi- 
tion placée  à la  fin  du  volume, 704-709. 
— à trois  variables  où  les  différen- 
tielles passent  au  premier  degré,  con- 
dition de  leur  intégrabilité , 709.— 
totales  à quatre  variables,  leur  inté- 

t ration,  711 , 712.  à trois  varia- 
les,  leur  transformation  par  les  coeffi- 
ciens différentiels, leur  décomposition 
en  équations  différentielles  partielles  , 
et  leur  intégration  par  ce  moyen,  713. 
— du  premier  ordre  simultanées  ï 
plusieurs  variables , leur  transforma- 
tion en  équations  différentielles  par- 
tielles , 727  , et  l'observation  sur  ce 
numéro  à la  «fin  du  second  volume. 
— totales  à trois  variables  du  second 
ordre , nombre  de  constantes  qu’on 
peut  faire  disparoitre,  en  passant  par 
cet  ordre  lorsqu'on  ne  fait  point  va- 
rier dx  et  dy  , 710-713.  — totales  k 
trois  variables  du  second  ordre,  con- 
dition de  leur  intégrabilité  lorsqu’on 
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n’y  ^fgarde  qu'une  différentielle  du 
premier  ordre  comme  constante,  ibid. 

— totales  à trois  variables  d’un  ordre 
quelconque  , recherche  des  conditions 
qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu’elles 

uissent  s’intégrer  une  ou  plusieurs  fois 
e suite,  714,  713. — du  premier 
ordre  à 01  variables , et  nombre  des 
conditions  nécessaires  pour  qu’on 
puisse  y regarder  une  variable  comme 
fonction  de  toutes  les  autres,  ou  qu’elle 
ait  pour  intégrale  une  seule  équation 
primitive  ,7^6. 

Equations  différentielles  partielles  du  pre- 
m er  ordre , leur  intégration  , 716- 
741.  — partielles  du  premier  ordre 
a trois  variables  , dans  lesquelles 
les  coefficiens  différentiels  ne  mon- 
tent qu’au  premier  degré , leur  in- 
tégration , 7 17  - 724.  — partielles  à 
trois  variables  du  premier  ordre  , leur 
intégrale  générale  déduite  de  l’inté- 
grale complette  renfermant  deui  cons- 
tantes arbitraires,  719,  731,  73t. 
—partielles  du  premier  degré  du  pre- 
mier ordre  à trois  variables,  transfor- 
mation qui  les  ramène  à des  équations 
différentielles  à deux  variables  par 
rapport  à la  quantité  qui  doit  entrer 
sous  la  fonction  arbitraire  , 7S8.  Nott. 

— partielles  du  premier  ordre , leur 
correspondance  avec  des  équations 
différentielles  à trois  variables  qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  d’intégra- 
bilité,  806.  — partielles  du  premier 
ordre  à quatre  et  à cinq  variables  et 
dans  lesquelles  les  corfficicns  différen- 
tiels ne  passent  pas  le  premier  degré, 
leur  intégration  , 725  , 735  , 728. 

— partielles  du  premier  ordre  à quatre 
vatiables,  conditions  de  l'intégration 
simultanée  de  deux  équations  de  ce 
genre,  739.  — partielles  du  premier 
ordre  à trois  variables  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coeffi- 
ciens  différentiels , leur  intégration  , 
730-7^0. — partielles  du  premier  or- 
dre à trois  variables  qui  passent  le  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coefficiens 
différentiels,  moyen  do  les  intégrer 
en  les  décomposant  en  deux  autres , 
740  et  la  norc.— partielles  du  premier 
ordre  à quatre  variables  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coefli- 
cicns  différentiels,  Jeur  intégration, 
741 ,741.  — partielles  des  ordres  su- 


périeurs qui  s'abaissent  c b se  reménent 
immédiatement  à des  équations  diffé- 
rentiel les  , 743 , 744.  — partielles  dt* 
second  ordre  à trois  variables  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coefficient 
différentiels  de  cet  ordre,  leur  inté- 
gration ramenée  à celles  de  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre , 
743  - 7c  1 . — partielles  du  premier  de- 
gré et  du  second  ordre , leur  intégra- 
tion lorsqu’elles  peuvent  avoir  une  in- 
tégrale du  premier  ordre,  7*0,  73 ». 

— partielles  du  troisième  ordre  ou  de 
l’ordre  n et  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  coemciens  différentiels  de 
cet  ordre , leur  intégration  ramenée  à 
celle  de  deux  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  733-756#  — par- 
tielles du  troisième  ordre  ou  de  l’or- 
dre n , ne-contenant  que  les  coefficiens 
différentiels  de  cet  ordre  au  premier 
degré,  et  multiplier  par  des  constan- 
tes, leur  intégration,  75J-7fî*“— 
partielles  du  second  ordre  a quatre  va- 
riables et  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  coemciens  différentiels  de 
l’ordre,  leur  intégration  ramenée  à 
celle  de  trois  équationt  différentielles* 
du  premier  ordre,  737,  738.  — par- 
tielles à trois  variables  qui  nont 
point  d’intégrale  de  l’ordre  immédia- 
tement inférieur,  759,  760.  — par- 
tielles à trois  variables,  dans  l'inté- 
grale de  laquelle  on  ne  peut  faire  dis- 
paroitre  qu’en  même  temps  les  deux 
lonctions^rbitraires  , 760. — partielles 
du  second  ordre  à trois  variables  , 
examen  de  l’étendue  de  leurs  inté- 
grales , 761 , 764,  765.  — partielles, 
théorie  générale  de  leur  formation 
764,  765.—  partielles,  leurs  solu- 
tions particulières,  766, 767.—  par- 
tielles du  second  ordre  à trois  varia- 
bles , leur  intégration  par  les  séries 
tentée  par  Euler,  768.  — partielles  du 
secopd  ordre  du  premier  degré  et  à 
trois  variables,  leur  intégration  par  les 
stries,  769-774;  777,  778.  — par- 
tielles  du  second  ordre  et  du  premier 
degré  à trois  variables  j méthode  que 
Euler  emploie  pour  en  trouver  une  in- 
finité qui  soient  intégrables , 769.  Nott. 

— partielles  du  second  ordre  du  pre- 
mier degré  et  à trois  variables  ; leur 
transformation  par  rapport  aux  quan- 
tités qui  entrent  dam  les  fonctions  ar- 
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bttratret,  769-771.  — partielles  du 
premier  degré  , du  second  ordre  et  k 
• trois  variables  , qui  n 'admettent  point 
d'intégrale  générale  en  termes finis ,77 1 . 
( V.  les  cor récrions  à la  fin  du  troisième 
volume  ).  — partielles  du  premier  de- 
ré»  du  second  ordre  et  à trois  varia- 
les  , digression  sur  la  forme  de  leurs 
intégrales , 775 , 776 , et  l'addition  à 
ce  dernier  n°.  dans  le  troisième  volume, 

— partielles  du  premier  degré , leur 
intégration  par  la  méthode  des  coeffi- 
ciens  indéterminés , 780.  — partielles 
du  premier  degré  k coefficient  varia- 
bles généralement  intégrables , 781. 

Equations  différentielles  partielles  k trois 
variables , ne  contenant  que  les  coeffi- 
ciens  différentiels  de  cet  ordre  multi- 
pliés par  des  fonctions  de  ceux  du  pre- 
mier , ou  une  fonction  quelconque  de 
ceux  du  second  ordre;  transforma- 
tions qui  conduisent  à les  intégrer , 
781-784,786.  — partielles  du  second 
ordre  à trois  variables,  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  cocffi- 
ciens  de  cet  ordre  ; remarque  sur  leur 
intégration,  785.  — partielles  à trois 
variables , leur  résolution  par  les  inté- 
grales définies,  1110  - 1132. — par- 
tielles à Quatre  variables  , leur  résolu- 
tion par  les  intégrales  définies  , 1 133. 
— - partielles  à quatre  variables  qui  se 
rapportent  au  mouvement  des  fluides , 
leur  intégration  par  les  séries,  ib.  Note. 

— partielles  k quatre  variables,  qui  se 
rapportent  k la  propagation  du  son,  ib. 
Note.  — partielles  du  p.emier  ordre , 
leur  construction  géométrique  par  les 
surfaces  courbes , 787.— Construction 
géométrique  des  intégrales  de  quel- 
ques-unes de  ces  équations , 789-793. 

— partielles  du  premier  degré,  du  se- 
cond ordre  et  k trois  variables  , déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  leur  intégrale , 797.  — 
partielles,  manière  dont  Dalembert 
écrivoit  ces  équations,  834.  Note. 

Equations  différentielles  k trois  variables 
qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d’in- 
tégrabilité,  leur  intégration, 798-81 4. 
—du  premier  ordre,  dans  lesquelles  les 
différentielles  ne  passent  pas  le  premier 
degré,  798-801.—  trouver  parmi  le 
nombre  infini  d’équations  primitives 
qui  répondent  k une  de  ces  équations , 
celles  qui  sont  algébriques , 800.  — 
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où  les  différentielles  passent  le  premier 
degré  , leur  intégration , 802-027.  — * 
du  premier  otdre  , leurs  intégrales  dé- 
duites de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires et  leurs  solutions  particulières, 
804,  803.  — du  premier  ordre  cor- 
respondent à des  équations  différen- 
tielles partielles  du  premier  ordre,  806. 
— du  premier  ordre , leur  construc- 
tion par  les  courbes  à double  cour* 
bure  , 807  - 8 1 1.  — leur  correspon- 
dance avec  les  équations  différentielles 
totales  , prouvée  par  la  considération 
des  caractéristiques  et  des  arrêtes  de 
rebroussement  des  surfaces  ,811. 

Equations  du  second  ordre  , remarque 
sur  leurs  intégrales,  812-814. — du 
second  ordre  répondent  à des  ques- 
tions géométriques  ,814. 

Equations  aux  différences  k deux  varia- 
bles , de  quelle  manière  elles  font  con- 
noitre  la  fonction  cherchée;  combien 
la  série  qu'on  en  déduit  doit  renfermer 
de  termes  aibitraircs , 970.  — Cas  où 
on  peut  les  transformer  en  équations 
différentielles  d’un  nombre  fini  de  ter- 
mes, elles  peuvent  toujours  être  trans- 
formées en  une  équation  d’un  nombre 
infini  de  termes,  971-999. — aux 
différences  du  premier  degré  k deux 
variables  et  k coefficiens  constans , 
974,  975,  — leur  intégration  par  les 
fonctions  génératrices,  1039,  1040. 
périodiques  aux  différences,  leur  in- 
tégration. Equations  aux  différence» 
qui  se  remènent  au  premier  degté  par 
le  moyen  des  logarithmes , 984.  — 
aux  différences , leur  intégration  par 
les  coefficiens  indéterminés  , 985.  — 
aux  différences,  leur  intégration  lors- 
e les  différences  de  la  variable  in- 
pendxnte  ne  sont  pas  constantes, 988; 

— intégration  d’une  équation  de  ce 
genre  par  les  séries.  Note.  — applica- 
tion aux  équations  aux  ordres  supé- 
rieurs , 989.  — aux  différences , de 
l’élimination  entre  un  nombre  m de  ces 
équations  contenant  m- f-r  variables  , 
994.  — rentrantes  aux  différences, 
993.  — aux  différences,  intégration 
simultanée  de  plusieurs  équations  aux 
différences,  096.— aux  différences, 
nature  des  arbitraires  qui  entrent  dans 
leurs  intégrales  , 998  - 1000.  — dé- 
termination de  ces  arbitraires , ioot, 

— leur  construction,  10021C04.  — 
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aux  différence* , détermination  de* 
diverse»  espèce*  d’intégrales  dont 
une  même  équation  est  susceptible, 
1005-1039.  — aux  différences,  leur 
résolution  par  les  intégrales  Jt~UKvJu 
et/**r<fe,  1134-  — du  premier  degré 
aux  différences  partielles  à trois  varia- 
bles et  à coefficiens  constans,  leur  in- 
tégration , 1011-1019.  — celles  à* 
quatre  variables,  1020.  — aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  degré  à 
ttois  variables  et  à coefficiens  varia- 
bles , leur  intégration,  1021-1015. 

— du  même  genre  dont  l'ordre  dé- 
pend d’une  des  variables,  1026, 1027. 

Et]  unions  aux  différences  partielles  à trois 
variables  et  à coefficiens  constans  , 
leur  intégration  par  les  fonctions  gé- 
nératrices, 1051  - 1055.  — aux  diffé- 
rences mêlées , ou  contenant  à la  fois 
de*  différences  et  de*  coefficiens  diffé- 
rentiels, 093.  — aux  différences  mê- 
lées aux  différences  successives , leur  • 
formation  , 1 140*1142.-* -leur  appli- 
cation à la  Géométrie,  1 143-1145  — 
leur  usage  dans  l'analyse,  1 1 46.  — li- 
néaires. ( ftyeç  équations  du  premier 
degré.  ) 

Etsaii  de  Géométrie  sur  les  plans  et  lc« 
surfaces  courbes  , préambule  du 
Chap.  V,  T.  I. 

Eu  en  les  développement  qu’il  donne 
d'un  arc  par  les  sinus  de  ses  multiples, 
Introd.  44.  — par  des  produits  indé- 
définis  de  cosinus , de  sécantes . Introd. 
46.  — Ses  idées  sur  la  dérivation 
des  opérations  algébriques  les  unes  des 
autres . 8.  A 'ou.  le  développement  de 


d" — ■ , 3 6.—  démontre  le  théo- 
V 1 — A* 

rême  de  Newton  sur  les  racines  des 


équations  , 162  — fait  connoitre  la  na- 
ture des  logarithmes  de*  nombres  né- 
gatifs, 183.— sa  méthode  d'élimina- 
tion, 192.  — sa  division  des  courbes 
de  meme  ordre  en  genres  et  en  espè- 
ce» , 2 16. donne  l’explication  d’une 
difficulté  que  présente  1 évaluation  du 
nombre  des  points  qui  déterminent 
une  courbe  d'un  ordre  quelconque  , 
219.  Note,  — confirme  l'existence  des 
poiots  de  rebroussement  de  la  seconde 
espèce  , 266.  — ses  travaux  sur  lessur- 
faces  coutbes , préambule  du  Chap.V, 
T.  I — ses  recherches  sur  l'intégration 


des  différentielles  dans  lesquelles  entre 
un  radical  du  second  degré  contenant 
les  quatre  premières  puissances  de  II 
variable,  399.  — sur  le  développe- 
ment de  la  fonction 
( 1 -f-mcos  iY,  465. — donne  une 
méthode  générale  pour  obtenir  les  in- 
tégrales par  approximation  , 470.  — 
transforme  le  premier  les  intégrales 
doubles,  530.  — s’occupe  de  la  re- 
cherche des  courbes  quarrables  , etc. 
53a.  — résout  le  prob'ëme  des  deux 
courbes  conjointement  rectifiables  , 
f 36.— résout  le  problème  de  la  courbe 
rectifiable  sur  une  surface  donnée,  537, 

— sa  méthode  pour  intégrer  les  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre 
en  les  multipliant  par  un  facteur, 

3 52  - 560.  — renverse  le  problème  de 
la  détermination  des  facteurs, 561-563. 

— remarque  que  le  facteur  d’une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  , 
étant  égalé  à zéro,  en  donne  une  inté- 
grale ou  une  solution  particulière,  5 89. 

— sa  solution  du  problème  des  trajec- 
toires , 605.  — résout  le  problème  de 
la  détermination  des  courbes  qui  sont 
semblables  à leurs  développées,  660. 

— perfectionne  la  méthode  que  La- 
grange avoit  donnée  pour  parvenir  à une 
équation  primitive  entre  les  variables 
des  transcendantes  elliptiques,  679. 

— exemple  des  artifices  qu  il  emploie 
pour  intégrer  les  équations  différen- 
tielles à trois  variables , 706.  — idée 
de  la  méthode  qu’il  emploie  pour  in- 
tégrer les  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre  à trois  varia- 
bles , 740.  Note.  — satisfait  à des  équa- 
tions d fférentielles  partielles  du  se- 
cond ordre  à trois  variables  par  des 
équations  primitives  , sans  pouvoir 
obtenir  leur  intégrale  première  , 759. 

— tente  l’intégration  des  équations 
différentielles  partielles  par  le*  séries, 

768.  — méthode  qu’il  emploie  pour 
obtenir  des  équations  différentielles 
partielles  du  second  ordre  intégrables  , 

769.  Note.  — propose  la  question  des 
surfaces  équivalentes , 792.  — donne 
une  construction  de  celles  qui  répop- 
dent  au  plan  , 703.  — sa  dispute  avec 
DaUmbert , sur  fa  continuité  des  fonc- 
tions arbitraires  des  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles^,  4. 

— s’occupe  du  problème  des  isopéjrj- 
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mètres  qui  a conduit  à ta  méthode  des 
variations , 838.  Note.  — sa  notation 
dans  les  équations  différentielles  par- 
tielles a p:évalui854.  Ato/e.— inutilité 
des  parenthèses  qu’il  emploie  dans  la 
rotation  des  coefficiens  différentiels. 
Comparaison  de  cette  notation  avec 
celles  de  et  de  Lagrjnp  , 8$?. 

Note.  — fait  dépendre  les  intégrales 
aux  différences  des  intégrales  aux  diffé- 
rentielles et  des  coefnciens  différen- 
tiels , 913.  — sa  méthode  pour  déter- 
miner les  coefliciens  numériques  du 
développement  de  012*  — 

extrait  de  ce  qu’il  a donné  dans  son 
Calcul  différentiel  sur  l'intégration  ap- 
prochée des  fonctions  aux  différences, 
926 , ^27.  — formule  qu’il  a donnée 
pour  la  sommation  des  suites  dans  son 
Calcul  différentiel,  932-937- — ses 
recherches  sur  les  produits  de  grands 
nombres , 947.  -—discussion  entre  lui 
et  Daniel  Bernoulli , sur  les  limites 
des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  , 931. 

— applique  la  sommation  des  suites  à 
leur  interpolation.  Ce  qu'il  entend  par 
functionts  inexplicables , 953.  — re- 
marque la  forme  des  arbitraires  qui 
doivent  entrer  dans  les  intégrales  des 
équations  aux  différences,  99^  — 
donne  le  terme  général  du  développe- 
ment de  la  fraction  rationnelle  dont 
le  dénominateur  est  du  second  degré 
et  n’a  que  des  facteurs  imaginaires , 
1044.  — trouve  les  limites  de  quelques 
séries  divergentes  , 1048.  — donne 
un  cas  particulier  du  développement 
Jm-*yMdxm>  1050.  — détermine  par 
le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  inté- 
gral la  somme  d’un  grand  nombre  de 
suites  , 1058.  — séries  qu’il  déiigne 
sous  le  nom  d’ hyper gèomècrioues , 1062. 

— emploie  une  intégrale  définie  pour 
obtenir  la  limite  de  la  série  diver- 
gente 

1 — 1.1+  1.1.3 — ctc*  * 
1063.  — se  sert  aussi  des  fractions 
continues.  Note.  — donne  la  somma- 
tion d’un  genre  de  suites  formées  par 
la  multiplication  des  termes  corres- 
pondans  de  deux  autres , 1068.  — ses 
travaux  sur  l’interpolation,  1071.  — 
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considère  les  différentielles  dont  l or- 
dre est  désigné  par  un  exposant  frac- 
tionnaire , 1074.  — travaux  sur  la 
détermination  des  valeurs  et  des  inté- 
grales définies,  1076.  décompose 
les  exponentielles  en  facteurs  ,1004. 

— transforme  en  série  le  produit  d un 
nombre  de  facteurs , soit  fini , soit  in- 
défini , 1097.  — ses  recherches  sur  les 
diverses  manières  dont  on  peut  former 
un  nombre  par  l’addition  ae  plusieurs 
autres , 1093.  — Mémoire  inédit  sur 
les  intégrales  définies,  1107.  “"son 

opinion  sur  la  transcendante  t 

x 1 1 9.  — applique  les  intégrales  défi- 
nies à la  résolution  des  équations  dif- 
férentielles à deux  variables,  1120; 

— cherche  à déterminer  les  intégrales 

définies  qui  répondent  à une  équation 
différentielle  donnée,  ua4.  “ a ré- 
solu des  problèmes  de  Géométrie  re- 
latifs aux  équations  aux  différences 
mêlées  ,1143,  1 1 44*  t „ 

Expor.entullti':  leur  origine  et  leur  dé- 
veloppement , IntroJ.  21  , 13.  — IctïT 
développement  par  les  limites,  frir.32. 

— expressions  des  sinus  et  des  cosinus 
par  les  exponentielles  imaginaires , 
Introd.  37.  —leur  différentiation,  ai. 

— par  lesUmites,  93.  — imaginaires, 
184.  183  , 186.  — ont  la  propriété 
de  satisfaire  aux  équations  du  premier 
degré  à coefficiens  constans  de  quelque 
ordre  qu’elles  soient, 6 18, 648. — leurs 
expressions  en  produits  indéfinis,  1088. 
—leur  usage  sous  cette  forme  pour 
sommer  les  séries  des  puissances  néga- 
tives, 1089-1091.  — recherche  de  ces 
dernières  expressions  par  un  procédé 
purement  algébrique  , 1094-  1096. 

Expressions  qui  deviennent  — dans  cer- 
tains cas,  135-13?»  ,4“*43  » H?: 

— de  celles  dont  fe  numérateur  et  le 
dénominateur  deviennent  infinis  en 
même  temps , ou  qui  sont  la  différence 
de  deux  quantités  infinies  , 140.— qui 
sont  réellement  indéterminées  lors- 
qu’elles deviennent  - , 60,143»  *47- 
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F sc ours  : différentiations  d’un  produit 
composé  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs  , 1 6.  — » l’ordre  des  facteurs 
d'un  produit  peut  ctre  changé,  et  le 
produit  demeure  le  même,  38.  Note* 
^r- doivent  être  ceux  qui  multiplient 
les  fonctions  différentielles  pour  for- 
mer des  équations  qui  ayent  lieu  en 
même  temps,  34.—  propres  à rendre 
rationnelle  une  expression  irration- 
nelle, 383. 

Facteur  propre  à rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
dre , 334-565.— détermination  du  fac- 
teur quand  on  a l’équation  intégrale  , 
555*  — pour  les  équations  du  premier 
ordre  , lorsqu'il  ne  doit  renfermer 
u'une  des  variables,  35$.  — d'une 
quation  du  premier  ordre , composée 
de  deux  parties  qui  ont  chacune  un 
commun  diviseur,  537.  — des  équa- 
tions différentielles  homogènes  du  pre- 
mier ordre  et  de  celle  du  premier  degré, 
338-360.— des  équations  du  premier 
ordre, moyen  proposé  par  M.  TrcmbUy , 
pour  les  déduire  des  intégrales  et  des 
solutions  particulières,  589-393.  — 
propre  à rendre  intégrable  une  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre, 
sa  recherche  en  général , 630.— lors- 
qu'il ne  doit  pas  contenir  le  coeffi- 
cient différentiel  du  premier  ordre  , 
93  1.  — recherche  de  ceux  qui  rendent 
intégrables  simultanément  deux  équa- 
tions d'un  ordre  quelconque  à trois 
variables,  659.  — détermination  du 
facteur  propre  à rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
dre à trois  variables.  — équations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsqu  il  existe  un 
tel  facteur  / 6ofl.  — propre  à rendre 
intégrable  une  équation  différentielle 
à 4 ou  à m variables , conditions  qui 
doivent  avoir  lieu  pour  que  ce  facteur 
existe  ,711,71a.  — propre  à rendre 
intégrables  les  équations  différentielles 
à deux  et  à trois  variables  ; cercle 
vicieux)  que  présente  sa  détermina- 
tion , 719.  — recherche  du  facteur  qui 
rend  intégrable  l'équation  du  premier 
degré  d'un  ordre  quelconque  aux  diffé- 
rences, 997.  rcchetche  de  ceux  qni 


rendent  intégrables  les  équations  aux 
différences , formations  des  équations 
dont  ils  dépendent,  1028. 

Facultés  numériques , ce  que  c'est,  U 08. 

Famille  des  surfaces  courbes  , 334  , 336. 

Fatio  de  Duillicr , ses  querelles  avec 
Léibnltz,  1044. 

Feuilles  d’une  courbe , 209. 

Fluxions  ( méthode  des  ) , voye^  la  Pré- 
face. 

Foneenex  ( M.  Daviet  de  ) s'occupe  de 
l'équation  4 (*)•=$  (a*)  + s, 
980.  No u. 

Fonctions  , leur  définition  , Introd.  1. 

— explicites  ou  implicites  , Introd . a. 

— algébriques  , ou  transcendantes  , 
Introd.  j,  interscendantes , 37a.— 
distinction  entre  leur  développement 
et  leur  valeur , Introd.  4.  — dans  une 
fonc.ion  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  de  x , on  peut  toujours 
prendre  x assez  grand , pour  que  le 
terme  affecté  de  Ta  plus  haute  puis- 
sance soit  supérieur  à la  somme  de 
tous  les  autres,  Introd.  8.— suscepti- 
bles de  limites,  Introd.  11,  la,  13, 

— algébriques,  leur  développement , 
Introd.  13. 

Fonctions  transcendantes  ; développe- 
ment des  fonctions  transcendantes, 
Introd.  ai.  — changemens  d'une 
fonction  de  x , lorsque  x devient 
* 4*  k , 1.  — Recherche  du  dévelop- 
pement général  d’une  fonction  de 
5*  6,  7. —autre  manière 
d’arriver  au  développemen  de  f(*+ A), 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  A, 
109.  — Moyen  d’obtenir  les  fonctions 
dérivées  de  la  fonction  primitive  » 5. 

— deux  fonctions  égales  ont  leurs 
différentielles  égales  ,13.  — différen- 
tiation du  produit  de  deux  fonctions  , 
,l6.—  développement  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  suivant  les  puissan- 
ces des  accroissemens  de  ces  variables , 

3307,  39- — déduite 
le  développement  de  , y+k)  , 

de  celui  des  puissances  du  binôme,  32. 

— différentiation  des  fonctions  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, 37.  — développement  des 
fonctions  en  séries , 98-1 06.  — étant 

donnée 
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donnée  la  fonction  f(jf,y)=o,  déve- 
lopper en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  x , U fonction  quelcon- 
que F(jr,yJ,  no. — sur  ce  que  devient 
le  développement  de  f(*-f-Â)  dans 
certains  cas  particuliers,  12b.  -—toutes 
les  fonctions  qui  renferment  des  quanti- 
tés telles  que  a+bV •—  l v peuvent  se 

ramener  à la  forme  AhBV  — » ,164. 
—intégration  des  fonctions  d’une  seule 
variable , 35S.  — recherche  des  fonc- 
tions qui  rendent  algébriques  des  inté- 
grales données,  531-542  —intégra- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  varia- 
bjes  ; classification  des  diverses  espè- 
ces d’équations  différentielles  qui^peu- 
vent  en  résulter,  698. — récapitulation 
de  celles  que  l’on  peut  intégrer  aux 
différences,  97  1.— -que  l’on  ne  peut 
exprimer,  ainsi  que  leurs  différentielles, 
que  par  des  suites  infinies  , 95 arbi- 
traires, leur  élimination , 83,  7 ^o- 
763.— -arbitraires  , leur  détermination  , 
334,  34 1 > 344—arbitraires  des  inté- 
grales acT^cfuaiciorï^dîïfCrëniticlles  par- 
tielles, peuvent  être  discontinues  ,794. 
—arbitraires  des  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  partielles,leur  déter- 
mination analytiquc,796— arbitraires, 
leur  détermination  par  des  conditions 
relatives  aux  différences,  990-963.— 
arbiraires,  leur  détermination  quand 
■«Me»  entrent  d'une  manière  transcen- 
dante dans  les  équations  primitives  9 
993.— arbitraires , la  natur*e  de  celles 
qui  entrent  dans  les  équations  aux  diffé- 
rences, 998-1000.— leur  détermina- 
tion, 1001.— leur  construction,  1302- 
1004. — circulaires  , leurs  développe- 
mens , Int,  41.— par  le  Calcul  dif- 
férentiel , 09 , ioa- 105. — par  le  Cal- 
cul intégral,  408  , 410  , 412  , 50a. — 
leur  différentiation , 22,23 , 93.— leur 
intégration  , 439-46^— 3eur  interpo- 
lation , 807. — fonctions  circulaires  et 
exponentielles,  renfermant  des  quanti- 
tés imaginaires  , 184  et  suiv.  — diffé- 
rentielles , toute  fonction  différentielle 
est  nécessairement  homogène  par  rap- 
port aux  différentielles,  65.— différen- 
tielles, conditions  auxquelles  doit  sa- 
tistaire  une  équation  différentielle,  pour 
avoir  une  signification  réelle,  65,67 «— 
différentielles,  transformation  aes  tonc- 
Appendice, 
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tions  différentielles,  lorsqu’on  y chan- 
ge l’acception  de  la  fonction  § 74 ■— 
fonctions  exponentielles,  leur  origine 
et  leur  développement,  Introd.  ja  , 
3a,  32.— exponentielles,  moyen  de 
développer  les  ‘onctions  exponen- 
tielles logarithmiques  et  circulaires , 
lorsque  x se  change  en  x-\*k,  2 — ex- 
ponentielles , développer  la  fonction 
exponentielle  par  le  moyen  du  Calcul 
différentiel , tôt.  — exponentielles  , 
leur  différentiation , 21. — par  la  théo- 
rie des  limites,  2^  — exponentielles , 
leur  intégration  , 430-438-  — leur 
usage  dans  l’intégration  des  équation* 
différentielles  et  aux  différences  du  pre- 
mier degré,  à coefficiens  constans, 
616,  618,  649,  974,  1140.  — ex- 
ponentielles, leurs  différences,  886. 

— génératrices  d’une  seule  variable, 
leur  théorie,  10^3-10^6.  — généra- 
trices à une  seuJëPvariablc,  leur  usage 
pour  l'interpolation  des  séries  et  l’in- 
tégration des  équations  aux  diffé- 
rences , 1037-  1042.  — génératrices  , 
leur  usage  pour  la  transformation  des 
séries,  1045.  — génératrices  d'une 
seule  variable  , leur  usage  pour  déter- 
miner les  expressions  générales  des 
différences,  des  différentielles  , des  in- 
tégrales d'un  ordre  quelconque  par  des 
formules  analogues  aux  puissances, 
1049,  1050.  — génératrices  de  deux 
variables,  leur  théorie,  1051. — leur 
usage  pour  l’interpolation  des  séries  , 
et  l’intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  , 1052-1055. — géné- 
ratrices à deux  variables,  leur  usage 
dans  la  recherche  des  expression.  géné»> 
raies  des  différences  , des  intégrales  et 
des  différentielles  d’un  ordre  quelcon- 

ue , 1036,— de  grands  nombres  , leur 
valuation  approchée,  u 09 -il  15. 

— homogènes , leur  caractère , £6* 

— homogènes,  propriétés  des  diffé- 
rentielles des  fonctions  homogènes  , 
ol  — homogènes  , intégration  de 
leursiquationsdifférentielles  partielles 
du  premier  ordre,  72O,  728.  — in- 
déterminées , exemple  d’une  fonction 
à deux  varjables  qui  devient  344. 

— logarithmiques,  leur  origine.  intro- 
duction , îl.  leur  développement , 
Introd,  2^,  31  , 32.  — par  le  Calcul 
intégral , 427.  — leur  différentiation  , 
â2,  93.  — leur  intégration,  414-430, 
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— logarithmiques  , leur  interpola* 
tion,  884,  885 . — irrationnelles  f 
leur  intégration,  376-403.  — irra- 
tionnelles , facteur  par  lequel  il  faut 
mult. plier  une  fonction  irrationnelle  , 
pour  la  rendre  rationnelle  , 383  — 
rationnelles, leur  intégration,}  J9-376. 
( Vovt{ , pour  le  détail  des  formules , 
le  tableau  de  la  page  160.  ) — ration- 
nelles et  entiè-cs,  propriété  de  leurs 
différences,  861. — rationnelles,  leur 
transformation  en  produits  de  facteurs 
équi-différens  , ou  en  puissances  du 
second  ordre,  901 , 903.— Remarque 
sur  «elles  des  puissances  négatives 
d’un  monome  en  séries  de  fractions  , 
donné  par  Stirling,  903.  Note,  — sy- 
métriques des  racines  des  équations  , 
leur  définition , 137.  — symétriques, 
méthode  pour  exprimer  les  fonctions 
symétriques  des  racines  par  les  coefli- 
ciens  de  l’équation,  1 39  — «y  métriques, 
leur  usage  dans  l'élimination,  180. 

Fontaine  propose  une  méthode  générale 
d'intégration,  366 —sa notation  pour 
exprimer  les  coefficiens  différent!. *ls 
et  les  rapports  des  différentielles,  861. 
Note . * 

Formult , détermination  de  la  loi  que 
suit  une  formule,  987. 

Fractions  continues,  développement  des 
fonctions  en  fractions  continues,  117. 
—continues,  leur  usage  pour  intégrer 
les  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  à deux  variables  , 39?- 
60».— «continues  , peuvent  servir  à in- 
tégrcr  par  approximation  les  équations 


du  second  ordre , 643  — continues  f 
leur  usage  pour  obtenir  la  limite  de  la 
série  divergente 
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1053.  Note,  — rationnelles,  leurs  li- 
mites, IntroJ.  11  , 12,  13.  — leur  dé- 
veloppement en  séries  , IntroJ.  3.  — 
par  le  Calcul  différentiel , 98  , 1041 , 
1042  ( voytç  aussi  dans  la  table  l'art, 
séries  récurrentes,  et  dans  l’ouvrage 
le  n*.  983)  — par  te  procédé  de  La- 
pa nge,  1043.  — ce  procédé  appliqué 
a ta  fraction  dont  le  dénominateur  du 
second  degré  n'a  que  des  facteurs  ima- 
ginaires du  premier  , 1044.  — ra- 
tionnelles, méthodes  pour  les  déve- 
lopper en  séries  parla  somme  des  puis- 
sances des  racines  du  numérateur  et 
du  dénominateur  , 2027.  Note  — ra- 
tionnelles, leur  intégration  , 364-376. 
— leur  décompos  non  en  fractions 
simples.  364,  367-369.  — ration- 
nelles , les  fractions  rationnelles  peu- 
vent toujours  s'intégrer  soit  algébrique- 
ment , soit  par  les  logarithmes , soit 
par  les  arcs  de  cercle , 167..—  ration- 
nelles, détermination  aes  numérateurs 
des  fractions  simples  par  le  Calcul 
différentiel,  368,  369. — rationnelles, 
leur  décomposition  en  fractions , dont 
le  dénominateur  est  réel  et  du  second 
degré,  370.  371. 

Français  Je  Colmart , ses  travaux  sur 
l'intégration  des  équations  différen- 
tielles partielles,  780,  1146. 

Functionet  inexplicables , ce  Euler  en- 

tend par  là,  9 j 3. 


G. 

Géométrie  # motifs  pour  la  séparer  de  l'Analyse , voyt^  la  Préface. 

H. 


Hélices  , 809. 

Hcmann  s'occupe  de  la  recherche  des 
courbes  quarrables  , 332. 

Hin.lenture{  M ):  ses  recherches  sur 
les  coefficient  d'une  puissance  quel- 
conque du  polynôme,  1044. 

Hype^éomctriqucs  ( %érics  ) , 1062. 

Hyperbole r.  IntroJ  24. — leurs  équations 
par  rapport  aux  axes,  213.  — par 
rapport  aux  asymptotes,  a 13.  — des 


degrés  supérieurs,  233.  — leur  qua- 
drature , cas  où  leurs  espaces  asympto- 
tiques sont  infini*,49i  — hyperbole  or- 
dinaiieetéquilatère,sa  quadrature, 492. 
—ordinaire,  sa  quadrature,  sa  liaison 
avec  les  logarithmes,  493. — examen 
des  cas  ob  leurs  segmens  asymptotiques 
ne  sont  pas  compris  dans  la  même  ex- 

rression  , 494  —hyperbole  rapportée 
son  axe  tnmsverse , son  aire , 493. 
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Hyperboles  , leur  rectification,  301.— 
hyperbole  ordinaire  , sa  rectification  , 
504. — transformations  de  la  différen- 
tielle de  son  arc , 505  , 510, — ses  arcs 
peuvcnts’exprimerpardeuxarcs  d’ellip- 
se, 510. — hyperbole  qui  engendre  un 
solide  dont  l’expression  offre  un  dé- 
faut de  continuité  dans  le  passage  des 


Identique,  équations  identiques  , 
leur  nature  et  leurs  propriétés , Introd. 
15,  Note. 

Imaginaires , forme  générale  des  expres- 
sions imaginaires,  i83. 

Imaginaires  , expression  des  puissances 
des  binômes  imaginaires , par  les  sinus 
et  les  cosinus  des  arcs  multiples , 165. 

Indices , leur  emploi,  Introd.  ai  et  suiv. 
— ce  qu’ils  signifient  dans  1a  Théorie 
des  suites,  859. 

Indice , une  quantité  étant  donnée,  trou- 
ver l'indice  à laquelle  elle  répond  dans 
une  série  donnée  , 965.  — utilité  de 
l'application  du  calcul  des  combinai- 
sons aux  indices,  1044. 

Inflexion  des  courbes  planes , ao8 , a 15  , 
128,  249.  — de  leurs  développées, 
266. — des  courbes  à double  courbure, 
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Inflexion  des  surfaces  courbes , la  ma- 
nière de  les  reoonnoltre , 357.  Note. 

Infini  ( de  1’  ).  Introd.  y.  — le  passage 
des  grandeurs  par  l’infini  rompt  quel- 
quefois le  lien  de  leur  continuité. 


494,1119. 

Infiniment  petits  : leur  subordination  , 97. 

— comment  il  faut  les  interpréter , 
285  t et  la  note.  ( Voye^  aussi  la  Pré- 
face. ) 

Intégrale  d'une  fonction , sa  définition , 
358.  Note.—- cas  oh  l’intégrale  de  axHdx 
devient  £ , 360.— formation  des  in- 
tégrales par  les  valeurs  successives  de 
1a  différentielle , 470 , 472 , 477  , 478. 

— méthode  générale  pour  l’obtenir 
par  approximation  , 470-484  — rap- 
port entre  le  signe  de  la  différence  de 
deux  valeurs  d’une  même  intégrale  et 
celui  du  coefficient  différentiel , 474. 

— recherche  des  limites  entre  les- 
quelles peut  être  comprise  la  valeur 
d’une  intégrale , 475 , 478.  — ce  que 
c’est  que  prendre  une  intégrale  depuis 
• * . . jusquà . • . . 476. 
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différentielles  aux  intégrales,  318  — 
dans  cette  courbe  la  tangente  à un 
point  quelconque  coupe  sur  les  per- 
pendiculaires elevées  aux  extrémités 
du  premier  axe , des  parties  dont  le 
produit  est  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum , 841. 

Hypcrboloïdt  de  révolution,  316. 


Intégrales  indéfinies,  définies,  ibiJ  — 
considérées  comme  représentant  l’aire 
d'une  courbe  et  calculées  par  les  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  à cette 
courbe , 477 , 473.  — leur  développe- 
ment par  le  théorème  de  Taylor  ,485. 
— développement  des  fonctions  affec- 
tées de  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d’intégrations  successives,  486-488.— 
doubles  expriment  le  volume  d’un  soli- 
de , considération  de  leurs  limites,  32 1- 

J; 24  — doubles  , leur  interprétation  par 
a considération  des  infiniment  petits , 
522  — celle  de  leurs  limites,  313.— 
doubles,  transformations  pour  effec- 
tuer une  des  intégrations,  327-328. 
— triples,  329, 530.— indéterminées 
et  définies,  leur  définition,  leurs  ma- 
ximatt  minima , 838.— indéterminées, 
caractères  qui  distinguent  leur  maxi- 
mum de  leur  mininùim , 837  , 858.— 
aux  différentielles,  formules  générales 
de  Bernoulli , déduites  de  celles  de 
l'intégrale  aux  différences  , 91 2.— aux 
différentielles,  leurs  expvessrons  par 
les  sommes  et  les  différences , 921.— 
définies  , leur  usage  pour  calculer  la 
limite  de  la  série  divergente , 

1 — i.i-f-i  .2.3 — etc.  < 

1063. — définies,  leur  usage  pour  l'in- 
terpolation des  séries,  1 07 1-1073. 
— définies,  rechercha  de  leur  valeur 
dans  certains  cas,  1078-1084,1101- 
1108.  — définies,  leur  développe- 
ment en  produits  indéfinis  , 1 08 S. 
simples , fonctions  de  grands  nombt  es  y 
leur  évaluation  , 1109.  — doubles  , 
fonctions  de  grands  nombres  , leur 
évaluation,  il  14,  1115. — définies, 
leur  usage  pour  expnmcr  les  fonctions 
données  par  les  équations  différen- 
tielles à deux  variables  , 1 1 ao  - 1 1 28. 
— définies  , leur  usage  pour  la  résolu- 
tion des  équations  différentielles  par- 
tielles à trois  variables , 1 1 29 - 1 1 32. 
Bbbb  2 
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I.tégralts  dans  les  équations  différentielles 
à quatre  variables  ,4133  — definies , 
leur  usage  pour  cxp.imer  les  différen- 
ces, les  Jifférenti'.llcs  et  les  intégrales 
d’un  ordre  quelconque  des  forerions 
données  par  des  équations  aux  diffé- 
rences, ou  par  des  équations  différen- 
tielle» , 1139.  — expression  en  inté- 
grales définies  des  intégrales  de  la  fonc- 
tion a."*,  tant  aux  différentielles  qu'aux 
différences,  ibid.  — fe~u*v  du  , et 
fu*vJui  leur  usage  pour  résoudre  les 
équations  aux  différences  et  les  équa- 
tions différentielles  ,1134-1138. 

Intégrales  particu  icrcs  des  équations  , in- 
exactitude de  Cette  dénomination , 
576  Au*.  — particul  ères  , moyens 
d’en  déduire  l’intégrale  comp  etc,  5 84 , 
585.  — prcm:èrcs,  secondes,  etc. 
d’un:  équ-tion  difforentiel'e  d'un  ordre 
supérieur  au  premier , 610.  — com- 
plètes dos  équations  différentielles  par- 
tie'îes  ,•  7 >4. — générales  des  équations 
différei  tiellcs  partielles,  leur  relation 
avec  l’intégrale  complète,  765. 

Intégrales  aux  différences , formation  de 
ces  intégrales  par  les  valeurs  successi- 
ves de  leur  différence,  896.  — aux 
différences , ce  qui  les  distingue  des  ter- 
mes somma  toites  , leur  analogie  avec 
les  intégrales  aux  différentielles,  8 ,7. 
— aux  différences  des  fonctions  expo- 
nentielles , 906.  — des  fonctions  cir- 
culaires , 907-909.— ex;  ressions  géné- 
rales de  l'intégrale  d'une  fonction  par 
fes  différences,  912.—  passagede  ces 
formules  à celles  des  intégrales  aux 
différentielles,  ibid. — aux  U.fference*, 
leur  expression  en  séries  par  les  inté- 
grales aux  différentielles  et  les  co«  fti- 
cirns  différentiels  ,913,914, 9.1  6- 
922  — aux  différences  v leur  ana'ogie 
avec  les  puissances  ,915.  — aux  dif- 
férences , expression  générale  de  ces 
intégrales  pour  un  ordre  quelconque , 
924  —aux  différences,  expressions  gé- 
nérales de  celles  de  l’ordre  m,  d'un 
produit  de  deux  facteurs,  ras. — aux 
différences , expression  de  celles  d’un 
ordre  quelconque  par  les  puissances 
des  exponentielles,  921.  — aux  diffé- 
rences , recherche  de  leur  variation  , 
de  leurs  maxima  et  de  leurs  minima , 
1029  1032 

Intégrait*  directes , intégrales  particu- 
lières , intégrales  indirectes  des  équa- 
tions aux  différences,  1006. 
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Intégrait*  directes  et  indirectes  des  équa- 
tions aux  différences  mêlées , 1 142. 

Intégration  par  parties  , 361.  — par  les 
séries,  406-  4a4  —des  fonctions  dans 
lesquelles  dx  est  regardée  comme  va- 
riable , 489.  — des  équations  diffé- 
rentielles à deux  variables,  543  etsuiv. 
— des  équations  différentielles  totales 
à trois  et  à un  plus  grand  nombre  de 
variables , 6,9-71  S - — règles  et  for- 
mules pour  l’intégration  des  fonctions 
rationnelles,  890-905. — aux  diffé- 
rences effectuée  par  parties,  910  — 
par  approximation  des  fonctions  aux 
différences,  925-92;.  — des  équa* 
f ions  aux  différences  à deux  variables , 
considérations  générales,  970 ,97 1.— 
des  équations  eu  premier  degré  et  du 
premier  ordre  , 972.  — des  équations 
du  premier  degré  et  d’un  ordre  quel- 
conque , 973-983. 

Innrpofation  des  suites  à une  seule  va- 
riable par  le  Calcul  des  différences,- 
873 -893.  — formule  d’interpolation 
déduite  de  la  considération  des  cour- 
bes paraboliques , 876-878.  — il  existe 
une  infinité  de  formules  d’interpola- 
tion , ce  que  c’est  que  l’interpolat  on  , 
considérée  géométriquement  , com- 
ment la  loi  de  la  suite  peut  varier  entre 
deux  termes  consécutifs  d’une  même 
suite,  878  — par  les  différences  suc- 
cessives, déduites  de  l’expression  ana- 
lytique de  la  fonction  proposée,  883- 
811  —parla  méthode  ac  Mouton  , 
892,  893  — des  tables  à double  en- 
trée et  des  îéries  à plusieurs  variables, 
8;4i  894.— (problème  inverse  de  1*), 
965  —par  le  moyen  de  la  sommation 
des  sé/ies,  953-941— de  quelques 
séries,  par  le  moy  n de  la  sommation 
d’autres  séries , q'o  , 961.—  de  quel- 
que» séries  par  les  puissances  du  se- 
cond ordre  , 962  964  —par  les  fonc- 
tions génératrices  ti’une  seule  varia- 
ble, 1017-1042,  1045. — Par  lcs  fonc- 
tions genératrccs  à deux  variai  les, 
1056.  —des  séries  pat  les  intégrales  dé- 
finies, 1 07  1 - 1075.  — entre  les  d ffé- 
rentielles  d’une  même  fonction  , 1074. 

Inttrsctn Janus  , ce  que  c’est , 572. 

Irrationnelles  , faire  disparoitre  les  ^irra- 
tionnelles des  équations,  52. 

Irrationnelles  des  différens  ordres , leur 
origine  tt  leurs  propriété»,  9 'ç. 

Iiopérimkrti  ( problème  des  ) , 838. 
Note, 
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K h amp  s’occupe  des  puissances  du  se-  négatives,  1108. 
cond  ordre  sous  le  nom  de  facultés  Kàl  suscite  une  querelle  àLéibnitz,  pour 
numériques , et  des  intégrales  définies.  l’invention  du  Calcul  différentiel , voy. 
Difficultés  qu’il  remarque  dans  la  la  Préface» 
théorie  des  racines  et  des  quantités 


Lagrange  : sa  manière  d'en  vis;  g:r  le 
Calcul  différentiel , 8.  — sa  méthode 
pour  trouver  toutes  les  différentielles 
d’i.ne  fonction  , 3^—36.  — sa  démons- 
tration du  théorème  des  fonctions  ho- 
mogènes , 91.  — son  théorème  pour 
développe»  les  fonctions  en  séries,  1 17. 

— sa  méthode  pour  rcconnoitre  les 
plus  grands  termes  d’une  équation  à 
deux  variables,  115.  — sa  méthode 
pour  développer  les  fonctions  en  frac- 
tions continues,  1 17.  — a démontré 
le  théorème  de  Dalemberc  sur  les  ra- 
cines imaginaire? des  équations,  1 fa. 

— sa  manière  d’appliquer  le  Calcul 
différentiel  aux  courbes,  238,  atg. 

— donne  les  formules  de  la  transfor- 
mation des  coordonnées  difcs  l’espace , 
31  o.  — indique  les  moyens  de  déter- 
miner les  équations  des  surfaces  com- 
posées de  lignes  d'une  nature  donnée  , 
345.  — s’occupe  de  la  différentielle 
dans  laquelle  entre  un  radical  du  second 
degré  contenant  les  quatre  premières 
pu.ssances  de  la  variable,  399.  — ré- 
duit les  intégrations  des  différons  ter- 
mes d’une  série  à une  seule,  4 17.— 
s’occupe  du  développement  de  la  fonc- 
tion ( 1 4-tftcosr  y*y  467.  — sa  trans- 
formation des  intégrales  doubles  et  tri- 
ples , 5 îo.  — sa  théorie  des  solutions 
particulières,  576,  577.””  il  les  ap- 
pelle # intégrales  particulières.  XoteA 

— sa  théorie  des  équations  différen- 
tielles du  premier  degré,  6,7.  — ses 
réflexions  sur  les  arcs  de  cercle  qui 
s’introduisent  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  du  premier 
degié,  666. — sa  méthode  pour  obte- 
nir les  solutions  particulières  des  équa- 
tions difféientielles  , 671. — donne 
une  méthode  pour  obtenir  une  équa- 
tion primitive  entre  les  variables  de 
deux  transcendantes  elliptiques,  678- 


6F o — donne  un  moyen  de  construire* 
la  comparaison  des  arcs  elliptiques  par 
par  les  triangles  sphériques , 695,  696. 

— ramène  l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  or- 
dre, où  les  coefficient  différentiels  ne 
passent  pas  le  premier  degré,  à celle 
d’autant  d’équations  différentielles  du 
premier  ordre,  que  les  premières  con- 
tiennent de  variables,  711,  72^.  — 
donne  une  méthode  pour  ramener  les 
équations  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  qui  passent  le  premier 
degré  par  rapport  aux  coefficiens  diffé- 
rentiels , à celles  de  ce  degré,  730.  — 
ses  remarques  sur  la  formation  des 
équations  différentielles  partielles  , 
7^-1,  765.  — sa  méthode  pour  obtenir 
les  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  partielles,  767. 

— sa  méthode  des  variations,  81 1- 
841.  — donne  le  premier  l’équation  de 
la  surface,  dont  l’aire  est  un  minimum  , 
entre  des  limites  donne-s , 854,  AW. 

— ses  remarquas  sur  les  caractères  dis- 
tinctifs du  maximum  et  du  minimum  des 
intégrales  indéterminées,  857,  — ré- 
flexions sur  les  changement  qu’il  pro- 
pose dans  la  notation  du  Calcul  diffé- 
rentiel. Comparaison  de  celles  qu'il  a 
employées  avec  celles  d * Euler  et  de 
Waring,  86a.  AW — remarque  l'ana- 
logie des  puissances  avec  les  différen- 
ces, 864,-^déduit  les  formules  d’inter- 
polation de  l’analogie  des  puissances 
avec  les  différences , 873  — lionne  une 
formule  d’interpolation,  à laquelle  on 
peut  appliquer  les  logarithmes , 877. 

— scs  remarques  sur  l’analogie  des 

puissances  et  de*  intégrales,  91  — 

ses  travaux  sur  les  éuuations  aux  diffé- 
rences du  premier  degré  à une  seu’e 
variablb,  97a,  973  —sa  méthode 
pour  intégrer  les  équations  du  premier 


a 
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degré  aux  différences  partielles  à trois 
variables  , toi  i-1019.  — séries  qu’il 
n :mme  récurrences  doubles  ,1011.— 
donne  les  coefficiens  des  puissances 
de  { dans  le  développement  du 
produit 

( >—*{)(»— <{)«'• 
lorsque  les  quantités  a,  6,  c,  etc. 
constituent  une  progression  par  diffé- 
rences , 1 C27.  Aote. — questions  con- 
cernant les  mil  xi  ma  et  les  minima  des 
polygones  , qu’il  a résolues  parles  va- 
riations, 1031,  103a. — donne  l’ex- 
pression de  la  limite  d'une  portion 
quelconque  de  la  série  de  Taylor , 
1069-1070.  — donne  une  méthode 
pour  développer  le  terme  général  d’une 
série  récurrente  sans  décomposer  son 
dénominateur  en  facteurs  simples, 
1043.  — ses  remarques  sur  les  précau- 
tions qu’il  faut  apporter  dans  l’emploi 
des  méthodes  d’approximation , 1070. 

— donne  la  résolution  en  séries  d’une 
équation  différentielle  partielle  à quatre 
variables,  qui  se  rapporte  au  mouve- 
ment des  fluides , 1130.  A 'ou. 

Lahirt  prouve  qu’une  courbe  quelconque 
peut  toujours  être  considérée  comme 
une  roulette , 003. 

L mbert  s'occupe  des  sinus  et  des  cosinus 
hyperboliques , 496. 

lûndtn  exprime  l’arc  hyperbolique  par 
les  arcs  elliptiques , 510. 

Laplact  : démonstration  qu'il  donne  du 
théorème  de  Ljrrantt,  lia.  — son 
théorème  pour  développer  en  série 
une  fonction  de  deux  quantités  déter- 
minées par  deux  équations  à trois  va- 
riables , 1 46 sa  démonstration  du 

théorème  de  Daltmbtrt , sur  les  racines 
imaginaires  des  équations,  16a,  163. 

— nomme  solutions  particulières  ce 
que  Lig'jnpt  appelle  intégrales  parti- 
culières, 576  A fou.  — ses  réflexions 
sur  les  arcs  de  cercle  qui  s'introduisent 
dans  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  degré , 666.  — 
scs  réflexions  sur  la  forme  des  inté- 
grales des  équations  di  fféi  cntiellcs  par- 
tielles du  second  ordre  et  à trois  va- 
riables, 771  ,775.  — donne  une  mé- 
thode pour  déterminer  les  fonctions 
arbitraires  qui  entrent  dam  l’intégrale 
de  l'équation  différentielle  partielle  du 
premier  degré  du  second  ordre  et  4 
itoi*  variables,  7 96. 


L E 

LapUct  prouve  l’analogie  des  puissances 
avec  les  différences,  et  avec  les  inté- 
grales, 8(4,  915. — trouve  l’expression 
énérale  des  coefficiens  numériques 
u développement  de  918.— 
donne  un  développement  de  , 

923. — sa  méthode  pour  intégrer  les 
équations  du  premier  degré  à cocfR- 
ciens  variables  , 978-983 — son  pro- 
cédé pour  intégrer  les  équations  aux 
différences , dans  lesquelles  la  diffé- 
rence de  la  variable  indépendante  n’est  & 
pas  constante,  988.  — s’occupe  des 
équations  rentrantes  , 995.  -—  intègre 
des  équations  aux  différences  partielles 
à coefficiens  variables,  toai.  — sa 
théorie , des  fonctions  génératrices  , 
1033. — donne  des  formules  pour  ex- 
primer les  différences  , les  différen- 
tielles et  les  intégrales  des  fonctions 
amvm%  10 <0.— donne  par  des  intégrales 
définies  les  expressions  des  différen- 
tielles des  différences  de  la  fonction  a", 
107c . — ses  recherches  sur  l’évaluation 
des  fonctions  de  grj^ds  nombres,  1 109. 

— applique  les  intégrales  définies  à la 
résolution  des  équations  différentielles 
partielles  à trois  variables,  1139.  — 
donne  une  méthode  pour  ramener  4 
des  intégrales  definies , des  fonctions 
données  par  des  équations  aux  diffé- 
rences et  des  équations  différentielles, 
1134.  — s’occupe  des  équations  aux 
différences  mêlées  , 1 140. 

LegeaJrc  s'occupe  de  la  différentielle  dans 
laquelle  entre  un  radical  du  second  de- 
gré contenant  les  quatre  premières 
puissances  de  la  variable,  399.  — ses 
considérations  sur  les  arcs  d ellipse  et 
d’hyperbole,  308,  310,  511,  683. 

— fait  usage  de  la  transformation 
des  intégrales  doubles  et  triples,  330. 

— transfoimation  qu’il  donne  d’une 
équation  du  premier  degré  d'un  ordre 

• indéfini,  63t.  — sa  méthode  pour 
trouver  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles,  668-670.— 
donne  une  méthode  pour  intégrer  les 
équations  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  à trois  variables,  733. 
Notct  et  739.  — sa  méthode  pour  ob- 
tenir les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  partielles  f 
767.  — sa  méthode  pour  intégrer  les 
équations  différentielles  partielles  du 
premier  degré  et  du  second  ordre  , 
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777*779*“ *finsform,ti°n  qu’il  don- 
ne pour  intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles partielles  de  second  ordre 
qui  passent  le  premier  degré  par  rap- 
port aux  coefficiens  du  premier  ordre  , 
ou  qui  ne  contiennent  que  ceux  du 
second,  781-784.  — son  mémoire 
sur  les  caractères  qui  distinguent  le  ma- 
ximum du  minimum  dans  les  intégrales 
définies,  857.  — supprime  les  pa- 
renthèses dans  l'expression  des  coef- 
ficiens  différentiels  , 86a.  Note.— 
donne  une  expression  de  U différence 
du  sinus,  883.  — ses  travaux  sur  les 
intégrales  définies  qui  se  ramènent 
aux  transcendantes  elliptiques , 108a. 

Lcibnit*  : ses  idées  sur  le  Calcul  différen- 
tiel , 27- — controverse  avec  Jean 
Berriou 7Z?,  sur  les  logarithmes  des  nom- 
bres négatifs,  183.— sa  manière  d’ap- 
pliquer le  Calcul  différentiel  aux  cour- 
bes , 283-187, — sa  métaphysique  sur 
cette  application,  a8f , et  la  non , 
voyrç  aussi  la  Préface.  — origine  qu’il 
donne  au  Calcul  intégral , 358.  Note. 
— son  théorème  pour  différentier  sous 
le  signe/,  332.  Note.— ce  qu'il  entend 
par  intt’sctndantc , 571.— construction 
des  équations  différentielles  des  ordres 
supérieurs  qui  résultent  de  sa  manière 
d'envisager  les  courbes  , 639.  Note.  — 
considère  le  Calcul  différentiel  par  les 
différences.  86a.  — avantage  de  la  no- 
tation qu'il  introduit  pour  ce  Calcul. 
Non.  — ses  idées  sur  l'analog  e des 
différentielles  et  des  intégrales  avec  les 
puissances, 915.  — remarque  l'utilité 
du  calcul  des  combinaisons  appliqué 
aux  indices  , 1044. 

LextU  éclaircit  une  difficulté  agitée  entre 
Euler  et  Daniel  Bernoulli  sur  les  limi- 
tes des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  r 

L Hôpital  reconnoit  l'existence  du  re- 
broussement de  la  seconde  espèce, 

a 66. 

Vhuülier  ( Simon  ) , sa  méthode  pour 
décomposer  les  exponentielles  en  fac- 
teurs , 1094. 

L’gnes , comment  les  diverses  circons- 
tances du  cours  d'une  ligne  sont  expri- 
mées par  son  équation  , 195.  — divi- 
sion des  I gnés  en  ordres  et  en  genres, 
aoa.  — nombre  des  points  qu  il  faut 
donner  pour  déterminer  les  lignes  de 
différens  ordres,  119,  —explication 
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d'une  difficulté  qui  se  présente  à cet 
égard , 119,  Note. 

Ligne , détermination  par  le  calcul  des 
variations  , de  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  sur  un  plan , 844. 

— détermination  de  la  ligne  la  plu» 
courte , entre  deux  points  de  l’espace  r 
entre  deux  points  placés  sur  une  sur- 
face courbe  , enrre  deux  courbe» 
données  sur  une  surface,  845  .—équa- 
tions générales  de  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  sur  une  surface  de 
révolution  , 8i4.  — droite  , son 
équation  , 196.  — deux  condir  ons 
suffisent  pour  la  déterminer  , ibiJ. 

— droite , équation,  de  la  ligne 
droite  qui  parte  par  un  point  donné  , 
197.  — droite,  équation  d’une  ligne 
droite  qui  passe  par  deux  points  don- 
nés, 197.  — droite,  équation  d’une 
ligne  droite  passant  par  un  point  donné 
et  parallèle  à une  ligne  donnée , 198. 

— droite , équation  d’une  ligne  droite 
perpendiculaire  à une  autre,  199.  — 
droite,  détermination  de  l’intersection 
de  deux  lignes  droites,  200.— droite, 
expression  de  la  perpendiculaire  abail- 
sée  d'un  point  donné  sur  une  lij>ne 
droite,  20 1.— droite,  ses  équatiofts 
dans  l’espace,  a ,7. — droite,  déter- 
mination des  équations  de  la  ligne 
droire  qui  pfese  par  deux  points  don- 
nés dans  l'espace , 298. — droite  , con- 
ditions auxquelles  on  reconnoit  que 
deux  lignes  droites  se  coupent  dans 
l’espace  , 290.  — droite,  équation  de 
deux  lignes  droites  parallèles  entrVlles 
dans  l'espace , 300  — équation  de  la 
ligne  droite  pespend  culaire  à un  plan , 
301.  — droite,  détermination  de  l'an- 
gle que  fo  »t  entr'ellcs  deux  lignes  dioi- 
tes  dans  l’espace,  303.  — d.oite,  dé- 
termination de  la  plus  courte  distance 
de  deux  lignes  droites  dans  l'espace  , 
303.  — droite  , dére.mlnaron  de  la 
droite  perpendiculaire  à un  plan  , par 
la  comidération  du  minimum,  306. — 
du  second  ordre,  leur  équat  on  géné- 
rale, 212.  — du  second  01  dr.  , énu- 
mération des  I gnés  du  -occnd  ordrt, 
ai  3 , 91$. — du  troisième  o»Jre,leur 
équation  générale  ; princ'pe»  géné- 
raux de  leur  énumération,  a 10.  — 
osculatrices  ,158  — osculatrces  , 
leur  détermination  par  les  limites  , 
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Lignes  de  courbure , d’unî  surface  , 331. 

— de  courbure  des  surfaces  du  second 
degré,  leur  équation,  674. 

-L:miu  ( iéfinit  ondes)/n/'u/.  4. — recher- 
che des  limites  des  fonctions  algébri- 
ques , Introd. . 1 1.  — une  fonction  peut 
avoir  deux  espèces  de  limites , les  unes 
relatives  à l'accroissement  de  la  va- 
riable et  les  autres  à son  décroisse- 
ment, Introd.  ikid.  — propositions  qui 
servent  de  base  à la  théorie  des  limi- 
tes, Introd.  14,  36.  — - méthode  des 
hmites , 92.  — examen  d’une  objec- 
tion faite  contre  la  méthode  des  li- 
mites , 96.  — application  des  limites 
à la  recherche  des  lignes  osculatrices  , 
283.  — esprit  de  l’application  de  cette 
méthode ï la  théorie  des  courbes,  184. 

— des  courbes , 208.  — des  courbes , 
leur  détermination  par  le  Calcul  diffé- 
rentiel, 25a,  251. — surfaces  des  limi- 
tes formées  par  l’intersection  d’une  in- 
finité d’autres,  334.  —d’une  intégrale, 
471  — recherche  des  limites  des  séries 
au  moyen  des  intégrales,  1059  1061, 
1063-1069. 

Linéaire , mot  impropre  par  rapport 
aux  équations  dinérentielles,547.  Au/e. 

Logarithmes , leur  origine,  Introd.  ai.— 
leur  développement,  Introd.  23, 24, 
26,  28,  30.  — développement  de 
l(j-bar),  par  le  moyeif  du  Calcul  diffé- 
rentiel , 102.  — et  du  Calcul  intégral , 
406.  — expression  des  logarithmes  en 
séries , 407.— leur  différentiation , 20 , 
9J.  — leur  intégration  , 424 , 430.— 
népériens,  leur  définition  , Introd.  24. 

— népériens,  répondent  aux  aires  de 
l'hyperbole  équilatère  , 493.  — mé- 
thode de  Bùggs  , pour  obtenir  les  lo- 

arithmes  des  nombres  , Introd.  24.— 
yperboliqucs , Introd.  24. 

M 

Maclavrin  donne  les  premières  no- 
tions sur  la  forme  des  racines  imagi- 
naires , 162. 

Mascheroni , ses  recherches  sur  la  trans- 
cendantey^— , 1116.  — donne 

une  expression  plus  exacte  de  la  limite 
de  la  série  divergente 
1 — i.a-f- 1.2.3  — etc.  1117. 
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ordinaires  répondent  aux  aires 
d’une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
font  cntr’elles  un  angle  aigu,  493. — 
moyens  de  rendre  plus  convergent  le 
développement  de  la  fonction  logarith- 
mique, Introd.  23 , 14-26 , 28  —valeur 
du  logarithme  deo,  Int.  27. — moyen 
d'obtenir  les  logarithmes  des  nombres 
par  des  séries  au. -si  convergentes  que 
t'on  veut , Int'od.  28. — pourquoi  le  dé- 
veloppement de  lu  ne  procède  pas  su  i- 
vant  les  puissances  de  «,  Introd.  29.  — 
théorie  des  logarithmes  par  les  progres- 
sions et  les  limites,  Intr.  32. — expres- 
sion des  logarithmes  des  quantités  ima- 
ginaires,! §1  — .in  mêmenorçbre  a dans 
un  seul  système  une  infinité  de  logarith- 
mes dont  un  seul  est  réel,  ibii. — des 
nombres  négatifs  sont  imaginaires, 182, 

183  — des  nombres  négatifs  ne  forment 
pas  un  système  continu  avec  ceux  de* 
nombres  positifs,  494. — des  nombres 
positifs  et  des  nombres  négatifs,  diffi- 
culté de  prouver  leur  existence  simul-  • 
tanée  par  la  considération  des  coutbes 
et  des  solides,  318. — des  quantités  né- 
gatives, motifs  d’examiner  de  nou- 
veau leur  théorie  ,11 08.  — leurs  pro- 
priétés déduites  de  la  comparaison  de 
deux  différentielles  logarithmiques  , 

676. — sommation  des  logarithmes  des 
nombres  naturels,  945 , 946. 

Logirithmiquc , équation  delà  soutangen- 
te , de  la  normale , sounormale , et  du 
rayon  de  courbure  de  cette  courbe  t 
270.— son  aire,  497. — moyens  de  la 
construire,  603.  Note. 

Lorgna , formule  qu'il  donne  pour  obtenir 
les  valeurs  des  intégrales  par  les  diffé- 
rences, ou  les  aires  des  courbes  par 'a 
différence  des  ordonnées  cqui-distai.- 
tes,  921. 


Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  oa 
de  plusieurs  variables,  1 48 -136. 
» et  minima , caractère  pour  distin- 
guer  le  minimum  du  maximum  , 130  , 
1 3 3.  — et  minima  des  ordonnées  des 
courbes  ,133.  — et  minima  , leur  ap- 
plication pour  trouver  la  plus  couite 
distance  de  deux  droites  dans  l’espace  , 
303.  — pour  déterminer  la  perpendi- 
culaire à un  plan  , 306. 

Maxima 
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Maxlma  et  minima , applicacon  de  cette 
méthode  à lu  recherche  des  rayons  de 
cou  .bure  des  surfaces,  327. 

A laxima  et  mininu  des  intégrales  indé- 
terminées et  définies , 838. 

A laxima  et  minim.i  des  intégrales  indé- 
terminées aux  différences,  1029-103 1. 
—analogie  de  leur  détermination  avec 
les  équations  de  cond  tion  relatives  à 
l’intégrabilité  Jes  tondions  aux  diffé- 
rences, 1019. 

A lcrjp'ivsique  f abus  de  la  métaphysique 
en  mathématique,  494. 

Module , ce  que  c'est  qu’un  module  loga- 
rithmique, IntroJ.  24.  — est  le  sinus 
de  l’angle  des  asymptotes  d’une  hy- 
perbole, 493. 

Moivre  , sa  formule  pour  élever  un  poly- 
nôme à une  puissance  quelconque, 
Introd.  20.  — moditicaibn  qu’il  ap- 
porte au  théorème  de  CJies , 174-  — 
relation  qu’il  assigne  aux  nombres  de 
Bernoulli , 919. 

Afo-jgr,  sa  théorie  des  surfaces  courbes  et 
des  combes  k double  courbure , ptéam* 
bule  du  Chap.  V,  T*  l.— les  détermi- 
nations qu’il  donne  pour  ta  transforma- 
tion des  coordonnées  dans  l’espace, 
210.— 1 donné  une  théorie  des  courbes 
a double  courbure,  348. — détermine 
les  surfaces  limites  par  leurs  caractéris- 
tiques , 339. — ses  remarques  sur  les  li- 
nes  de  courburedes  surfaces  du  second 
cgrc,  674. — donne  une  méthode  pour 
intégrer  les  équations  où  les  différen- 
tielles passent  le  premier  degré^f. — 
fait  voir  qu’aucune  équation  à trois  va- 
riables n’est  réellement  absurde,70l . — 
ramène  l'intégration  des  équations  dif- 


Nappfs  des  surfaces  courbes  ; leur  dé- 
finition , 307. 

A 'eper,  inventeur  des  logarithme$,/n/r.24. 

Aewton  , sa  méthode  pour  le  retour  des 
suites  ,~introd.  43.  — parallélogramme 
analytique,  118. — formule  du  bi- 
nôme, 13.  — ses  idées  sur  le  Calcul 
différentiel,  97. — son  théorème  sur 
les  racines  des  équations,  161.  — di- 
vise les  lignes  en  ordres  et  les  courbes 
en  genres  , 20a.  — fait  l’énumération 
des  lignes  du  troisième  ordre , 216.— 
Appendice, 
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fércntiellcs  partielles  du  premier  ordre 
où  les  coefHciens  différentiels  ne  pas- 
sent pas  la  premier  degic,  à celle  d’au- 
tant d'équations  différentielles  du  pre- 
mier ordie  que  les  premières  contien- 
nent de  variables  , 724  — leçons  qu’il 
donne  sur  ce  sujer,  Ao>e.  — comment 
il  a intégré  l’équation  différentielle  par- 
tielle de  la  surface  dont  l’aire  est  un 
minimum  , 7S6. — ses  constructions  des 
intégrales  des  équations  différentielles 
partielles , 789 , 790 , 795.  — iptè*ie 
l’équation  des  surtaces  équivalentes  au 
plan,  793.  — fait  voir  le  premier  qae 
les  équations  différentielles  sont  sus- 
ceptibles de  solutions  générales  conte- 
nant des  fonctions  arbitraires, 798.  — 
découvre  une  correspondance  entre 
les  équations  d.ffcreiuielles  partielles 
du  premier  ordre  et  les  équations  dif- 
férentielles de  cet  ordre  qui  ne  satis- 
font pas  aux  conditions  d’intégrabilité, 
806.  — ses  considérations  sur  les  sur- 
faces développables  circonscrites  à la 
sphère  et  sur  leurs  arretés  de  rebrousse- 
ment, 810.  — résultat  qu’il  obtient 
relativement  aux  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  qui  ne  satisfont 
pas  aux  conditions  d’intégrabilitc , 
#1*.—  extrait  de  son  mémoire  sur  U 
détermination  des  fonctions  arbitrai- 
res, 990-993. — ses  remarques  sur 
les  diverses  intégrales  dont  est  suscep- 
tible une  même  équation  aux  différen- 
ces, 1008. 

MontucU , scs  remarques  sur  le  problème 
de  Viviane , 340. 

Mouton , sa  méthode  d’interpolation, 892. 
—réduite en  formule  par  Prony , 893. 


donne  une  construction  pour  la  multi- 
plication des  angles,  696  et  la  note. 
— a indiqué  une  manière  de  résoudre 
les  équations  différentielles,  798. — 
ses  formules  d’interpolation , 876  , 
879  , 880. 

Noeud  d’une  courbe , 209. 

A Nombre , tout  nombre  exprimé  en  chiffres 
revicTtt  à une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  10 , 118,  Aote. 

Aombrcs  de  Bernoulli;  leur  origine  ei 
Itur expression  générale,*  919.  — leur 
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liaison  avec  la  somme  des  suites  des 
puissances  négatives  des  nombres  na- 
turels , io?,a. 

Sombres  entiers , leur  décomposition  en 
parties  entières,  1O98-1100. 

Normale , son  équation  , 245. 

Normale , expression  de  sa  longueur  ,ibid. 


Normale  des  surfaces  courbes  , ses  équa- 
tions, 32  j. 

Notation  du  Calcul  différentiel  ; incon- 
vénient de  la  changer.  Celle  de  Leibnit ç 
perfectionnée  par  Fontaine  \ sa  com- 
paraison avec  celles  A* Euler,  de  h Va- 
ring  et  de  Lagrange , 86a  , Note. 


O. 


Ombres  , solution  analytique  des  pro- 
blèmes relatifs  à la  détermination  des 
ombres,  334. 

Ordonnées,  1^5.— l’ordonnée  d’une  cour- 
be est  le  coefficient  différentiel  de  son 
aire,  980. — des  polygones  d’un  nom- 
bre infini  de  côtés;  leurs  différences 
successives  représentent  les  différen- 


tielle# , 256.  — des  paraboles  oscu- 
latrices  ; leurs  différences  expriment 
les  termes  du  développement  de 

Ongtne  des  coordonnées , 193. 

Osculation  des  courbes  , 2)8. 

Osculai  on  des  branches  d'une  courbe  , 
222. 


P. 


P À ou  ( M.  ) intègre  des  éouations  aux 
différences  dont  l’ordre  dépend  d’une 
des  variables,  1C25.  — donne  une 
manière  particulière  de  convertir  les 
fractions  rationnelles  en  séries,  1017. 
Note.  — scs  remarques  sur  les  équa- 
tions différentielles  à trois  variables 
ui  ne  satisfont  pas  aux  conditions 
’intégrabilité , 801.  — ses  Eléments 
if  A ’etbra.  Note.  — ses  remarqu-  s sur 
l'intégration  des  équations  différen- 
tielles du  second  ordre , qui  ne  satis- 
font pas  aux  conditions  a intégrabili- 
té,  8 il. —scs  rem.irq.es  sur  une  équa- 
tion du  premier  degré  aux  différences , 
dans  laquelle  la  différence  de  la  varia- 
ble indépendante  n’est  pas  constante  , 
989.  — cherche  Je  facteur  propre  à 
rendre  intégrables  les  équations]  du 
premier  degréaux  différences  , 997. — 
ramène  à l intégration  d'équations  aux 
différences  partielles,  la  décomposition 
des  nombres  entiers  en  parties  entières , 
1100. 

Parabole , son  équation,  214.  — sa  dé- 
velopée:  la  parabole  à son  sommet  a 
un  contact  du  quatrième  ordre  avec  le 
cercle  osculateur , 267.  — son  rayon 
de  courbure  , 267.  — engendre  un  so- 
lide dont  l’expression  offre  ua  défaut 
de  continuité  dans  le  passage  des  dif- 
férentielles aux  intégrales  ,518. 

Paraboles , leur  quadrature , 490.  — Uur 
rectification , 501. 


Paraboles  0‘culatrices , 258.  — les  diffé- 
rences de  leurs  ordonnées  expriment 
les  termes  successifs  du  développe- 
ment de  f(*-M)  Ak/c.— leur  usa- 
ge pour  construire  les  équations  diffé- 
rentielles de  tous  les  ordres , 639. 

Paratolotde  de  révolution,  316. 

P araUelipipide  partagé  en  cases  pour  for- 
mer une  table  à triple  entrée  , lOso. 

Parstval  donne  un  théorème  pour  la 
sommation  de  certaines  suites  résul- 
tantes de  la  multiplication  de  deux 
autres  , terme  k terme  , 1067.  — 
comment  il  intègre  certaines  équations 
différentielles  partielles  à trois  et  à 
quatre  variables  ,1132,  1133. 

Partitio  numerorum , ou  décomposition 
des  nombres  entiers  en  parties  entiè- 
res, 1098-1  ico.  # 

Pascal , ses  idées  sur  les  définitions  , 
page  82.— loi  des  termes  de  son  trian- 
gle arithmétique,  ion. 

Permanence  des  signes  d’une  équation  , 

181. 

Perspective  , solution  ana’ytique  des  pro- 
blèmes de  la  perspective  ,334. 

Pfajf  ( M.  ) , ses  recherches  sur  le  déve- 
loppement de  U puissance  quelconque 
du  polynôme , 1044. 

Plans  coordonnés,  leur  définition  , 394. 

Plan  , son  équation  , 195.  — détermi- 
nation de  l’équation  du  plan  qui  passe 
par  trois  points  donnés , 198.  —mener 
par  un  point  donné  un  plan  parallèle  à 
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un  plan  donné,  300  —équation  du 
plan  perpendiculaue  a une  droite,30t. 
—détermination  de  l’angle  que  font 
entr’eux  deux  plans,  dans  l'espace, 
304.  — détermination  de  la  perpendi- 
culaire à un  plan  par  la  considération 
du  minimum , 306.. 

Plan  tangent , détermination  du  plan  tan- 
gent, mené  à une  surface  par  un  point 
extérieur,  322  —équation du  plan  tan- 
gent aux  surfaces  courbes,  321,  334. 

Plan  normal  d’une  courbe  à double  cour- 
bure , ‘MO. 

Plan  oscutateur  d’une  courbe  à double 
courbure,  3^8- 149. 

Point:  un  point  est  aéterminé  sur  un  plan 
par  deux  coordonnées,  195.  — dans 
l’espace  par  trois,  396. — distance  d’un 
point  à un  autre  sur  un  plan , 197  » ct 
dans  l’espace  , 301. 

Points  multiples  des  courbes , 2^8.— leur 
détermination  par  la  transformation 
des  coordonnées  , 211 , 212.  — leur 
détermination  par  le  Calcul  différen- 
tiel , 9(8-154. 

Points  d" inflexion , 208  — leur  détermi- 
nation par  la  transformation  des  coor- 
données , , 216. — leur  détermina- 

tion par  le~Ca!cul  différentiel , 349. 

Points  singuliers  des  courbes,  lo’j.  , 

Points  de  rebroussement  de  la  première  es- 
pèce , de  la  seconde  espèce , 10;. — de 
la  première  espèce,  leur  détermination 
par  le  Calcul  différentiel,  230,  233» 
— de  la  seconde  espèce,  leur  détermi- 
nation par  le  Calcul  différentiel,  231, 

Points  de  serpentement , leur  détermina- 
tion par  la  transformation  des  coor- 
données, 120. 

m Points  conjugués , 1 ur  définition,  203. 
Note.  — leur  détermination  par  la 
transformation  des  coordonnées , 223. 

Pôles  d’une  courbe , 273. 

Polygones  d’un  nombre  infini  de  c&tés 
représentent  des  courbes,  38«j.—ins« 
crits  et  circonscrits  à une  courbe,  leur 
usage  pour  obtenir  les  valeurs  appro- 
chées des  intégrales,  427*  47**;  — 
leur  usage  pour  trouver  laaifférentielle 
du  volume  d’un  solide  de  révolution, 
et  celle  de  son  aire,  3 16,  — leur  usage 
pour  construire  les  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  à deux  varia- 
bles , 3 96.— leur  usage  pour  construire 
les  équations  différentielles  de  tous  les 
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dont  les  aires  sont  des  maxlms  ou  des 
minima,  1031,1032.  # 

Polynôme  y développement  de  la  puis- 
sance n du  polynôme 

(*  + é + * + ^ )* 

JnroJ,  19.  — développement  de  la 
puissance  n du  polynôme 

+ dx* 

IntroJ.  Ü 

Polynômes  algébriques , recherche  du 
nombre  de  termes  d'un  polynôme 
complet  d’un  degré  quelconque , ren- 
fermant un  nombre  quelconque  d’in- 
connues et  détermination  du*nombre 
des  termes  où  l’une  de  ces  inconnues 
n’entre  pas  , 966- 968.  — développe- 
ment de  la  puissance  quelconque  d’un 
polynôme,  son  usage  dans  la  théorie 
des  suites  récurrentes,  1044. 

Prassef  M.  Maurice  de  j , scs  recherches 
sur  le  développement  de  la  puissance 
quelconque  d un  polynôme,  xo44; 

Produit:  un  produit  demeure  le  même 
dans  quelque  ordre  qu’on  multiplieles 
facteurs  qui  le  composent,  tlL  Note . 

Produits  de  facteurs  équi-dlfférens , ou 
puissances  du  second  ordre  , leur  inté- 

f ration,  900-  902.— de  grands  nom- 
res  , moyen  de  trouver  leur  rapport , 
94^.  — indéfinis , expressions  de  leurs 
différences  en  fonctions  du  nombre  de 
facteurs,  032.— finis  et  indéfinis, 
leur  transformation  en  séries,  IQ97. 
— indéfinis , qui  expriment  une  inté- 
grale définie , le  sinus  et  le  cosmos 
d’un  arc,  1086.  — les  exponentielles, 
1087,— toutes  les  lignes  trigonomé- 
triques , 1093.  — les  séries  auxquelles 
ils  donnent  lieu  et  leur  usage  pour  la 
partition  des  nombres , 1097  - 1 100. 
Progressions  pardifférences,  839  et  la  note. 

— par  quotiens , 839.  Note. 

Projections  d’une  ligne  droit^relations  qui 
lient  entr’elles  leurs  équations,  297. 
Prony:  formule  qu’il  donne  pour  déve- 
lopper les  différences  d’une  fonction 
d’une  seule  variable , 872.  — formule 
qu’il  donne  pour  exprimer  les  loix  de 
la  dilatation  des  fluides  élastiques , 
881.  — tables  des  sinus  naturels  des 
logarithmes  et  des  tangentes  calculés 
sous  sa  direction , 800.  — réduit  en 
formule  la  méthode  d interpolation  de 
Mouton  , 893.  — communique  un 
Mémoire  inédit  d* Euler,  1107. 
ordres,  639.  No u. — recherche  de  ceux 
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Puissances  fractionnaires  , leur  liaison 
avec  l'interpolation  , 1074.  — du  se- 
cond ordre,  leur  défit!  tion  et  leurs 
propriétés  , 90»-  904 , 962. 

Puissances  du  second  ordre  d'un  binôme, 
leur  développement , 904.  — du  se- 
cond ordre , l’intégration  de  celle  de 
ces  puissances  , dont  l'exposant  est 
— 1 , conduit  à une  transcendante 
analogue  aux  logarithmes,  915.— son 
expression  par  une  intégrale  définie, 
1059.  — du  second  ordre,  expression 

Q- 

Qvjduâti'MB  des  courbes  , 490. 

QuaJuuirt  des  surfaces,  515  et  suiv. 

R. 


L E 

de  leur  logarithme  et  de  sa  différen- 
tielle, en  fonction  de  son  exposant, 
958.  — du  second  ordre,  leor  usage 
dans  l'interpolation  de  quelques  séries  , 
962-964. — donnent  l’expression  de  la 
circonférence  du  cercle  et  de  quelques 
quantités  irrationnelles , 964.  — du 
second  ordre,  leur  expression  par  des 
intégrales  definies , 107t.— expression 
de  leurs  différences , de  leurs  différen- 
tielles , de  la  même  manière , 1073.— 
de  l'hyperbole , 492. 


Quarrablts  ( courbes  ) , 49O. 


Rac/nf* , surlcs  racines  égales  des  équa- 
tions , 180. — des  quantités  négati- 
ves, ruotits  d'examiner  de  nouveau 
leur  théorie,  tto8. 

Rayons  de  courbure  ( recherche  des  ) , 
par  le  moyen  des  cercles  osculateur»  , 
260  et  suiv. — Je  la  développée,  265. 

— de  courbure , 166.  — de  courbure , 
leur  expression  en  coordonnée»  polai- 
res, 278.  — 4e  courbure  des  surfaces , 
leur  expression,  316,  327,  329,  331. 

— de  courbure  d'une  section  faite  par 
un  plan  dans  une  surface  courbe,  329. 
—de  courbure  absolus  d’une  courbe  à 
double  courbure , 352.— Icift  détermi- 


nation, 333.  — autre  expression  du 
même  rayon,  35  4. 

Rayon  vecteur  , 275. 

Rectification  des  courbes,  500- 3 14. 

Réduction  des  intégrales  binômes  à d’au- 
tres de  meme  forme,  387-  394.  — 
des  intégrations  des  différens  termes 
d'une  série  à une  seule,  417. 

Réflexion  de  la  lumière,  problème  relatif 
à cette  réflexion. 

Regnaui  aide  Mouton  dans  ses  travaux 
sur  l’interpolation , 803. 

Rsccati , son  équation  différentielle , 330. 
584, 601 ,641 , 643 , 777, 1113. 

Roulettes , leur  théorie,  291-293. 


Sæcants  ( différentielle  de  la  )', 
aa.  — t formule  oui  l'exprime  par  la 
somme  ou  la  différence  de  deux  tan- 
gentes , 8*0.  — d’un  arc  de  cercle  , 
ses  développemens  en  produits  indéfi- 
nis, 1093.  — hyperbolique,  496. 

Secteurs  hyperboliques,  leur  expression 
en  séries,  410 , 4l3- — analogie  qu’ont 
entr’eux  les  secteurs  elliptiques  et  les 
secteurs  hyperboliques , 496. 

Sections  principales  des  surfaces  du  se- 
cond degré  ,312. 

Section  d'une  surface  courbe  par  un  plan  , 
expression  de  son  rayon  de  courbure, 
3»9- 

Signer , sa  démonstration  de  la  règle  de 
Descartes  , 18  J* 


Séparation  desvariab!es*dans  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  343% 
5îr;  . 

Séries  ( origine  des  ),  Introd.  3.  — une 
série  ne  donne  pas  toujours  la  valeur 
d'une  fonction  ; quelquefois  au  lieu  de 
s'en  approcher  à mesure  que  l’on  prend 
plus  de  termes  , clic  s’en  éloigne  indé- 
finiment , Introd.  4.  — des  séries  di- 
vergentes, Introd.  3.  — possibilité  de 
rendre  le  premier  terme  d’une  série  in- 
déterminée plus  grand  que  la  ‘omme 
de  tous  les  autres , Introd.  8.  — dé» 
croissantes  qui  n’ont  point  de  limites  , 
Introd.  26,  27.— par  laquelle  Lagny  a 
calculé  le  rapport  du  diamètre  à la  cir- 
onfér  ence,  Introd.  38. 
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Sîrltt , développement  de»  fonctions  en 
séries.  98. — des  divers  dévcloppe- 
mens  en  série  don(  une  meme  fonction 
est  susceptible  « 1 17. — ascendantes , 
<le«cendantes  ( définition  des  ),  LÜL 

— développement  des  fonctions  en 
séries,  en.cherchant  leurs  termes  par 
ordre  de  grandeur,  11  S- 115.  — leur 

• usago  pour  déterminer  les  ci.constan- 
ces  du  cours  d’une  courbe,  130-137. 

— à plusieurs  variables,  leur  interpo- 
lation , 894 , 895.  — expression  de  la 
somme  des  termes  pris  à desintcrvallcs 
égaux  dans  une  série  quelconque  ,938. 
•-•correspondance  des  séries  et  des 
équations  aux  différences  ? 970.— leur 
transformation , par  les  fonctions  gé- 
nératrices, par  un  changement  de  va- 
riables, 1045.— leur  transformation 
purent. nt  algébrique,  1046. — expres- 
sion de  curs  limites  par  dis  intégrales, 
10^9-  oC  t , 1065-1069.  — leurir.ter- 
po'ation  par  les  intégrales  définies , 
107 1-1C75. — propres  à évaluer  les 
in'égralessimples,  fonctions  de  grands 
nombres,  » 109-1  li 3.— les  intégrales 
doubles,  IH4-1115.  — divergentes , 
détermination  des  valeur»  des  limites 
de  quelques  séries  divergentes , 1047, 
1048-  — divergentes , calcul  de  la  li- 
mite de  l’une  de  ces  séries , 1065.  — 

fur  les  intégrales  définies , ibid.—  par 
es  fractions  continues.  Note.  — diver- 
gentes , série  t — 1^2+ 1.1.3 — etc* 
sa  limite,  1117.  — hyper-géométri- 
ces , io6fl.  — récurrentes  indiquées , 
8a.  — récurientcs , ont  pour  type 
général  une  équation  aux  différen- 
ces, 983.  — récurrentes,  recherche  de 
l’expression  de  leur  terme  général , 
974-976.  ( de  là  résulte  la  détermina- 
tion algébrique  des  coefficiensnuméri- 
ues  de  ce  meme  terme  général , consi- 
éré  comme  formule  d'interpolation  , 
dans  le  n°.  881.)  — récurrentes, recher- 
che de  leur  terme  général  par  les  fonc- 
tions génératrice*,  1039. — técutre  ntes, 
expression  de  leur  terme  général  par  des 
coefficiens  différentiels,  1041  , 1042. 
— récurrentes,  développement  de  leur 
terme  général  indépendamment  de  U 
décomposition  du  dénominateur  delà 
fraction  génératrice  en  facteurs  sim- 
ples, 1043,  I044-  — récurrentes, 
doubles , ifiil. — triples , quadruples , 
1020. 
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Si  rit:  récurrent:»  doubles,  détermination 
de  leur  terme  général  par  les  fonctions 
génératrices,  1051  - 1055. — rappro- 
chement des  dltiérens  points  de  la 
théorie  d«.s  séries  récurrentes,  1146. 

Séries  récurro-récurrentes , VOyc{  séries 
récurrentes  doubles. 

Série  de  Taylor , expression  des  limites 
d’une  portion  quelconque  de  cette  sé- 
rie , 1069 , 1070.  — des  arcs  dont  les 
tangentes  procèdent  suivant  une  1er 
donne: , 1 146, 

Signes  divers  dont  peuvent  être  affectés 
les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  de  cer- 
cle , 165.  Note. 

Sinus , expression  du  sinus  d’un  are  mu’- 
tiple  par  les  puissances  du  cotinus  et 
du  sinus  de  l’arc  simple,  //jr.'oV.jjo,  4?. 

— expression  des  puissances  du  sinus 
par  Ils  cosinus  et  les  sinus  multiples  , 
IntroJ.  43.  — expression  du  sinus  d’un  ^ 
arc  multiple  par  deux  1 inus  anrécédens  v 
985. —expression  du  sinut  d’un  arc 
multiple  au  moyen  des  puissances  du 
cosinus  , déduite  de  l’mtégration  des 
équations  aux  différence*,  985.  — la 
même  obtenue  par  les  expressions  ima- 
ginaires , 986.  — développement  du 
sinus  suivant  les  puissance»  de  l’arc , 
IntroJ . 34 , 3 3. — par  les  limites , [nr^ 

41. — par  le  Calcul  différentiel,  103.— 

( différentiation  des . . .)aa  — formule 
pour  la  construction  des  tables  de  si- 
nus, 889.— tables  des  sinus  naturels  de 
icoooe  parties  du  quart  de  cercle  cal- 
culés sous  la  direction  de  PronyjSqo. 
—leurs différences,  £87-890. — diffé- 
rences de  leurs  logarithmes,  8y  1 —ses 
développement  en  produits  indéfinis  , 
1086- 1093.— celui  de  son  logarithme, 
1087.  — d’arcs  imaginaires,  187.  — 
hyperboliques , 187.  Note.  — hyper- 
boliques , leur  définition  et  leur  ex- 
pression en  logarithmes,  4<y 6 -—verse, 
sa  différentielle , aa. 

Soit s , évaluation  des  solides,  en  ayant 
égard  à leurs  limites,  521  *J«J. — des 
diverses  manières  de  les  décomposer 
pour  évaluer  leur  volume  et  leur  aire , . 
527.  — de  la  moindre  résistance , 847  , 
Note.  — de  révolution,  l^urtubature, 

5 1 2,  — de  révolution , l’évaluation  de 
leurs  aires  , 5 16. — .je  révolution  , ex- 
pression dHcur  volume  et  de  leur  aire, 
déduite  des  formules  générales  don. 

^tées  pour  une  surface  quelconque,  325. 


TABLE 
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Solutions  particulières  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre, exemples 
de  tes  solutions,  5 69,  573.  — parti- 
culières des  équations  différentielles  du 
premier  ordre,  576,  593.  — particu- 
lières, caractères  qui  les  distinguent 
des  intégrales,  570,  589.  — moyen 
de  les  déduire  de  l'équation  différen- 
tielle, 380.  — - particulières,  procédé 
de  Laplace , pour  les  déterminer  parle 
développement  de  l'intégrale  en  série, 
586,  587. — particulières  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  la  ma* 
n ère  de  les  représenter  et  de  les  obte- 
nir par  les  considérations  géométri- 
ques, 608.  — particulières  des  équa- 
tions différentielles  d'un  ordre  quel- 
conque, leur  théorie  et  le  moyen  de 
les  obtenif,  667-671.  — particuliè- 
re» des  équations  différentielles , leur 
usage  pour  trouver  le  facteur  pro- 
pre a rendre  intégrables  ces  équa- 
tions, 389V7G8.  — particulières  des 
équations  différentielles  partielles, 766, 
707.  — particulières  des  équations 
différentielles  qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  d intégrabilitc  , 804  , 

803. 

Sommation  des  puissances  négatives  des 
nombres  naturels  , 939-943.  — par 
approximation , 939-931.  — des  séries 
dont  le  terme  général  est  une  fonction 
transcendante,  943-951.—  des  séries, 
son  application  à l'interpolation  >953- 

96‘-  , . . 

S ommt , ce  mot  est  “origine  du  signe 
d'intégration,  3 58, Note.—  distinction 
des  sommes  d’avec  les  intégrales  aux 
différences,  897.  — expression  de  la 
somme  des  suites  d’une  seule  variable , 
93°  - 95*4.  — des  sénés  de  sinus  et  de 
cosinus  , 949-930.  — paradoxe  relatif 
aux  limites  de  ces  séries,  951 , 95a. 

San,  équation  relative  à la  propagation 
du  son , 768. 

SounormaU  , son  expression  générale  , 

Wf. 

Scu'.j’-fT'rue , son  expression  générale, 
i4o.  — sa  détermination  par  les  li- 
mites, 184.— déterminée  par  la  con- 
sidération des  polygones  d’un  nombre 
infini  de  côtés,  185.-500  expres- 
sion en  coordonnées  polaires  , 177. 

Sphère , son  équation,  30a  —condition 
des  contacts  de  la  sphère  avec  une  sur- 
face courbe  quelconque  j sphère  ojeu- 


latricc , 313.  — la  sphère  a un  nombre 
infini  de  lignes  de  couibure  pour  cha- 
que point,  331  — osculatrice  d’une 
courbe  à double  courbure,  350-353. 
— son  volume,  sa  surface,  517.— éva- 
luation de  son  volume  entre  des  limites 
données  , 5m.  — courbes  rectifiables 
sur  la  surface  d’une  sphère,  537.— 
portions  de  sphères  quarrablfs,  53#» 
541  —Sphères  concentriques,  surfaces 
con  ques  qui  les  coupent  toutes  à an- 
gles droits,  791  — son  équation  est 
une  solution  particulière  de  celles  qui 
appartiennent  aux  arrêtes  de  rebrousse- 
ment des  surfaces  développables  cir- 
conscrites à cette  sphère,  810. 

Spirales , équation  des. ..  .rapportées  à 
des  coordonnées  polaires,  uik  —leur 
quadrature,  490.  — leur  rectification, 
4 a 4 —Spirale  de  ,C.*non  ou  £.*  Â'chirr.è- 
àet  275 , 176,^7^— hyperbolique— 
logarithmique  878 , 499,  514  , 66 O , 
601.— parabolique,  175  >499,  514. 

Stirling  , ses- formules  d’interpolation, 
879,  880.  — remarque  sur  sa  trans- 
formation des  puissances  négatives 
d'un  monome  en  série  de  fractions , 
903.  Note.  — ses  travaux  sur  l'inter- 
polation, 1071. 

Substitutions  successives , usage  de  cette 
méthode  dans  l’intégration  des  équa- 
tions différentielles  et  du  premier  de- 
Çré , 66a-6 66. 

Suites  ( retour  des  ) , Ir  t.  45, 114,1146. 
— d’une  seule  variable  , leur  interpola- 
tion,873-893. —analogie  de  leur  som- 
mation avec  l’intégration  des  différen- 
ces premières , 897.  — détermination 
de  leur  somme  en  les  regardant  comme 
engendrées  par  le  développement  des 
intégrales  aux  différentielles,  1058- 
1070.  — des  puissances  négatives  des 
nombres  naturels,  leur  sommation  par 
les  nombres  de  Bernoulli , 1091.  — 
sommation  de  quelques  suites  formées 
par  les  produits  des  termes  correspon- 
dons de  deux  autres,  1067,  1068  , 
1125.-3  deux  variables,  qui  résul- 
tent des  solutions  d'une  équation  à trois 
indéterminées,  307. 

Surfaces  courbes , leur  division  en  ordres, 
surfaces  du  second  ordre  ou  du  second 
degré,  307-3 17.  — du  second  ordre, 
leurs  axes  principaux,  311.  — du  se- 
cond ordre  , transformation  de  leur 
équation  générale , 3 1 1 . — du  second 
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ordre , leur  diamètre  plan  ,311 .—  du 
second  ordre  , leurs  sections  principa-, 
les,  311.  — du  second  ordre,  leur 
énumération  , 31  *-315.  — du  second 
ordre  qui  ont  un  centre,  31a-  3 14. 

— qui  en  sont  dépourvues , 313. 

— du  second  ordre,  engendrées  par 
la  révolution  d’une  courbe  plane, 
316.  — du  second  ordre  , leurs 
asymptotes,  317.—  Ju  second  ordre, 
leur  intersection  par  un  plan  ,318.— 
du  second  ordre , leurs  lignes  de  cour- 
bure, 674. — courbes,  leurs  intersec- 
tions, 318.  — courbes,  application  du 
Calcul  différentiel  à la  théorie  des . . . 
3a j et  suiv. —courbes  , expression 
analytique  de  leur  continuité,  310  — 
courbes  équation  différentielle  de  leurs 
sections,  3a».  — courbes,  leur  con- 
tact, 3m  — leur  contact  avec  un  plan, 
322, 314,— avec  une  sphère,  325. 

— avec  une  surface  du  second  ordre, 
333.  — ccutbcs,  équation  de  leur  nor- 
male , 373. —mesure  de  leur  cour- 
bure , 326.— courbe,  ont  pour  chacun 
de  leurs  points  deux  sphères  osculatri- 
ces,  317.— courbes,  rayon  de  courbure 
d'une  section  faite  dans  une  surface 
courbe  par  un  plan  quelconque,  319. 
—courbes  ont  deux  rayons  de  courbu- 
re différens,  327-331- — courbes, 
détermination  des  équations  des  lignes 
de  courbure  , 32S  , 330,  331.-— 
courbes,  lieux  des  centres  de  courbure 
d’une  surface,  331  —conditions  gé- 
nérales des  contacts  de  deux  surfaces 
courbes,  332.  — une  surface  a dans 
chacun  de  ses  points  un  conract  du  se-  i 
cond  ordre  avec  une  surface  de  révo- 
luron,  3 3 3-  —courbes,  expression 

éncrale  de  leur  aire.  324  — couibes, 

ifferentielle  de  la  solidité  du  segment 
qu'elles  comprennent,  319  — cour- 
bes, évaluation  de  l’espace  qu’elles 
cotnprt  nnent , çao.  — courbes  , leur 
génération,  334-345.  — annuitaires, 
leur  génération , leur  équation  géné- 
337  > Î44-  — l’équation  différen- 
tielle partielle  de  celles  dont  les  centres 
de  courbure  sont  dans  un  même  plan , 
337-“"  courbes , détermination  analy- 
tique, des  surfaces  limites,  3 38.  — 
détermination  des  su:  faces  par  la  con- 
sidération des  lignes  dont  clics  sont 
composées,  344. — composées  de  droi- 
tes parallèles^  un  plan  donné  et  assu- 
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jetties  à passer  par  une  droite  donnée  # 
344.  — composées  de  lignes  droites  , 
344 , 345.  — coniques  , caractères  de 
leurs  équations,  3 14  —coniques,  leur 
équation  générale;  leur  équation  diffé- 
rentielle partielle,  334.  — coniques , 
composées  de  lignes  droites  assujetties 
i passer  par  un  point  donné  , 3 34.  — 
coniques , détermination  d’une  surface 
conique  passant  par  une  courbe  donné  ’, 
ou  circonscrite  à une  suiface  donnée  , 
ibid.  — coniques , leur  emploi  dans  la 
perspective  et  dans  la  théoaie  des  om- 
bres , ibid.  — coniques , expression  de 
leur  volume  et  de  leur  aire,  526.— 
coniques , intégration  de  leur  équa- 
tion différentielle  partielle,  7:0.  — - 
dont  les  portions  sont  en  rapport  cons- 
tant avec  leurs project  ons,  542,  792. 
—courbes,  équations  et  propriétés  de 
celles  dont  tous  les  élémens  sont  éga- 
lement inclinés  par  rapport  à un  même 
plan,  793.  — cylindriques , leur  gé- 
nération, leur  équation  générale,  leur 
équation  différentielle  partielle,  335. 

— cylindriques , composées  de  lignes 

droites  parallèles  à une  ligne  donnée, 
344  — cylindriques  du  second  or- 
dre, leur  équation  , 314.  — -déve- 

loppables, leur  génération,  342.— 
leur  équation  générale  ; leur  équation 
différentielle  partielle;  l’équation  de 
leurs  arrêtes  de  rebroussement , 342. 

— développables , détermination  de 
celles  qui  touchent  en  meme  temps 
deux  surfaces  données,  ou  qui  pas- 
sent par  deux  courbes  données,  3^2. 

— développables  , leur  emploi  dans 
la  théorie  aes  ombres  et  des  pénom- 
bres , 342.  No:t.  — développables 
formée»  par,  les  normales  d'une  sur- 
face courbe,  345.  — développables 
formées  par  l’ensemble  des  tangentes 
d’une  courbe  à double  couibure,  346. 

— développables  circontc rites  a la 
sphère,  leur  équation  générale  et  celle 
de  leur  airête  de  rebroussement , 8to. 
équivalentes,  ou  de  même  étendue 
entre  des  limites  données , leur  déter- 
mination , équations  de  celles  qui  sont 
équivalentes  au  plan,  792.  — cons- 
truction de  ces  dernières , 793.— gau- 
ches ( engendrées  par  une  ligne  droite 
assujettie  à se  mouvoir  sur  deux  cour- 
tes données  parallèlement  à un  plan 
donné  , sur  trois  courbes  données  sur 
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trois  droites  données) , 344.— gauche, 
344  * 343*  — ^eur  équatiqn  générale  , 
544.  — rourbes,  intégration  de  l’équa- 
t on  d.lférentiellc  partielle  de  celles 
qu’engendre  une  droite  assujettie  à se 
mouvoir  en  meme  temps  le  long  d’une 
autre  et  sur  deux  courbes  données, 
748.  { voyez  n°.  344.  ) — courbes 
engendrées  par  une  ligne  droite  qui 
se  meut  d’une  manière  quelconque 
dans  l’espace  , intégration  de  leur 
équation  différentielle  partielle,  736. 
— coures  formées  de  1 gnes  droites , 
assage  de  leur  équation  primitive 
leur  équation  différentielle  par* 
liellc,  703.  — limites,  leurs  caracté- 
ristiques, 339.  — détermination  ana- 
lytique de  la  surface  qui  touche  toutes 
les  surfaces  limites  comprises  dans  la 
meme  équation  générale,  340.  — li- 
mites,  détermination  de  la  fonction 
arbitraire  de  leur  équation  générale , 

3 4 1 .«— formées  par  les  intersections 
successives  d’une  suite  de  sphères  dont 
le  centre  « le  rayon  sont  variables  ; 
leur  équation  générale , 341  — des 
plans  normaux  à une  courbe  \ double 
courbure , 350.-—  de  révolution  , leur 
génération,  leur  équation  générale, 
leur  équation  différentielle  partielle  , 

3 36.  — - de  révolution , leur  volume  et 


Ta  b l k des  suites  qui  résultent  des  so- 
lutions d’une  équation  à trois  indéter- 
minées, 307. 

Tables , construction  de  tables  pour  clas- 
ser les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles, leur  inconvénient,  366, 
673 . — à double  entrée,leur  formation 
et  leur  interpolation , 894.  -—à  double 
entrée,  1019. — à triple  entrée,  1023. 

Taylor  ( théorème  de  ) ta.  — démons- 
tration de  ce  théorème  par  la  diffé- 
rentiation , ou  par  les  limite! , 109.— 
par  le  Calcul  aux  différences  et  les  li- 
mites , 862.  — son  théorème  sert  de 
base  à l’application  du  Calcul  diffé- 
rentiel aux  courbes,  238.  — dévelop- 
pement des  intégrales  par  le  théorème 
de  Taylor , 483— usape  de  ce  théo- 
rème pour  intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  par  appro- 
ximation , 393.  — son  usage  pour 
développer  les  différences  , 063 , 
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leur  aire,  313.  — de  révolution,  ml 
tégration  de  leur  équation  différentielle 
partivlle , 723. — courbes,  dont  les 
deux  rjyons  de  courbure  sont  égaux 
et  de  signes  contraires,  leur  équation 
différentielle  partielle  , 317.  — son 
intégration,  78).  — scs  surfaces  ont 
le  m nimum  d’étendue  entre  des  limites 
données , 834  — courbes,  trouvercelles 
qui  coupent  sous  unangle  donné  toutes 
les  surfaces  comprises  dans  une  équa- 
tion différentielle  totale  du  premier 
ordre  donnée,  791  — rourbes,  trou- 
ver celles  qui  peuvent'  faire  partie  de 
deux  iam  lles  distinctes  par  leur  gé- 
nération , 807.  — détermination  de  1a 
ligne  la  plus  courte  qu’on  puisse  me- 
ner entte  deux  points  ou  entre  deux 
courbes,  sur  une  surface  donnée , 843. 
— couibcs,  dont  l’aire  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  entre  des  limites 
données  ,854,  833.  — dont  l’aire  est 
un  minimum  parmi  toutes  celles  qui  ren- 
ferment des  volumes  égaux  , 836  — 
courbes,  trouver  l’équation  générale 
des  courbes  de  contact  de  deux  familles 
de  surfaces  courbes  distinctes  par  leur 
générât  on  , 8d8. 

Synthèse  t la  synthèse  procède  par  des 
équations idcntiqi.es,  Introduction . 13,  % 
Note.  1 


867 ,871',  872  — ses  formules  pour 
exprimer  l’intégrale  et  la  différence 
d’un  ordre  quelconque  d’un  produit 
de  deux  facteurs  , 920  et  la  note. 

T an ftnu  d’un  arc  de  cercle,  son  expres- 
sion par  les  imaginaire»,  Introd.  37. 

— de  la  somme  ou  de  la  différence  de 
deux  arcs  , Introd.  38. — son  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  l’arc , 
106,  108. 

Tangentes  d’un  arc  de  cercle , différentia- 
tion de  la 22. 

— d’un  arc  de  cercle , formule  qui  ex- 
rime celles  des  arcs  au-dessus  de  43*, 
90.— i’un  arc,dc  cercle  , leurs  déve- 

loppetnens  en  produits  indéfinis,  1093. 

— des  courbes , leur  détermination 
paT  les  séries,  231.  — détermination 
des  tangentes  des  courbes  par  la 
transformation  des  coordonnées  , 220. 
—des courbes,  leur  détermination  par 
le  Calcul  différentiel,  par  la  méthode 

- d 'Arborait  , 
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à'Arbogist,  138,  239. — de*  cour- 
be* , leur  équation  générale , 240  — 
de*  courbes , mener  par  un  point  donné 
une  tangente  à une  courbe , 241.  — 
des  courbe* , mener  à une  courbe  une 
tangente , parallèle  à une  ligne  donnée 
ou  qui  fasse  avec  l'axe  des  abscisses  un 
angle  donné , 143.  — des  courbe* , ex- 
pression de  leur  longueur,  244.— -de» 
courbes , le\»r  expression  en  coordon- 
nées polaires , 277.— des  courbes , leur 
détermination  par  les  limites,  283. 

Tangtnte  hyperbolique , 496. 

Tangentes  t méthode  inverse  des  tangen- 
tes, 602-608. — méthode  inverse  des 
tangentes,  premier  problème  proposé 
relativement  à cette  méthode , 6o4. 

T ermt  général  de  la  puissance  u du  bi- 
nôme , 17.  — général  du  développe- 
ment de  la  série  ■ -1- , 104  et 

Vi  -*• 

tuiv.  — moyens  de  distinguer  pariai 
les  ttrmes  d une  équation  ceux  qui  sont 
les  plus  grands , 1 1 a.  — sommatoiie  , 
sa  définition  et  «es  relation*  avec  l’in- 
tégrale aux  différences,  897. 

Théorème  , la  démonstration  d’un  théo- 
rème se  rapporte  aux  équations  iden- 
tiques, IntroJ . 1 5.  Note. 

Théorème  de  Taylor,  12  , 109,  862. 

Tractoires  servent  à construire  le*  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre  , 
604.  — description  de  ces  courbe*. 
Nott, 

Trajectoins  orthogonales  , 605.— ( pro- 
blèmes des  ),  605-607. — acception 
de  ce  mot  en  méchanique  , 603. Note. 
—réciproques  ( problème  de*  ),i  143. 

Transcendantes  , IntroJ.  3.  — utilité  de 
leur  classification  , 675.  — explicite* , 
comment  elles  différent  des  transcen- 
dantes implicites,  1120.— comparai- 
son des  différentielles  de  deux  trans- 
cendantes d’une  même  espèce  pouren 
déduire  les  propriété*  de  ces  fonctions, 
676-694,  697.  — moyen  proposé 
pour  faire  la  comparaison  de  celles  qui 
ne  peuvent  être  donnée*  que  par  une 
équation  différentielle  où  les  variables 
ne  soient  pas  séparée* , 697.  — ana- 
lyse des  transcendantes  contenue*  dans 
la  formule 

r__ P£x 

J V A+Bx+Cx'+Dx'+Ex* 
Appendice. 
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403  et  suiv.  voyt { transcendantes  ellip- 
tiques. — examen  de  la  transccndan- 

te p -J - , 1116-1119.  — ellipti- 
ques, leur  définition,  3 12.  — ellipti- 
ques, leurs  propriétés  déduite*  de  la 
comparaison  de  deux  différentielles 
de  ces  fonctions,  678*687. — ellip- 
tique* , comparaison  d’un  nombre 
quelconque  de  ces  transcendantes , 

Transformation  des  fonction*  différen- 
tielles de  deux  variables  , de  manière 
qu'on  y puisse  regarder  celle  de  deux 
variables  que  l'on  voudra  comme 
fonction  de  l’autre , 65  , 67.  — des 
différentielles  prise*  pour  constantes, 
77.  — usage  de  cette  transformation 
dan*  l'intégration  des  équation*  diffé- 
rentielles au  second  ordre,  612.— 
des  coordonnées  sur  un  plan,  210, 
ait.  — des  coordonnées , son  usage 
pour  déterminer  les  tangentes  des 
courbes , leurs  points  multiples , leurs 
inflexions  , 220  - 228.  — des  coor- 
données rectangles  en  coordonnées 
polaires,  et  des  coordonnées  polaire* 
en  coordonnées  rectangles , 276.  — 
de  l’équation  d’une  courbe  entre  des 
coordonnée*  rectangles  ou  polaires  en 
une  relation  entre*  l’axe  et  le  rayon 
de  courbure,  et  réciproquement,  281. 
— des  coordonnées  dans  l’espace  , 
308  -310.—-  des  coordonnées  rectan- 
gle* en  coordonnées  polaires  dans  l’es- 
pace, 319. — des  équations  récipro- 
ques , 403.  Note,  —des  intégrales  dou- 
bles et  triples,  <17-330.— des  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre 
et  du  premier  degré  , 622.— usage  de 
l’une  ae  ces  transformations,  lut; 
Note.  — 8e*  séries  par  les  fonction* 
génératrices,  1043.—  transformations 
purement  algébriques  , 1046.— usage 
de  cet  transformations  pour  sommer 
certaines  séries,  1047,  lo-î8* 

Tremblcy  ( M.  ) propose  un  moyen  pour 
découvrir  par  les  intégrales  et  les  so- 
lutions particulières  le  facteur  d’une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, 389.— se* réflexions  sur  les  arcs 
de  cercle  qui  s’introduisent  dans  les  in- 
tégrales des  équations  différentielles 
dn  premier  degré , 666.  — la  méthode 
qu’il  a proposée  pour  trouver  le  facteur 
Ddd  d 
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des  équations  différentielles,  peut  s’ap- 
pliquer à celles  qui  renferment  trois 
variables,  708. 


MATIERES. 

Triangles  sphériques,  leur  usage  pour 
construire  la  comparaison  des  aies  el- 
liptiques , 695 , 696. 


V. 


Vjsdzrüonde  imagine  un  algorithme 
pour  exprimer  les  fonctions  symétri- 
ques et  leur  valeur,  150. — considère 
les  puissances  du  second  ordre  , 001. 
sa  théorie  des  différent  ordres  d’irra- 
tionnelles , 965. 

Variables  des  quantités  considérées  com- 
me variables,  leur  dépendance  établie 
par  des  équations,  40,  79, 81. 

Variations  des  signes  d’une  équation,!  81. 
— ( méthode  des  ),  81 5-041.—  théo- 
rèmes fondamentaux  ,des  variations  , 
leur  démonstration  analytique  , 816. 
—leur  démonstration  géométrique  du 

ftremier , 8t6.  Sort.  — recherche  de 
a variation  d'une  fonction  primi- 
tive ou  différentielle,  816,  817.  — 
des  formules  intégrales,  818-830  — 
leur  usage  pour  trouver  les  cond'tions 
d’intégrabilité  des  différentielles,  8*0- 
811.  — des  fonctions  données  par  les 
équations  différentielles,  831-834. 
— des  fonctions  contenant  deux  va- 
riables indépendants  et  des  intégrales 
doubles,  83s  - 837.— peuvent  être  dis- 
continues, 838.  Note.  — leur  corres- 
pondance avec  le  passage  d’une  courbe 
a une  autre  d’une  nature  différente, 
838  et  U noie.— examen  des  variations 


relatives  aux  limites  des  Intégrales  dé- 
finies, 838-841.  — application  du 
Calcul  des  variations  aux  recherches 
des  maxima  et  minima , 84a-  858.  — 
application  du  Calcul  des  variations 
aux  maxima  et  minima  des  formules  in- 
tégrales indéterminées,  843-850  — 
exemples  de  l'usage  des  équations  dé- 
terminées dans  la  résolution  des  ques- 
tions de  maximis  et  minimit , 849.  — 
leur  application  à la  recherche  des 
maxima  et  des  minima  relatifs  des 
formules  intégrales  indéterminées, 8 5 a. 

— usage  des  équations  déterminées  , 
peur  la  recherche  des  maxima  et  des 
minima  des  intégrales  doubles,  854. 

— caractères  qui  distinguent  le  maxi- 
mum des  intégrales  indéterminées  , de 
Jeur  minimum,  837,  858— application 
de  cette  méthode  aux  intégrales  aux 
différences,  1019,  iojo. 

Vit  courbe  qu’affecte  le  filet  de  la  vis  or- 
dinaire , 809. 

Vtvianl%  ses  questions  sur  les  espaces 
quar râbles,  531.  — sur  la  voûte  quar- 
rabte  en  particulier,  54O. 

Foute  quarrable  ( problème  de  la  ),  540 , 
541.  — elliptiques , 674. 


W. 


JVauus  , expression  qu’il  donne  de  la 
demi  - circonférence  du  cercle,  043. 
—usage  de  cette  expression  pour  l'in- 
terpolation de  certaines  suites,  961. 
— cette  expression  obtenue  par  les 
puissances  du  second  ordre  , 964.— 


ses  travaux  sur  l’interpolation,  107t. 
fVaring  , comparaison  de  sa  notation 
avec  celles  à' Euler  et  de  Lagrange  , 
861.  Note. 

fVlaca , ses  grandes  tables  de  logarithmes 
et  ac  sinus,  891. 


Fin  de  la  Table  des  MatÜrtt. 


OBSERVATION.  Je  sens  de  plus  en  plus , tant  par  mes  propres 
ouvrages  , que  par  l’examen  attentif  de  ceux  des  autres , la  grande 
difficulté,  pour  ne  pas  dire  'impossibilité , tf  imprimer  correctement  les 
livres  de  Mathématiques  ; mais  mon  expérience  dans  t enseignement  m’a 
convaincu  que  la  plupart  des  fautes  typographiques  n arrêtaient  presque 
jamais  les  lecteurs  intelligent , parce  quelles  étoient  très-faciles  à recon- 
naître, quand  la  marche  du  Calcul  étoit  tracée  et  que  la  conclusion 
étoit  exacte.  C’est  probablement  pour  cette  ra  ison  que  beaucoup  J"  auteurs 
se  sont  épargné  la  peine  de  mettre  des  errata  à la  suite  de  leurs  ou- 
vrages ; ceux  qui  n ouvrent  les  livres  que  pour  en  regarder  le  commen- 
cement et  la  fin  , les  croytnt  plus  corrects  que  les  autres  ; mais  les  per- 
sonnes qui  étudient  sérieusement  sont  bien  éloignées  tten  porter  d’abord 
un  pareil  jugement.  Aussi  parmi  les  corrections  que  fai  indiquées , pour 
ce  volume  te  pour  les  précédent , Us  seules  qui  me  parois  sent  de  quelque 
importance  sont  celles  qui  ont  pour  objet  des  changement  que  le  progrès 
de  la  science  a rendus  nécessaires  dans  le  texte , ou  la  rectification  de 
quelques  erreurs  que  f ai  remarquées  depuis  t impression. 

Je  n'ai  pas  la  présomption  de  penser  qu’il  ne  m’en  soit  pas  échappé 
d'autres , mais  je  crois  avoir  quelques  droits  à f indulgence  des  juges 
éclairés  et  impartiaux  qui  sauront  mesurer  t étendue  de  la  tâche  que  je 
me  suis  imposée  , et  apprécier  Us  difficultés  que  f ai  dû  rencontrer  pour 
la  remplir,  dans  un  ttms  oie  ma  posUion  me  livroit  à des  travaux  abso- 
lument étrangers  à mon  entreprise. 


CORRECTIONS  ET  ADDITIONS. 

TOME  il. 


Page  1 73  > ligne  aa  , les  expressions  Je  t doivent  cire 

VIF— T V i— x‘ 

<= , 

* * 

Î44  > ligne  dernière  , f équation  rapporté t dans  etue  ligne  doit  être 

AF'+BE^CD'sxqABC  + DEF. 

Dddd  i 
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N*.  770.  La  forme  que  nous  avons  donnée  à ta  valeur  de  ç , dans  ce  numéro  p 
ne  renfermant  que  de*  coeflicien*  différentiels  des  fonctions  arbitraires  f et  4 > pwt 
ne  pas  paroître  assez  générale  pour  la  conclusion  que  nous  en  tirons , mais  H est 
facile  de  la  justifier  pour  le  cas  où  { condendroit  des  termes  de  la  forme  NJmVd*m, 
Chacun  de  ces  termes  pouvant  être  remplacé  par  la  suite 

— — — r *-/?■,/«  + — *--• jv*j* (48s), 

il  lu  fin  de  considérer  ce  qui  résulte  de  l’expression  de  [—NfVda.,  en  suppo- 
sant toujours  que  1a  fonction  é (*r)  ne  soit  qu'au  premier  degré  dans  V.  La  substi- 
tution de  cette  formule , effectuée  comme  celle  dont  on  s'est  servi  dans  le  n°.  cité  , 

introduit  le  terme  contenant  seul  la  fonction  t"(Oi  on  en 

J dudv  du  dv 

déduira  pat  conséquent  •^■=0,  de  même  que  pour  le  cas  oh  l’on  n’aroit 
T ^ du  dv 

composé  le  développement  de  ç que  de  coefficient  différentiels. 

N*.  771.  M.  Paoli  et  Biot  ont  remarqué , chacun  de  leur  côté,  que  la  conclusion 
qui  termine  ce  n°.  n’est  pas  tout  à-fait  exacte , parce  que  la  forme  assignée  par. 
Laplace,  à l’intégrale  de  l’équation 


1 


n’est  pas  assex  générale  et  ne  comprend  pas  toutes  celles  qui  peuvent  avoir  lieu.  On 
trouvera  des  détails  nés-étendus  sur  cet  objet  et  sur  les  remarques  du  n*.  cité  dans 
un  travail  complet  qu’a  entrepris  Biot , sut  les  diverses  formes  des  intégrales  dex 
équations  différentielles  partielles,  et  qu’il  a présenté  à l’Institut;  en  attendant,, 
nous  observerons  qu’en  substituant  dans  l’équation 

£i_Ü  = 0, 

dx%  dy 

qui  est  un  cas  particulier  de  l’équation  exceptée 


au  lieu  de  { la  série 


S + ‘'ï7+*£+,t=0’ 


A + B * + C *•+  D *3+  etc. 
ob  J , B , C , sont  supposés  des  fonctions  de  y , on  trouve 

c__ *_i±  c=-L£, 

1.»  dy’  a -i  dy  1-4  dy  4-5  dy 

les  coefficiens  A et  B demeurant  arbitraires  peuvent  être  remplacés  par  les  fonc- 
tions <f  et  4 > M l’on  a 


c=»W+*4Cx)V7^,f'0')+77^4'W+7x^''0')+  ~ 


■4'(y  )+««*• 


Digtneé 


i 


ET  ADDITIONS.  581 

(j  fin  de  ce  n*.  indique  une  lacune  dan»  l’ouvrage  ; le  n*.  cité  779 , ne  contient 
point  ce  qui  est  annoncé  dan»  le  texte  , voici  comment  il  faut  y suppléer  : 

Page  573,  î.  6,  au  lieu  de  cette  ligne  et  des  suivantes , list{ , procédé  analogue  à 
celui  que  noos  allons  appliquer  à l’équation 

Rr+Si  + Tt+Pp  + Qq  + N^O, 

8 

dont  la  précédente  n'est  qu'un  cas  particulier 

lorsque  les  coefficient  R,  S,  T , P,  Q,  .AT,  sont  des  constantes,  on  satisfait 
à cette  équation  par  la  supposition  de  { = ^ «"•*+»/,  pourvu  que  les  quantités  m 
«t  n ayent  enti’clles  la  relation  indiquée  par  l’équation 

Ses  "j*  Qfl  R = o j 

l'une  de  ces  quantités , ainsi  que  le  coefficient  A , demeurent  par  conséquent  arbi- 
traires,’et  à chaque  valeur  que  l'on  peut  prendre  pour  m9  par  exempte  9 corres- 
pond en  général  une  valeur  particulière  de  n . Les  expressions 
ç=>d#e"*/*+»V,  etc. 

mr  et  m*  et  n° , etc.  désignant  des  valeurs  correspondantes  de  m et  de  n t 
sont  donc  autant  d'intégrales  particulières  de  l'équation  différentielle  partielle 
proposée  ; et  puisque  cette  équation  est  du  premier  degré,  on  aura 
l =s  Â?em'*+*'*  + etc.  * 

c’est  à-dire , que  la  fonction  cherchée  sera  exprimée  par  une  suite  renfermant  deur 
quantités  arbitraires  dans  chacun  de  ses  termes. 

Euler  est  le  premier  qui  ait  remarqué  cette  manière  de  satisfaire  à une  équatiop 
différentielle  partielle;  il  en  a donné  dans  son  Calcul  intégral,  T.  111,  page 
un  exemple  sur  l’équation 

J,i  _,r 

Laplace  , pour  varier  la  forme  de»  intégrale»  que  fournit  la  lérie  ci-de»ius  , fait 
« = n + it . et  développe  l'eipre»ion  t=A  t™*+«jr  f »uivant  le»  puissance»  de  i é p 
puis  dans  le  réiultat  qui  e»t  de  la  forme 

t=A  + itB  + PIK+WD  + etc. 

B.  C,  D,  etc.  délignant  de»  fonction»  de  * et  de  y,  il  remplace  le»  quantité» 
i i,  i‘t‘ , i3é3  , etc.  par  des  constantes  arbitraire».  Ce  procédé  eit  fondé  »ur  c* 
que  la  fonction  A doit  satisfaire  à l’équation  différentielle  partielle  proposée  , 
quelle  que  soit  la  valeur  et  la  forme  que  l’on  donne  i la  quantité  m. 

Il  est  visible  que  la  supposition  ç=:Atmr+v  est  comprise  dans  celle  du  n*.  1138. 

TOME  III, 

Table,  page  viij,  ligne  35  , Eneyclopidit  mhho&qut , ajoutez,  art.  intégrai.' 
8 , ligne  19,  de  deux  fonctions,  /û<{,  entre  deux  états  d’une  même  fonction. 


V 
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»—  ■— 1 

Page78,  lig.  14,  n[p],  Us,  n[p]  \ lig.  iy,  le  deuxième  A de  cette  ligne  doit 
être  changé  en  Z. 
im,  lig.  3, 1"?^,  Us.  SPQ. 

iai , lig-  8 de  U note  , préféré  ce,  lis.  à ce;  lig.  11 , cette,  Us.  à cette. 

13  1 * % 9 * en  $(— i)*==y(— i)'.. .,  Us.  $(— 1)*.. . . . 

>39»  Kg*  >°»  643,  943- 

14a,  ligne  4,  observez  que  t désigne  dans  cet  endroit  U demi-circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  est  1 , ou  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre , tandis  que  dans  ce  qui  précède  il  a toujours  représenté  la  circon- 
férence du  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à l’unité. 

>7>  » l>g-  5"4 • tn  nmonr.  la  demi-circonférence,  Us.  le  quart  de  la  circon- 
férence; lig.  4 , donnée,  lis.  donné.  # 

17»,  lig.  13,  *■  = .... Us.^. 

183  » lig.  y , tn  rtmonr.  189,  Us.  19a. 
aoy  , lig.  4,  effaeti  U mot  finies. 

33a  , lig.  dern.  rr  désigne  la  circonférence  entière  du  cercle. 

171 , Üg>  dern.  Di , U*.  D3. 

171 , lig.  a , Di , Us.  Di. 

lig.  14 , Di , Us.  Z?4,  Dx,Us.  Dy 
lig.  16,  Z>5,  Us.  Di. 

lig.  ay , + P.  • . .Us.  — P \ ibid.  rfcD*— » ; Ui.  qr 
33a  , lig.  19  , voyti  pour  Passation  énoncés,  le  n°.  Il  17. 

380 , lig.  7 , en  nmont.  est  égale , Us.  étoit  égale. 

439  * l'g*  dem.  Livre  II,  Us.  Livre  I. 

475  F lig'  3 1 tâ.  Us.  ici , d’après  un  écrit  de  M,  Mascheroni. 
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